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Résumé :

Le prolapsus des organes pelviens (vessie, rectum, utérus, vagin) est un problème de santé
qui touche de plus en plus de femmes. Ce trouble, dont la fréquence augmente avec le vieillis-
sement de la population, altère inévitablement la qualité de vie des malades. Pour autant, les
causes de cette pathologie sont mal connues et les pratiques chirurgicales demeurent mal
évaluées. La réalisation d’un simulateur du comportement dynamique des organes pelviens
permettant au chirurgien d’estimer l’impact fonctionnel de son geste avant sa réalisation
est donc un besoin identifié. Ce travail concerne ainsi le développement, par la méthode
des éléments finis, d’un modèle numérique du mouvement des organes pelviens et de leurs
interactions. Un modèle est construit à partir d’une segmentation de l’IRM des patiente, per-
mettant de générer la géométrie des organes pelviens. Des lois hyperélastiques sont ensuite
adoptées pour modéliser le comportement mécanique des organes. Des résultats qualitatifs
sont obtenus, permettant de comprendre les causes de certaines formes de prolapsus et d’es-
timer l’effet virtuel des interactions entre les organes.

Mots clés : organes pelviens - éléments finis - hyperélasticité - tissus mous - déforma-
tion

Abstract :

Pelvic organ prolapse is a health problem that occurs only in women and becomes more
common. These disorders whose frequency increases with the aging of the population affect
the patients’ quality of life. However, the causes of these diseases are poorly understood and
the surgical practices remain poorly evaluated. The realization of a simulator will allow sur-
geon to estimate the functional impact of his actions before implementation, to perform the
surgery in a more controlled and reliable way. This work concerns the development of a nu-
merical model of pelvic organs’ movement and their interactions based on the finite element
methods. A first model is constructed from patients MRI images, allowing the generation
of the organ geometries. Hyperelastic modeling of the organs behaviors were considered.
Qualitative results could help to understand the reasons for the prolapse and to estimate the
potential effect of organs interactions.

Key words : pelvic organs - finite element - hyperelasticity - soft tissue - deformation
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Introduction générale 1

Introduction générale

Cadre du problème

Le prolapsus des organes pelviens est un problème de santé qui ne se produit que chez
les femmes et qui devient de plus en plus fréquent. Ce problème de santé, dont la fré-
quence augmente avec le vieillissement de la population, altère la qualité de vie des ma-
lades, causant l’incontinence urinaire, la dysfonction sexuelle, et la difficulté à la défécation
etc. [HCN+02]. Le traitement des prolapsus des organes pelviens implique une réparation
chirurgicale [BW92, OSB+97, SWvdE+01, TS02, HSC04]. Selon certaines estimations, en-
viron la moitié des femmes ayant accouché éprouvent un certain degré de prolapsus qui, pour
10 à 20% d’entre elles, nécessite des soins médicaux [TS02]. Toutefois, les pratiques chirur-
gicales restent mal maîtrisées. Il a ainsi été estimé que chez près d’un tiers des femmes ayant
subi une chirurgie de réparation, le prolapsus des organes pelviens se reproduit [OSB+97],
dont 80% dans les deux ans suivant la chirurgie [BW92].

La réalisation d’un simulateur du comportement dynamique des organes pelviens, per-
mettant au chirurgien d’estimer l’impact fonctionnel de son geste avant sa réalisation, est
donc un besoin identifié. La démarche adoptée propose un simulateur non temps réel mais
qui s’insère dans la routine clinique comme un outil de planification préopératoire spécifique
à la patiente. La modélisation de la problématique se traduit par la décomposition suivante
en tâches élémentaires : acquérir les contours externes des organes par une segmentation de
l’IRM (Imagerie par Résonance Magnétique) des patientes, calculer les maillages à l’issue
de la modélisation géométrique, appliquer les lois de comportement pour simuler leurs dé-
placements, et vérifier la conformité des résultats en les comparant aux IRM dynamiques des
patientes.

L’intérêt pour la biomécanique remonte au 15ème siècle, lorsque Léonard de Vinci (1452-
1519) étudiait le vol des oiseaux [Mas62], puis a continué tout au long de la fin du 19e et au
début du 20e siècle. Cependant, il est suggéré par Humphrey [Hum03] que la biomécanique
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n’a pas vraiment émergé comme un champ d’étude distinct de la mécanique classique avant
le milieu des années 1960. Définie par Fung, la biomécanique est la mécanique appliquée à
la biologie qui cherche à comprendre la mécanique des systèmes vivants [Fun93]. La bio-
mécanique a participé à des problèmes cliniques, notamment dans les domaines du système
cardio-vasculaire et musculo-squelettiques [Fun93, WG01, Hum02]. La description numé-
rique des matériaux et du comportement structurel a permis de nombreuses avancées sur ces
thèmes, et l’importance de la biomécanique a ainsi augmenté considérablement dans les der-
nières décennies. En effet, les progrès dans les domaines de la modélisation constitutive, de
la mécanique numérique, des méthodes numériques, et de l’informatique ont conduit à l’ap-
plication généralisée de procédures numériques pour l’analyse des systèmes mécaniques. En
particulier, la méthode des éléments finis a prévu une procédure généralisée pour analyser la
réponse contrainte / déformation d’une structure.

Le travail présenté dans ce manuscrit traite principalement de la modélisation des tissus
mous biologiques et de la simulation numérique des interactions entre les organes pelviens,
et constitue donc une application des techniques numériques en biomécanique.

Classiquement, pour construire un modèle mécanique déterministe, nous avons besoin
des informations suivantes :

– la géométrie des objets mis en jeu
– le comportement physique des matériaux composant ces objets
– le type de contact entre les objets
– les conditions limites en force et en déplacement imposés sur les objets

Cependant la nature biomécanique des objets (organes vivants, matériaux anisotropes,
quasi-incompressibles), la complexité des interactions (ligaments, fascias, viscosité, frot-
tement), la complexité géométrique des objets (organes creux avec épaisseurs variables et
rayons de courbure pouvant être très faibles), la non connaissance explicite des conditions
limites, font que l’on est très loin en apparence d’un problème de mécanique classique.

La biomécanique des organes pelviens féminins est un domaine de recherche récent. Du
point de vue anatomique et biomécanique, DeLancey [DeL93] a étudié en 1993 le prolapsus
génital et a constaté que le soutien normal des organes pelviens dépend d’une combinaison
de soutiens aponévrotiques et musculaires. Weiss et al. ont par la suite développé un modèle
tridimensionnel aux éléments finis de l’utérus et ont étudié la distribution de contrainte-
déformation de l’organe sous conditions statiques, puis sous la condition d’une pression
amniotique interne en 2004 [WBN+04]. Avec l’aide de techniques de modélisation de calcul,
les chercheurs ont alors fait des progrès dans :
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– les propriétés mécaniques des tissus d’organes pelviens obtenus par des essais de trac-
tion uniaxiale ([CLB+04, FLB+05, RBB+06, JCRB+10, PCM+10, PMM+11, GRB+11]) ;

– la compréhension de la fonction et du rôle des muscles du plancher pelvien pendant
l’accouchement et la délivrance ([dMP+05, MPP+07, NPBC08, PJT+09, LKNN10,
JAMD12]) ;

– les simulations numériques des interactions entre les organes pelviens causées par des
pressions internes ou externes ([BHGA09, PBR+09, VRRB+10]).

Objectifs de l’étude

D’un point de vue mécanique, les organes pelviens ont des géométries complexes avec
des comportement très spécifiques de leurs matériaux. Ils peuvent être considérés comme
des structures biomécaniques en interaction mutuelle soumises à des forces de pression
dans un espace (cavité pelvienne) contraint par des ligaments, des os (bassin, pubis), des
muscles (plancher pelvien) et des tissus mous (fascia pelvien). L’objectif principal de ce
travail concerne ainsi la modélisation numérique par éléments finis du mouvement et de la
déformation de modèles des organes pelviens en utilisant l’IRM dynamique comme la vé-
rité terrain pour leur évaluation. Nous proposons un algorithme qui combine la méthode du
bipotentiel, la modélisation de corps hyperélastique quasi incompressible et une résolution
quasi-statique non-linéaire.

Projet MoDyPe

Cette thèse de recherche s’inscrit dans un projet pluridisciplinaire MoDyPe (sous la réfé-
rence ANR-09-SYSC-008), qui est initié en janvier 2010, suite aux travaux de [BPMD07] et
[PBR+09], dont les participants sont :

– Trois centres hospitalo-universitaires :

Le service de chirurgie digestive du CHU La Timone de Marseille à l’origine du projet

Le service de gynécologie du CHU de Nîmes

Le service d’urologie de l’hôpital Sainte Marguerite de Marseille

– Deux laboratoires scientifiques :

Le laboratoire des Sciences de l’Information et des Systèmes, LSIS ∗ (Caractérisation

∗. http ://www.lsis.org/
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Recalage & Évaluation)

Le laboratoire de Mécanique et d’Energétique de l’université d’Evry, LMEE † (Modé-
lisation Physique & Simulation)

Ce projet a pour objectif d’apporter une aide à la décision pré-opératoire en évaluant le
geste chirurgical appliqué sur la patiente. Dans un premier temps, il ne s’agit pas de pro-
duire un système temps-réel, mais de permettre au chirurgien de simuler les modifications
envisagées sur un modèle spécifique de la patiente.

Alors que les centres hospitaliers ont pour rôle de fournir l’expertise nécessaire à la
mise en œuvre d’un projet portant essentiellement sur l’amélioration de la thérapeutique,
les équipes scientifiques ont pour rôle principal de lever les verrous scientifiques et technolo-
giques majeurs dans leurs domaines respectifs, que sont d’une part la modélisation physique
et la simulation, et d’autre part l’imagerie médicale et la modélisation géométrique.

Schéma général de fonctionnement

Le découpage en tâches à réaliser est guidé par les étapes classiques d’un tel projet
(acquisition-segmentation-modélisation-évaluation) [BCR+11]. Chacun des sous-projets me-
nés en parallèle propose comme résultat intermédiaire un prototype logiciel de recherche qui
répond à un besoin identifié du monde médical. La figure 1 présente l’architecture globale
du projet en mettant en évidence les partenaires prépondérant pour les actions considérées.

L’acquisition des images nécessaires au développement du simulateur s’intègre dans le
bilan radiologique des malades ayant un trouble de la statique pelvienne. Elle est réalisée
au cours d’une IRM pelvienne comprenant une séquence dynamique sagittale complétée par
une acquisition volumique. L’exploitation de ces 2 examens constitue l’objet de la tâche 1
(clinique). Les segmentations produites seront à la base d’un modèle géométrique initial des
organes concernés, produit au cours de la tâche 2 (image). Ce modèle est construit en te-
nant compte des contraintes de calculabilité d’un modèle physique volumique permettant
la reproduction du mouvement observé en IRM dynamique. La mise en œuvre du modèle
physique et la production du contexte de simulation sont traitées dans la tâche 3 (physique).
L’évaluation des simulations produites et l’objectivation des paramètres de corrections éven-
tuels seront déterminées par comparaison avec les données issues de la vérité terrain fournie
par l’IRM dynamique. Ainsi, la tâche 4 consiste à recaler modèle complet (géométrique et

†. http ://lmee.univ-evry.fr/
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physique) avec l’IRM dynamique et à caractériser les séquences produites par les 2 modalités
(IRM et simulation).

FIGURE 1 – Architecture de projet

Contributions

Le premier chapitre de ce travail est consacré au contexte médical, qui présente en premier
lieu l’environnement anatomique de la région pelvienne. Les quatre organes principaux : la
vessie, le rectum, l’utérus et le vagin sont présentés, ainsi que certains types du prolapsus
des organes pelviens et leur traitement. Pour mieux définir les conditions limites et obtenir
un résultat plus réel, une compréhension de la nature de soutien aponévrotique et musculaire
pour les organes pelviens normaux est proposé s’appuyant sur la littérature médicale.

Dans le deuxième chapitre, nous abordons le comportement mécanique des tissus mous
biologiques. Dans un premier temps, nous présentons la méthode de la mécanique des mi-
lieux continus non linéaire. Dans un second temps, nous présentons les modèles hyperélas-
tiques isotropes et anisotropes permettant de caractériser le comportement des tissus mous
biologiques. Ensuite, nous proposons l’utilisation de la loi constitutive Gent pour modéliser
la partie isotrope constituée de la matrice non collagénique du tissu. Cette loi générale a en
effet la capacité de reproduire le modèle Néo-Hookéen, et de se combiner avec la loi constitu-
tive Holzapfel-Gasser-Ogden pour représenter la partie anisotrope hyperélastique des fibres
de collagène présents dans le tissu biologique. Nous terminons ce chapitre en définissant le
principe d’identification de courbe de comportement à partir d’essais mécaniques.

Dans la troisième partie, nous nous intéressons à la reconstruction bidimensionnelle et
tridimensionnelle des organes pelviens. Nous commençons par présenter la segmentation
des organes pelviens par une méthode semi-automatique mise en œuvre par le LSIS dans
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le cadre du projet. Cet segmentation permet d’obtenir un nuage de points. Nous montrons
comment un maillage tétrahédrique réalisé de manière automatique à partir de ce nuage de
points induit une hétérogénéité au niveau de la taille des éléments qui ne peut être satisfaisant
du point de vue du calcul numérique. La seconde partie de ce chapitre est dédiée à la créa-
tion d’un maillage bimensionnel quadrangulaire et d’un maillage volumique tétraédrique de
manière semi-automatique en utilisant un logiciel CAO. Nous présenterons ainsi brièvement
une procédure que nous avons mis au point pour la modélisation géométrique des organes à
partir d’un nuage de points.

Le dernier chapitre est consacré aux simulations numériques des organes pelviens, sur
la base des lois de comportement identifiées précédemment. D’abord, nous présentons nos
algorithmes sur la résolution de problèmes hyperélastiques avec contact. Pour finir, nous pré-
sentons des résultats de simulations de différents modèles 2D et 3D.
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Chapitre 1

Contexte médical

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour but de présenter la structure de la cavité pelvienne, c’est à
dire la localisation des principaux organes ciblés dans ce travail (vessie, utérus, vagin et rec-
tum) et la nature des liaisons biomécaniques. La compréhension des concepts anatomiques
et médicaux est un préalable nécessaire en vue de la mise en œuvre de simulations numé-
riques cohérentes avec la réalité. Nous commençons par une brève description des différents
prolapsus des organes pelviens et des traitements thérapeutiques associés puis poursuivons
une présentation de la cavité pelvienne et de la mobilité des organes dans cet environnement
anatomique.

1.2 Région pelvienne chez la femme

La région pelvienne chez la femme (Fig. 1.1) est une zone anatomiquement complexe.
Elle comprend un ensemble d’éléments viscéraux, vasculaires, nerveux, musculaires et apo-
névrotiques contenus dans une loge osseuse, le bassin. Elle est composée de quatre organes
principaux formés de tissus mous : la vessie (en avant), le rectum (en arrière) et l’utérus non
gravide en continuité avec le vagin (au milieu).

Dans la partie antérieure du pelvis se situe la vessie, réservoir qui conserve l’urine avant
son évacuation par l’urètre. L’urètre traverse le plancher pelvien pour atteindre le périnée, où
il s’ouvre à l’extérieur.

Dans sa partie postérieure, on y trouve le rectum, un tube d’environ 15 cm chez l’adulte.
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En prolongement du côlon sigmoïde et adossé au coccyx, le rectum se termine dans le canal
anal qui traverse ensuite le plancher pelvien pour s’ouvrir à l’extérieur au niveau du périnée.

FIGURE 1.1 – Anatomie de la région pelvienne chez la femme

L’utérus non gravide humain est un organe creux, à parois épaisses, situé profondément
dans la cavité pelvienne. D’après [MN11] l’utérus mesure en moyenne 7.5 cm de longueur, 5
cm de largeur à sa partie supérieure, et entre 2.5 cm et 4 cm d’épaisseur. Le vagin, situé entre
le rectum et la vessie, traverse le plancher pelvien et est inséré dans l’utérus à l’intérieur de
la cavité pelvienne.

1.3 Le prolapsus des organes pelviens et ses traitements

1.3.1 Le prolapsus des organes pelviens

Le terme prolapsus des organes pelviens se réfère à l’affaiblissement structural du soutien
des principaux organes contenus dans le bassin osseux conduisant à une descente d’un ou
plusieurs de ces organes dans le vagin. Selon certaines estimations, environ la moitié des
femmes multipares expérimentent un certain degré de prolapsus et 10 à 20% d’entre elles
nécessitent des soins médicaux [TS02]. Les symptômes associés à un prolapsus des organes
pelviens sont une augmentation anormale de la pression pelvienne, des douleurs au bas du
dos, des excoriations vulvo-vaginales, des dysfonctionnements intestinaux et des difficultés
sexuelles [HSC04]. L’US National Center for Health Statistics rapporte en 2007 que le pro-
lapsus est un diagnostic menant à plus de 517000 hystérectomie (ablation chirurgicale de
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l’utérus) par an aux États-Unis [HDW+10].

Le prolapsus des organes pelviens subvient fréquemment à la suite : 1) d’un accouche-
ment. Normalement, les organes pelviens sont maintenus en place par les muscles et les
tissus dans le bas du ventre. Lors de l’accouchement ces muscles peuvent être affaiblis ou
étirés. Si ils ne se rétablissent pas, ils ne peuvent alors plus soutenir correctement les organes
pelviens ; 2) d’une intervention chirurgicale, comme l’ablation de l’utérus (hystérectomie),
qui peut altérer d’autres organes de la cavité pelvienne ; 3) d’une prise de poids excessive
(obésité), d’une constipation fréquente, d’une toux de longue durée, de tumeurs au niveau
des principaux organes, autant de facteurs pouvant conduire à une augmentation patholo-
gique de la pression interne de la cavité pelvienne. En effet Bonney [Bon34] a suggéré que
le phénomène du prolapsus est similaire à la manœuvre d’une infirmière pour retourner le
doigt d’un gant chirurgical tourné vers l’intérieur. La compression de l’air à l’intérieur du
gant pousse le doigt invaginé vers l’extérieur de la même manière que les augmentations de
pression abdominale poussent le vagin et l’utérus à descendre.

Plusieurs organes pelviens peuvent descendre en même temps. De cette relaxation résulte
une variété de syndromes comme :

– La cystocèle. Il se produit lorsque les tissus et les muscles qui maintiennent la vessie en
place sont étirés ou affaiblis. Le déplacement induit de la vessie par rapport à sa position
naturelle entraîne une pression contre la paroi du vagin formant ainsi un renflement.
(Fig. 1.2b)

– Le prolapsus utérin. Un basculement antéro-postérieur de l’utérus entraîne un affaisse-
ment du col de l’utérus et un gonflement des tissus vers le bas du vagin. (Fig. 1.2c)

– La rectocèle. Un déplacement du rectum par rapport à sa position naturelle peut entraî-
ner une pression excessive sur la paroi postérieure du vagin et un affaiblissement des
tissus qui séparent les deux organes. Un renflement du rectum vers le fond du vagin est
caractéristique de ce type prolapsus. (Fig. 1.2d)
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FIGURE 1.2 – L’anatomie pelvienne normale chez la femme et trois types de prolapsus

En 1996, un comité multidisciplinaire a été mis en place pour établir un système stan-
dardisé d’évaluation et de description des prolapsus des organes pelviens [BMB+96]. Le
système résultant a été désigné "Examen Quantitative de Prolapsus des Organes Pelviens".
Ce système utilise neuf repères anatomiques qui sont mesurés alors que le patient se situe
dans une position semi-debout et effectue une forte expiration bloquée (valsalva maximale)
(Figure 1.3). Ce système décrit le prolapsus observé de manière quantitatif par un stade de
progression pouvant varier de 0 à 4 (Table 1.1). Six points sont référencés par rapport au plan
de l’hymen, deux sur la paroi antérieure du vagin, deux dans le vagin supérieur, et deux sur
la paroi vaginale postérieure (Figure 1.3).
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FIGURE 1.3 – Points de référence pour l’évaluation quantitative du prolapsus d’organes pel-
viens mesuré au cours d’un valsalva maximum ([BMB+96])

Point Aa : Désigne la position proximale de la paroi du vagin antérieure située à 3 cm du
méat urétral externe ;

Point Ba : Désigne la position distale de la paroi antérieure du vagin ;

Point C : Désigne le bord le plus distal du col de l’utérus ou de la collerette vaginale (si
le col de l’utérus est absent) ;

Point D : Désigne la position de la partie postérieure du fornix ;

Point Ap : Désigne la position proximale de la paroi vaginale postérieure située à 3 cm de
l’hymen postérieur ;

Point Bp : Désigne la position distale de la paroi vaginale postérieure distale ;

gh : Hiatus génitales ;

pb : Corps périnéal ;

tvl : La longueur totale du vagin (au repos).
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TABLE 1.1 – Les stades d’évaluation de Prolapsus des Organes Pelviens. Adapté du rapport
trimestriel de la société américaine urogynécologique.1998 ;17(2).
Stade 0 Aucun
Stade 1 Tous les points de référence sont à une distance inférieure de 1 cm au dessus du

niveau de l’hymen
Stade 2 Le point de prolapsus maximal est à une distance inférieure de 1 cm de l’hymen

(au-dessus ou au-dessous de l’hymen)
Stade 3 Le point de prolapsus maximal est à une distance supérieure de 1 cm en-dessous

de l’hymen, mais moins de 2 cm de la longueur totale du vagin se trouve en
dessous de l’hymen

Stade 4 Protrusion complète (2 cm au-delà de l’hymen ; évasion complète du vagin et du
col de l’utérus, s’il est présent)

1.3.2 Les traitements

Des études ont montré que le risque tout au long de la vie de subir au moins une chirurgie
pour traiter une dysfonction du plancher pelvien (prolapsus ou d’incontinence urinaire) est
de 11% [OSB+97]. Certaines femmes traitent leurs symptômes de façon non invasive par
l’utilisation de pessaires, de traitements médicamenteux, de séances de physiothérapie ou
de thérapies comportementales [HCN+02]. Les cas plus graves (incontinences et ptôses) re-
quièrent une correction chirurgicale. L’opération consiste alors à remonter l’organe prolabé
dans une position idéale pour ensuite le fixer par une consolidation avec du matériel local ou
du tissu autologue, hétérologue, ou synthétique. Cependant, des troubles du plancher pelvien
subsistent chez un tiers des femmes ayant subi cette intervention [OSB+97]. Des exercices
réguliers de renforcement des muscles pelviens constituent un traitement pouvant limiter la
progression d’un prolapsus mineur et soulager des symptômes bénins [DB95]. Les pessaires
sont utilisés depuis longtemps pour traiter un prolapsus génital et peuvent être constituer une
solution appropriée, temporaire ou permanente, pour le patient [Luf06]. La plupart des pes-
saires sont faits de silicone, une substance inerte qui n’absorbe pas les odeurs. Il en existe
de formes et de tailles différentes afin de répondre à des caractéristiques anatomiques et des
besoins individuels particuliers (Figure 1.4). Jusqu’à présent, les appareils les plus courants
sont les pessaires en forme d’anneau, mais les formes variées de vagin peuvent nécessiter
l’utilisation d’autres types de pessaires. Plus de 40 opérations distinctes ont ainsi été décrites
pour le traitement du segment apical du prolapsus vaginal [Rid76]. Dans une revue de la ré-
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paration du prolapsus de la voûte vaginale, Sze et Karram [SK97] ont décrit cinq opérations
vaginales utilisées pour suspendre la voûte du prolapsus vaginal : (1) suspension du ligament
sacro-épineux, (2) fixation iliococcygien, (3) fixation fascia endopelvien vaginale, (4) col-
popexie plateau postérieur, et (5) culdoplasty McCall haute. Parmi celles-ci, la suspension
du ligament sacro-épineux est l’opération la plus étudiée et semble la plus souvent pratiquée
[SK97].

FIGURE 1.4 – Pessaires

1.4 Analyse anatomique de la mobilité des organes

Afin d’estimer la mobilité des organes pelviens d’origine mécanique, il est important
d’avoir une description macroscopique du vrai pelvis appelé également cavité pelvienne.
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FIGURE 1.5 – Localisation de la zone de séparation entre cavité pelvienne et cavité abdomi-
nale ([DVM10])

FIGURE 1.6 – Plancher pelvien ([DVM10])

Le pelvis est de forme cylindrique constitué latéralement d’une paroi, d’une ouverture
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circulaire inférieure, et d’une ouverture supérieure définissant la zone de séparation avec la
cavité abdominale. L’ouverture supérieure est définie à partir de la ligne terminale au niveau
du pubis (Voir Figure 1.5). Elle est béante c’est à dire qu’elle ne constitue pas un obstacle
aux organes pelviens, de sorte que la vessie, lorsqu’elle est pleine, peut déborder sur la cavité
abdominale.

Le plancher pelvien est au fond de la cavité pelvienne et agit comme une couche de sou-
tien des organes pelviens [DeL93, MBB+05]. Il est quasiment exclusivement musculaire,
peu déformable, et a pour fonction supplémentaire de constituer des zones d’adhérence mul-
tiples pour le fascia et les ligaments. Il participe également à la fonction sphinctérienne (Fig.
1.6).

La paroi de la cavité pelvienne est constituée d’os (sacrum, coccyx, os coxaux en dessous
de la ligne moyenne), de deux ligaments (sacrotubéral et sacroépineux) et de deux muscles
(piriforme et obturateur interne). Les deux ligaments ont pour principale fonction de stabili-
ser le sacrum en l’empêchant de se déplacer vers le haut et les deux muscles relient le pubis
au fémur afin d’assurer de mouvement de rotation de la hanche (Fig. 1.7).

L’interaction entre les muscles du plancher pelvien et les ligaments de soutien est crucial
pour le maintien des organes pelviens. Tant que les muscles élévateurs de l’anus fonctionnent
normalement, le plancher pelvien est fermé et les ligaments ainsi que le fascia sont au repos
(Fig. 1.8). Le fascia stabilise alors naturellement les organes dans leur position au-dessus des
muscles élévateurs de l’anus. Lorsque les muscles du plancher pelvien se relâchent ou sont
endommagés, les organes s’affaissent. Dans cette configuration, ils sont maintenus en place
par les ligaments (Fig. 1.8). D’après DeLancey ([DeL93]), cette situation est comparable à
un navire flottant sur l’eau dans son poste à quai, attaché par des cordes de chaque côté à un
dock. Le navire correspond ici à l’utérus ; les cordes correspondent aux ligaments ; et l’eau
correspond à la couche de soutien formé par les muscles du plancher pelvien. Les cordes
fonctionnent pour maintenir le navire (l’utérus) dans le centre de son poste à quai en reposant
sur l’eau (muscles du plancher pelvien). Si le niveau d’eau venait à tomber assez bas, cela
pourrait entrainer la rupture des cordes. L’utérus et le vagin sont stabilisés en position par
le fascia et les ligaments mais si la musculature du plancher pelvien se trouve affaiblie alors
elle ne soutient plus les organes en place et le tissu conjonctif (fascia et ligament) se trouve
endommagé en raison d’une surcharge significative.
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FIGURE 1.7 – Localisation des ligaments sacroépineux et sacrotubéral sur la paroi latérale et
postérieure de la cavité pelvienne ([DVM10])

FIGURE 1.8 – les muscles élévateurs fonctionnels (gauche), non fonctionnels (droite)
([DeL93])

D’après [MMB+] le système osseux pelvien et rachidien joue un rôle capital pour l’orien-
tation des forces régnant dans la cavité abdomino-pelvien. Dans un fonctionnement physio-
logique normal, les forces générées par le diaphragme et la musculature abdominale exercent
leur influence sur le promontoire et le pubis. Par contre dans des conditions pathologiques,
ces forces voient leurs résultantes s’appliquer sur le plancher pelvien, contribuant ainsi à
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le fragiliser. Il convient alors de considérer que le plancher pelvien, au moins dans sa par-
tie antérieure, puisse être moins rigide que la paroi pelvienne et que cette faiblesse soit en
corrélation avec l’orientation des efforts.

D’après la figure 1.1, il apparaît que le rectum est solidement clampé sur le plancher
pelvien et débouche via le canal anal sur l’anus, lui-même parfaitement clampé sur la partie
postérieure du périnée. Les ligaments latéraux du rectum s’étendent de la paroi pelvienne
latérale au rectum (au niveau de la troisième vertèbre du sacrum) [AMHD01]. Par contre la
vessie et l’utérus semblent libres, uniquement reliés au périnée antérieur respectivement par
l’urètre et le vagin. On observe que l’utérus s’appui en grande partie sur la vessie (Fig. 1.9)
et que sa position réelle chez l’adulte dépend principalement de l’état des organes voisins :
la vessie et le rectum [MN11].

La vessie est attachée au fascia et au plancher pelvien dans sa partie inférieure sur une
base triangulaire dont les sommets sont les points de connexion de l’urètre et des 2 uretères
venant des reins (voir Fig. 1.10). Dans cette partie, à proximité du plancher pelvien, le fascia
est fibreux, tendu, fortement accroché à la paroi du pelvis et au pubis. La vessie possède
également au droit de la symphyse pubienne un apex relié à l’ouraque jusqu’à l’ombilic. Ce
n’est pas un point fixe comme on peut le constater sur la Figure 1.10, mais il peut constituer
un point d’accrochage qui stabilise la vessie.

FIGURE 1.9 – Fixations des ouvertures du vagin et de l’urètre dans le périnée ([DVM10])
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FIGURE 1.10 – Points d’ancrage de la vessie ([DVM10])

L’utérus est stabilisé par l’existence de ligaments transverses, antérieurs (pubocervical) et
postérieurs (utéro-sacral), formés par le fascia pelvien et qui sont reliés aux bords du pelvis.
Ces ligaments agiraient surtout au niveau du col de l’utérus laissant une certaine mobilité en
rotation du corps de l’utérus nécessaire pour s’adapter à la réplétion de la vessie et du rectum.
Il semble que le fascia stabilise la vessie et l’utérus en les solidarisant, au niveau du plancher
antérieur comme nous l’avons vu précédemment, mais aussi au niveau des ligaments pubo-
cervicaux qui entourent la vessie. Par contre le rectum semble dissocié du comportement
urogénital, et est lié essentiellement au plancher pelvien postérieur et au sacrum. Toutefois,
il est à signaler l’existence d’un tissu de séparation entre la paroi postérieure du vagin et la
paroi antérieure du rectum, le septum recto vaginal, et qu’un affaiblissement de ce tissu serait
mis en jeu dans le prolapsus vaginal ou rectal [DeL93].

Le paracolpium est un tissu conjonctif qui entoure le vagin rattachant les deux tiers supé-
rieurs du vagin. Il se compose de deux parties : La partie supérieure (niveau I) est constituée
d’une feuille relativement longue de tissu qui suspend le vagin en l’attachant aux parois
pelviennes ; Dans la partie médiane du vagin (niveau II), le paracolpium rattache le vagin
latéralement plus directement sur les parois pelviennes et sur le fascia supérieur des muscles
élévateurs de l’anus. Dans le dernier tiers du vagin (niveau III), la paroi vaginale est liée
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directement aux structures voisines sans l’intermédiaire du paracolpium .

La paroi vaginale antérieure supporte l’urètre par son attachement latéral aux muscles
releveurs (pubo-coccygeus) et au fascia endopelvien à partir de l’arc tendineux du fascia
pelvien. Cet arc est attaché à l’os pubien ventralement et à l’épine sciatique dorsalement
(Fig. 1.11). C’est une structure située bilatéralement de chaque côté de l’urètre et du vagin.
Elle agit comme un câble en forme de chaînette d’un pont suspendu et fournit le soutien
nécessaire pour suspendre l’urètre reposant sur la paroi vaginale antérieure.

Les muscles releveurs de l’anus se composent de trois parties : le pubococcygeus, le pu-
borectalis, et le muscle iliococcygien. Le muscle pubococcygeus et le puborectalis forment
un U. Ils partent de l’os pubien de chaque côté de la ligne médiane et passent derrière le rec-
tum pour former une élingue. Le muscle iliococcygien s’élève latéralement à partir de l’arc
tendineux et forme un feuillet horizontal qui s’étend autour de l’ouverture dans la région
postérieure du pelvis, fournissant ainsi un ’plateau’ sur lequel reposent les organes pelviens
(Fig. 1.11).

FIGURE 1.11 – Vue latérale présentant les composants du système de soutien ([AMHD01])

De l’analyse anatomique faite ci-dessus, nous pouvons en déduire des considérations bio-
mécaniques sur la mobilité des organes :

– les orifices de sortie de l’urètre et du vagin dans le périnée constituent des points qua-
siment fixes par rapport au pubis (sauf dysfonctionnement grave du périnée).

– Le plancher est fixe et rigide, un relâchement se situerait plus au niveau des sphincters
et des muscles de la continence (muscles des sangles pubo-rectale et pubo-vesicale).
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– La paroi musculo-squelettique du pelvis peut être considérée comme fixe et rigide au
regard de l’élasticité des organes pelviens.

– Le rectum est fixé au plancher pelvien. La partie dorsale du rectum ne bouge pas, elle
s’appui sur l’arrière du plancher pelvien.

– La vessie est accrochée sur une partie du fascia tendu suivant un plan d’inclinaison
correspondant aux points de connexion des 2 uretères et de l’urètre et agissant comme
un hamac. L’inclinaison de ce support et à priori celle du deuxième segment du vagin.
Il faut envisager un affaiblissement de cette partie du fascia plus ou moins importante
suivant la pathologie du patient. L’urètre, organe très court est parfaitement maintenu
au périnée. La vessie est retenue au niveau de son apex très faiblement dans la direction
de l’ombilic. Elle est également entourée par des ligaments latéraux appartenant au
fascia, qui partent du pubis pour rejoindre le col de l’utérus.

– L’utérus est mobile en rotation, soutenu au niveau du col par un ensemble de ligaments
issus du fascia. Le vagin est maintenu en inclinaison dans ses parties médiane et su-
périeure, comme suspendu par le fascia ligamentaire de manière plus ou moins rigide
aussi bien sur sa paroi antérieure que sa paroi postérieure. L’urètre semble sur cette
partie supportée par le vagin. Le vagin est maintenu séparé du rectum par le septum, un
cloisonnement dont l’affaiblissement est à considérer.

1.5 Conclusions

Tout au long de ce premier chapitre, nous avons présenté la structure et la fonction de la
région pelvienne, en particulier les quatre organes principaux : la vessie, le rectum, l’uté-
rus et le vagin, ainsi que certains types de prolapsus des organes pelviens et leur traitement.
Nous avons fait une description anatomique de la cavité pelvienne dans l’état des connais-
sances actuelles, et certaines considérations biomécaniques sur la mobilité des organes ont
été analysées.

Comme nous l’avons dit en introduction, la modélisation de la cavité pelvienne est loin
d’être un problème classique de mécanique. La grande partie des difficultés vient des in-
connues au niveau des conditions limites mais aussi au niveau d’un manque d’identification
anatomique à partir des IRM sur les points d’ancrage des organes sur les bords de la ca-
vité. L’introduction de ligaments mettant en jeu l’interaction des organes avec le fascia est
nécessaire si l’on veut recréer des troubles de la statique pelvienne. Le soutien normal des
organes pelviens dépend d’une combinaison de soutiens aponévrotiques et musculaires. La
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compréhension de la nature de ce soutien permet de mieux définir les conditions limites pour
tendre vers des simulations réalistes.
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Chapitre 2

Comportement mécanique des tissus
mous biologiques

2.1 Introduction

Le comportement biomécanique des tissus mous est modélisé en grande déformation de
manière quasi-incompressible (faible variation de volume) et, en raison de l’existence de
fibres intégrées de renforcement, par une relation anisotrope fortement non linéaire entre
les contraintes (densité de forces internes) et les déformations internes. Un cadre approprié
pour la modélisation d’un tel comportement en mécanique des milieux continus est basé sur
la théorie des invariants qui permet de s’affranchir de la structure des matériaux (approche
phénoménologique). Une représentation de l’élasticité finie anisotrope basée sur les éléments
de la théorie des invariants est présentée dans Ericksen & Rivlin [ER57]. Spencer (1954
[Spe54]) a été un des premiers à utiliser le cadre de la mécanique des milieux continus pour
déterminer les contraintes et les déformations dans des tissus mous comme des ligaments, des
tendons ou des parois artérielles. Il a établi des nouvelles lois de comportement de matériaux
à partir de l’expression de la fonction de densité d’énergie de déformation. Pour cela, il a
considéré celle-ci comme une fonction d’invariants cinématiques déterminées à partir de la
fonction de transformation entre l’état initial (non déformé) et l’état final (état déformé).
Cette approche a été ensuite mise en œuvre numériquement par la méthode des éléments
finis pour la modélisation de tissus mous avec collagène (voir [PdPC+07, WMG96] pour les
ligaments et [HGO00] pour les parois artérielles).

Cependant une grande partie des tissus biologiques a un comportement anisotrope c’est à
dire que les propriétés mécaniques de ces matériaux ne sont pas les mêmes dans toutes les
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directions [Hol06]. La plupart des densités d’énergie associées à des tissus mous utilisent par
conséquent des modèles isotropes transverses ou orthotropes sous la forme d’une fonction
puissance ou sous forme exponentielle. Il est usuel de considérer que l’anisotropie est due à
la présence de fibres de collagènes [GOH06] et de considérer que la matrice du tissu biolo-
gique a un comportement isotrope. On dispose aujourd’hui de plusieurs modèles d’énergie de
déformation dans la littérature (Fung et al., 1979 [FFP79] ; Holzapfel et al., 2000 [HGO00] ;
Schröder et al., 2005 [SNB05]). Rubod et al. [RBB+06] ont établi un protocole expérimental
pour caractériser les propriétés biomécaniques des tissus vaginaux. Les propriétés d’aniso-
tropie mécanique ont ainsi été mises en évidence. Des tests de traction uniaxiale, à vitesse de
déformation constante, ont été réalisés pour les ligaments utérosacrés, ronds et larges dans
le travail de Rivaux et al. [RRD+11], démontrant un comportement hyperélastique. Harb a
proposé une approche GAO (Genetic algorithm & Analytical Optimization) pour identifier
les paramètres des modèles biomécaniques [Har13]. Peña et al. [PCM+10, PMM+11] ont
récemment étendu les modèles précédents pour y inclure des propriétés viscoélastiques et le
comportement de ramollissement.

La connaissance du comportement mécanique des tissus mous de la région pelvienne,
qui sont des milieux hétérogènes, non-linéaires, anisotropes et quasi-incompressibles (leur
teneur en eau représente environ 80% du poids), nécessite la mise en œuvre d’un modèle
biomécanique, par le biais des lois de comportement. L’objectif de ce chapitre est de passer
en revue les principales lois constitutives de la littérature pour modéliser les tissus mous
biologiques.

2.2 Mécanique des milieux continus non linéaire

Deux sources de non-linéarité existent dans l’analyse des solides continus, à savoir, la
non-linéarité matérielle et la non-linéarité géométrique. La première se produit lorsque le
comportement contrainte-déformation donné par la relation constitutive (ou loi de compor-
tement) est non linéaire, tandis que la seconde se produit lorsque des changements dans la
géométrie, même de faibles importances, sont à considérer car ils induisent un effet significa-
tif sur le comportement du solide. La Mécanique des Milieux continus qu’elle soit linéaire ou
non linéaire, traite dans les deux cas des mêmes sujets tels que la cinématique, la contrainte
à l’équilibre, et le comportement constitutif. Mais dans le cas linéaire, on admet l’hypothèse
que les déformations sont suffisamment faibles pour qu’elles n’induisent pas d’effets sur la
configuration géométrique et donc sur les équations d’équilibre du solide, contrairement au
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cas non linéaire où l’amplitude des déformations n’est pas limitée ce qui nécessite d’établir
les équations d’équilibre en tenant compte du changement de configuration géométrique.

Dans ce travail, la mécanique des milieux continus est appliquée pour décrire les défor-
mations et les états de contrainte internes de la matière considérée d’une manière phénomé-
nologique. Bien entendu, cette approche n’est pas une description exacte de la matière elle-
même, mais elle permet de rendre compte de manière suffisamment précise les phénomènes
à l’échelle macroscopique. C’est cette approche qui est utilisée avec succès en ingénierie
mécanique.

2.2.1 Cinématique

Un corps physique peut être interprété comme une accumulation de points matériels, dont
l’emplacement peut être décrit par des vecteurs de position. Considérons l’étude du compor-
tement d’un solide B (Fig. 2.1). Dans la configuration initiale, le solide B occupe un domaine
ouvert, simplement connexe et borné Ω0 ⊂ R3. L’ensemble fermé Ω0 ⊂ R3 est défini par :

Ω0 = Ω0 ∪ ∂Ω0 (2.1)

où ∂Ω0 est le contour de Ω0. Une particule matérielle M de B est identifiée par son vecteur
de position de référence X ∈ Ω0.

Dans le cadre de la dynamique, nous cherchons à prédire le comportement du solide B sur
un intervalle de temps I = [ t0, t1 ]. Pour tout instant t ∈ I, nous définissons une application
φt telle que le nouveau domaine qu’occupe le solide B, noté Ωt, soit l’ensemble des points
matériels m définis par :

m = φt(M) ∀M ∈ Ω0 (2.2)

Dans la formulation lagrangienne totale, nous exprimons la position courante d’une parti-
cule en fonction de sa position initiale et du temps. Il est important de noter que M et m font
ici respectivement référence à une même particule du solide B dans la configuration initiale
(ou matérielle) et dans la configuration courante (ou spatiale).
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FIGURE 2.1 – Définition cinématique du problème

La position d’une particule du solide dans la configuration courante Ω(t) est définie par
son vecteur de position courant x = x(X, t). Le déplacement d’un point matériel correspond
à la différence entre sa position courante et initiale.

u(X, t) = x(X, t)−X (2.3)

Considérons maintenant une seconde particule M ′ du solide B, infiniment proche de M

et telle que X′ = X+ dX. Il est possible d’estimer la position courante de cette dernière en
fonction de celle de M en écrivant :

x′ = φφφ(X′) = φφφ(X+ dX) = φφφ(X) +
∂φφφ(X)

∂X
dX. (2.4)

Sur la figure 2.1, nous avons également :

x′ = x+ dx (2.5)

Pour décrire localement le processus de déformation, un tenseur F est introduit qui relie
les vecteurs tangents de la configuration initiale et courant l’un à l’autre. On établit ainsi un
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mapping faisant correspondre un élément de ligne matériel lié à la configuration initiale dX

en Ω0, à un élément de ligne spatial dx associé à la configuration courante Ωt. En reportant
(2.5) dans (2.4), nous avons :

dx = F(X) · dX (2.6)

Par la structure de cette équation, il est clair que F représente un gradient que l’on désigne
comme étant le tenseur gradient de déformations. Il est défini par :

F(X) =
∂φφφ(X)

∂X
=

∂x

∂X
= Id+∇u(X) (2.7)

où Id est le tenseur identité. Le tenseur gradient des déplacements, noté ∇u(X), se calcule
par :

∇u(X) =


∂u1(X)

∂X1

∂u1(X)

∂X2

∂u1(X)

∂X3
∂u2(X)

∂X1

∂u2(X)

∂X2

∂u2(X)

∂X3
∂u3(X)

∂X1

∂u3(X)

∂X2

∂u3(X)

∂X3

 (2.8)

Afin de s’assurer que le mapping de transformation linéaire est bijectif, F n’est pas auto-
risé à être singulier, ainsi, l’existence de l’inverse du gradient de déformation est garantie.

F−1(X) = grad[X] =
∂X

∂x
(2.9)

Une condition suffisante pour satisfaire cette condition d’inversibilité locale, c’est que le
déterminant de F ne doit pas être nul. En cohérence avec la continuité de φt, nous postulons :

J = detF > 0 (2.10)

Du point de vue physique cela est raisonnable, car un déterminant négatif signifierait que
le corps pourrait s’interpénétrer.

Le tenseur gradient des déformations F n’est pas utilisé sous cette forme pour exprimer
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les déformations subies par un domaine. En effet, il ne constitue pas une grandeur objective
puisqu’il est affecté par les rotations de corps rigide. Pour s’assurer la construction d’un
tenseur de déformation objectif, on effectue une décomposition polaire de F qui permet de
séparer la partie déformation pure de la partie rotation de corps rigide. Nous obtenons alors :

F = VR = RU (2.11)

où :

– V est le tenseur Eulérien de déformation pure gauche,
– U est le tenseur Lagrangien de déformation pure droit,
– R est le tenseur des rotations de corps rigide par rapport aux axes de V et U.

Il est possible alors de construire un tenseur de déformation objectif, le tenseur des défor-
mations de Cauchy-Green droit donné par :

C = FT · F (2.12)

Ce tenseur permet d’exprimer le carré de l’élément de ligne dx en fonction du carré
de l’élément de ligne du matériau dX : dx · dx = dX ·CdX. Le tenseur C est également
symétrique et défini positif. On remarque qu’ il est égal au tenseur identité à l’état initial pour
lequel les déformations sont, par définition, nulles. Nous utiliserons donc plus volontiers le
tenseur des déformations de Green-Lagrange E qui rapporte une déformation nulle à l’état
initial :

E(X) =
1

2
(C(X)− Id) (2.13)

En utilisant les définitions de C et de F, le tenseur E peut s’écrire, après développement,
sous la forme :

E(X) =
1

2

(
∇u(X) +∇Tu(X) +∇Tu(X) · ∇u(X)

)
(2.14)

Cette écriture met en évidence une partie linéaire et une partie non-linéaire. Sous l’hypo-
thèse des petites perturbations, nous retrouvons bien le tenseur des déformations infinitési-
males εεε. En effet, si les termes de F sont petits devant 1, il est possible de négliger le terme
du second ordre et le tenseur des déformations est alors linéaire en déplacement.
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2.2.2 Mesure des contraintes

Si un corps physique est chargé par des forces extérieures, un état de chargement interne
est généré, décrit généralement par la notion de contrainte interne. Il est facile d’imaginer
que dans une section transversale arbitraire au sein d’un corps continu, la force résultante, ap-
pelée en tant que vecteur contrainte, est fonction de l’orientation de la section transversale.
Cette orientation peut être caractérisée par un vecteur normal perpendiculaire à la section
transversale. Dans la configuration courante on indique le vecteur contrainte par t et le vec-
teur normal par n. Nous écrivons l’expression d’une force qui s’exerce sur un élément de
surface ds de la configuration courante (figure 2.2).

df = t ds = σσσ · n ds (2.15)

où n est la normale à l’élément de surface ds. Le tenseur σσσ est appelé tenseur des contraintes
vraies (ou tenseur de Cauchy) qui représente les contraintes réelles à l’intérieur du corps et
est associé à la configuration courante.

FIGURE 2.2 – Densité de forces internes

Nous écrivons maintenant une seconde formulation des efforts intérieurs en faisant inter-
venir cette fois l’élément de surface dans la configuration initiale. Ainsi, nous définissons
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le tenseur P, appelé premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, qui représente les
contraintes actuelles par rapport à une surface de la configuration initiale :

df = P ·N0 dS (2.16)

La formule de transformation des éléments de surface s’écrit :

n ds = J F−T ·N0 dS (2.17)

Ainsi, en introduisant (2.17) dans (2.15) et (2.16), nous obtenons la relation entre les deux
tenseurs des contraintes σσσ et P :

P = J σσσ · F−T (2.18)

Cependant, de par sa construction, P n’est exprimé ni purement par rapport à la confi-
guration initiale ni purement par rapport à la configuration actualisée. De plus, il n’est pas
symétrique (tout comme F). Nous cherchons donc à transporter df dans la configuration
initiale :

df0 = F−1 · df = J F−1 · σσσ · F−T ·N0 dS = S ·N0 dS (2.19)

où S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Ce nouveau tenseur des
contraintes est symétrique et exclusivement exprimé par rapport à la configuration initiale.
C’est donc ce tenseur qui sera utilisé pour écrire les relations entre le tenseur des contraintes
et le tenseur des déformations :

δS = D : δE (2.20)

où D est le tenseur d’élasticité du matériau considéré traduisant son comportement méca-
nique. Du fait de la symétrie de δS et de δE, ce tenseur ne possède que 21 composantes
indépendantes et, dans une écriture vectorielle de tenseur des contraintes et des déforma-
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tions, peut se mettre sous la forme matricielle :

D=



D1111 D1122 D1133 D1112 D1113 D1123

D1122 D2222 D2233 D2212 D2213 D2223

D1133 D2233 D3333 D3312 D3313 D3323

D1112 D2212 D3312
(D1212 + D1221)

2

(D1213 + D1231)

2

(D1223 + D1232)

2

D1113 D2213 D3313
(D1312 + D1321)

2

(D1313 + D1331)

2

(D1323 + D1332)

2

D1123 D2223 D3323
(D2312 + D2321)

2

(D2313 + D2331)

2

(D2323 + D2332)

2


(2.21)

2.2.3 Équations d’équilibre

Pour tout t ∈ I et pour tout X0 ∈ Ω, la fonction φφφ(X) doit vérifier :

DIVP(X) + b(X) = ρφ̈φφ(X) (2.22)

où DIV est l’opérateur de divergence rapporté à la configuration initiale, b représente les
forces volumiques appliquées à B et ρφ̈φφ est le terme d’inertie.

Afin de ne faire apparaître que des termes de déplacement, nous écrivons :

φ̈φφ(X) =
∂2φφφ(X)

∂t2
=

∂2
(
X+ u(X)

)
∂t2

= ü(X) (2.23)

Ainsi, nous obtenons la nouvelle équation d’équilibre sous forme locale :

DIVP(X) + b(X) = ρ ü(X) (2.24)

Afin de compléter la formulation du problème, nous devons ajouter à l’équation (2.24) les
conditions aux limites sur la frontière ∂Ω0 et les conditions initiales. Pour cela, la frontière de
Ω0 est décomposée en deux parties : Γu sur laquelle les déplacements sont imposés (condi-
tions aux limites de type Dirichlet) et Γσ sur laquelle les actions extérieures sont connues
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(conditions aux limites de type Neumann). Ce découpage vérifie :

Γu ∪ Γσ = ∂Ω,

Γu ∩ Γσ = ∅ (2.25)

Ainsi, les conditions aux limites sont définies par :

P ·N0 = T sur Γσ,

u = u sur Γu (2.26)

Concernant les conditions initiales, elles permettent de définir la position et la vitesse du
solide B à l’instant t = 0 par :

u̇t=0(X) = u̇0(X) dans Ω0,

ut=0(X) = u0(X) dans Ω0 (2.27)

2.2.4 Formulation intégrale forte

Dans la suite, nous allons modifier le système d’équations aux dérivées partielles (2.24)
afin de permettre sa résolution par la méthode des éléments finis. Nous utiliserons pour cela
la méthode des résidus pondérés associée à des fonctions de pondération de type Galerkine.

La premiere étape consiste à multiplier l’équation (2.24) par un champ de fonctions de
pondération. Pour cela, nous choisissons le champ de déplacement virtuel cinématiquement
admissible suivant :

δu(X) = {δu(X) | δu(X) = 0 sur Γu} (2.28)

Après intégration sur l’ensemble du domaine Ω0, nous obtenons la formulation intégrale
forte de l’équation d’équilibre :∫

Ω0

DIVP(X) · δu(X) dΩ +

∫
Ω0

b(X) · δu(X) dΩ =

∫
Ω0

ρü(X) · δu(X) dΩ (2.29)
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2.2.5 Formulation intégrale faible

La seconde étape consiste à effectuer une intégration par parties du premier membre de
l’équation (2.29) puis à utiliser le théorème de la divergence. Ceci permet de faire intervenir
les efforts extérieurs dans la formulation :∫

Γσ

T(X) · δu(X) d∂Ω−
∫
Ω0

P(X) ·GRAD δu(X) dΩ

+

∫
Ω0

b(X) · δu(X) dΩ =

∫
Ω0

ρü(X) · δu(X) dΩ (2.30)

Dans [Wri02], une seconde écriture de l’équation (2.30) est obtenue en faisant intervenir
le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff :∫

Γσ

T(X) · δu(X) d∂Ω−
∫
Ω0

S(X) · δE(X) dΩ

+

∫
Ω0

b(X) · δu(X) dΩ =

∫
Ω0

ρü(X) · δu(X) dΩ (2.31)

2.3 Hyperélasticité

2.3.1 Introduction

Les propriétés mécaniques des élastomères et des caoutchoucs permettent d’atteindre des
déformations de 500 %, voire de 1000 % dans certains cas. Bien entendu, la loi de Hooke
ne permet pas d’aborder un tel comportement et il est nécessaire de développer des lois ma-
tériaux spécifiques. Dans ce paragraphe, nous aborderons le domaine des matériaux hyper-
élastiques. Pour cela, nous développerons en détail l’implantation des lois comme Mooney-
Rivlin, Yeoh et Gent dans un code de calcul par éléments finis.

Pour ce type de matériau, il est possible de définir une densité d’énergie de déformation
W fonction de E. Ainsi, la loi de comportement d’un matériau hyperélastique peut être écrite
sous la forme d’une relation classique contrainte-déformation :

S =
∂W (E)

∂E
(2.32)

Pour des raisons de calcul, il est souvent préférable d’effectuer la dérivation par rapport
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au tenseur de Cauchy-Green droit. Nous obtenons alors :

S = 2
∂W (E)

∂C
(2.33)

En effet, l’hypothèse d’isotropie du matériau permet d’écrire que le potentiel W ne dé-
pend que des trois invariants de C :

W = W (I1, I2, I3) où I1 = tr(C),

I2 =
1

2

(
I 2
1 − tr(C 2)

)
,

I3 = det(C)

(2.34)

Les relations (2.34) conduisent à :

S = 2
(∂W (I1, I2, I3)

∂I1

∂I1
∂C

+
∂W (I1, I2, I3)

∂I2

∂I2
∂C

+
∂W (I1, I2, I3)

∂I3

∂I3
∂C

)
(2.35)

En utilisant les règles de calcul de l’algèbre tensoriel ainsi que le théorème de Caley-
Hamilton, nous pouvons écrire :

∂I1
∂C

= Id, (2.36)

∂I2
∂C

= I1Id−C, (2.37)

∂I3
∂C

= I3C
−1 (2.38)

Après réarrangement des différents termes de (2.34), nous obtenons :

S = 2

[(
∂W

∂I1
+ I1

∂W

∂I2

)
Id− ∂W

∂I2
C+ I3

∂W

∂I3
C−1

]
(2.39)

Cette dernière écriture sera celle utilisée par la suite pour déterminer le tenseur des con-
traintes. Par la suite, il est nécessaire de déterminer le tenseur d’élasticité D qui entre en jeu
dans le calcul de la matrice de rigidité Ke

T. Pour cela, il est nécessaire de calculer la dérivée
seconde du potentiel W par rapport à E :

D =
∂S

∂E
=

∂2W (E)

∂E2
= 4

∂2W (I1, I2, I3)

∂C2
(2.40)
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Ainsi, la définition d’une densité d’énergie élastique W et l’application des équations
(2.39) et (2.40) permettent d’intégrer complètement une loi de comportement d’un matériau
hyperélastique dans un code de calcul par éléments finis. Nous allons étudier les cas particu-
liers de quelques densités d’énergie parmi les plus utilisées dans les codes industriels.

2.3.2 La compressibilité et l’incompressibilité

Lorsqu’une certaine compressibilité intervient dans la cinématique de déformation, la
déformation est décomposée en une partie incompressible (isochore) Fiso et une partie de
compression volumique pure (sphérique) Fvol [Flo61]. On écrit :

F = FisoFvol (2.41)

où

Fvol = J1/3I, Fiso = J−1/3F (2.42)

avec J = det(F) = I
1/2
3

Cette décomposition est telle que det(Fiso) = 1. Il est facile de voir que F et Fiso ont les
mêmes vecteurs propres. La partie isochore du tenseur de déformations de Cauchy-Green à
droite peut être alors définie comme

Ciso = J−2/3C (2.43)

A partir des relations (2.41) et (2.43), le potentiel de déformation W (C) se décompose
en une partie isochore et une partie volumique :

W (C) = Wiso(C
iso) +Wvol(J) (2.44)

En combinant les équations (2.33) et (2.44), il en découle la décomposition des contraintes
en une partie volumique Svol et une partie isochore Siso :

S = Svol + Siso (2.45)
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avec

Svol = 2
∂Wvol(J)

∂C
= 2

∂Wvol(J)

∂J

∂J

∂C
= JpC−1 (2.46)

Siso = 2
∂Wiso(C

iso)

∂C
= J− 2

3dev(S) (2.47)

Dans la relation (2.46) p représente la pression hydrostatique. Dans la relation (2.47) on
introduit l’opérateur déviatorique dev [WMG96] : dev() = () − 1

3
(trace())I. De même, le

tenseur des contraintes de Cauchy peut se décomposer, en utilisant l’égalité S = JF−1σσσF−T ,
en la somme d’un tenseur hydrostatique σσσvol et d’un tenseur à trace nulle σσσiso, dit déviateur :

σσσ = σσσvol + σσσiso (2.48)

avec

σσσvol = pI =
dWvol(J)

dJ
I (2.49)

σσσiso = devσσσ (2.50)

Pour les matériaux incompressibles, on a Wvol(J) = 0 puisque J = 1, donc on a I3 =

1. Il en résulte une dépendance vis-à-vis des deux premiers invariants I1 et I2. La densité
d’énergie de déformation s’écrit :

W = W (F)− p(J − 1) (2.51)

La contrainte peut être écrite comme suit :

S =
∂W (E)

∂E
= 2

∂W (C)

∂C
− pC−1 (2.52)
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En calculant la poussée vers l’avant de (2.52), la contrainte de Cauchy est :

σσσ =
∂W (F)

∂F
FT − pI (2.53)

L’incompressibilité est prise compte par le calcul implicite de la pression hydrostatique p

de manière à satisfaire la contrainte algébrique J=1. Quand on travaille avec des matériaux
qui manifestent une légère compressibilité, dits quasi-incompressibles, on remplace le terme
−p(J−1) par K

2
(J−1)2 avec K le module de compressibilité initial. K peut être également

considéré du point de vue numérique comme un facteur de pénalité, plus il est élevé, plus J
tend vers 1, et donc plus on tend vers un comportement incompressible.

2.3.3 Modèles hyperélastiques isotropes

De nombreux modèles ont été proposés afin de représenter le comportement mécanique
des matériaux hyperélastiques. Parmi ces modèles, on choisit de représenter brièvement
quelques modèles les plus connus.

2.3.3.1 Loi matériau de type Blatz-Ko

La loi matériau de Blatz-Ko [BK62] est utilisée pour modéliser le comportement méca-
nique de mousses élastomères ou de caoutchoucs en polyuréthanne. Nous retrouvons par
exemple ce type de matériau dans les sièges automobiles pour améliorer leur confort. Ce
dernier a un comportement compressible et le potentiel d’énergie de déformation proposé
est :

W =
G

2

[
I2
I3

+ 2
√

I3 − 5

]
(2.54)

où G est le module de cisaillement. En dérivant le potentiel (2.54) par rapport aux trois
invariants du tenseur C :

∂W

∂I1
= 0 ;

∂W

∂I2
=

G

2

1

I3
et

∂W

∂I3
=

G

2

[
− I2
I23

+
1√
I3

]
(2.55)

Nous pouvons maintenant reporter ces résultats dans la formulation (2.39) du tenseur des
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contraintes S, nous obtenons :

S = GF−1
{√

I3I−B−1
}
F−T (2.56)

où B = FFT est le tenseur des déformations de Cauchy-Green gauche associé à F. Notant
que J =

√
det(2E+ I), le tenseur des contraintes S peut également être écrit en fonction

du tenseur E :

S(E) = G
{
J(2E+ I)−1 − (2E+ I)−2

}
(2.57)

Nous déterminons maintenant la matrice d’élasticité D en dérivant le tenseur des contraintes
par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit :

D = 2
∂S

∂C
= 4

∂2W

∂C2
(2.58)

Il vient alors :

Dijkl = G
{
− 2J(2E+ I)−1

ik (2E+ I)−1
lj + J(2E+ I)−1

lk (2E+ I)−1
ij

+2
[
(2E+ I)−1

ik (2E+ I)−2
lj + (2E+ I)−2

ik (2E+ I)−1
lj

] }
(2.59)

Remarque 1 : L’utilisation de cette loi de comportement hyperélastique peut entraîner, dans
certains cas, des difficultés d’ordre numérique. En effet, il arrive que la condition de préser-
vation de l’orientation ne soit pas respectée ce qui entraîne la divergence de l’algorithme de
résolution de Newton-Raphson [PL01, Pey03].

Remarque 2 : Notons également que l’utilisation de cette loi matériau pour la simulation de
problèmes de contact en statique a fait l’objet de plusieurs travaux dans le cadre du dévelop-
pement de la méthode du bi-potentiel [FPL03, Pey04].

2.3.3.2 Loi matériau de type Mooney-Rivlin

Cette deuxième loi matériau a été développée par Mooney [Moo40] afin de modéliser le
comportement des caoutchoucs. Pour cela, il a établi le postulat suivant :

– le matériau est incompressible et isotrope dans l’état non-déformé,
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– la relation entre contraintes et déformations de cisaillement est linéaire.

Il propose ainsi le potentiel d’énergie élastique :

W (I1, I2) = a01(I1 − 3) + a10(I2 − 3) (2.60)

Plus tard, Rivlin [Riv48] a développé, d’un point de vue mathématique, un modèle plus
large :

W (I1, I2) =
n∑

i=0

m∑
j=0

aij(I1 − 3)i(I2 − 3)j (2.61)

où i et j varient de 0 à ∞ et a00 = 0. En ne considérant que les termes du premier ordre,
nous obtenons le modèle (2.60), d’où le nom de Mooney-Rivlin.

Dans notre cas, nous utilisons une expression légèrement différente qui fait intervenir les
trois invariants du tenseur C. Ce modèle nécessite l’utilisation de trois constantes : les deux
premières définissent les caractéristiques mécaniques du matériau et la dernière contrôle
l’incompressibilité du matériau. Ce potentiel s’écrit sous la forme :

W (I1, I2, I3) = a01(I1 − 3) + a10(I2 − 3) +
1

2
K(I3 − 1)2 (2.62)

Comme pour la loi matériau précédente, nous calculons les dérivées partielles de ce nouveau
potentiel par rapport aux trois invariants I1, I2 et I3 :

∂W

∂I1
= a01 ;

∂W

∂I2
= a10 et

∂W

∂I3
= K(I3 − 1) (2.63)

En reportant ces résultats dans l’équation (2.39), nous arrivons à l’expression du tenseur des
contraintes S :

S = 2
(
KI3 (I3 − 1)C−1 + (a01 + a10I1) I− a10C

)
(2.64)

Dans ce cas précis, nous n’aboutissons pas à une formulation du type S = S(E) mais cela
n’est pas nécessaire au niveau de la programmation de la méthode des éléments finis. En ef-
fet, il est tout aussi simple de calculer les trois invariants à partir du tenseur C que de calculer
E à l’aide de C.
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Nous pouvons maintenant déterminer le tenseur d’élasticité D en dérivant la seconde for-
mulation de S par rapport à E :

D = 4
(
KI3(2I3 − 1)C−1 ⊗ C−1

−KI3(I3 − 1) C−1 ⊗ C−1 + a10 I ⊗ I− a10 I ⊗ I
)

(2.65)

Les produits de tenseurs ⊗ et ⊗ utilisés ci-dessus sont définis à partir du calcul indiciel
de la manière suivante :

(A⊗B)ijkl = AijBkl

(A⊗B)ijkl =
1

2
(AikBjl +AilBjk)

(2.66)

2.3.3.3 Loi matériau de type Gent

Le modèle hyperélastique matériau Gent [Gen96] est un modèle phénoménologique de
l’élasticité du caoutchouc qui est basé sur le concept de limitation de l’extensibilité de la
chaîne. Dans ce modèle, la fonction de densité d’énergie de déformation est réalisée de sorte
qu’elle a une singularité lorsque le premier invariant du tenseur des déformations de Cauchy-
Green droit atteint une valeur limite Im.

La fonction de densité d’énergie de déformation pour le modèle Gent est :

W = −µ

2
Jm ln

(
1− I1 − 3

Jm

)
(2.67)

où µ est le module de cisaillement et Jm = Im − 3.

À la limite Im → ∞, le modèle Gent se réduit au modèle Néo-Hookéan. Cela peut être
vu en exprimant le modèle Gent sous la forme

W = − µ

2x
ln
(
1− (I1 − 3)x

)
; x =

1

Jm
(2.68)
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Une expansion de la série de Taylor de ln
(
1− (I1 − 3)x

)
à la limite x → 0 aboutit à

W =
µ

2

(
I1 − 3

)
(2.69)

qui est l’expression de la densité d’énergie de déformation d’un solide Néo-Hookéan.

Comme pour les lois matériaux précédentes, nous calculons les dérivées partielles de ce
nouveau potentiel par rapport aux trois invariants I1, I2 et I3, et reportons les résultats dans
l’équation (2.39), nous obtenons l’expression du tenseur des contraintes S :

S =
µJmJ

−2/3

(Jm − Î1 + 3)
(I− I1

3
C−1) (2.70)

Le tenseur d’élasticité D est :

D = a
(

I − I1
3

C−1
)
⊗

(
I − I1

3
C−1

)
− b

(
C−1 ⊗ I + (1 +

I1
3
)I ⊗ C−1 − I1

∂C
∂C

−1)
+

2

d

(
J2C−1 ⊗ C−1 + (J2 − 1)

∂C
∂C

−1)
(2.71)

avec

a =
2µJmJ

−4/3

(Jm − Î1 + 3)2

b =
2µJmJ

−2/3

3(Jm − Î1 + 3)

(2.72)

où Î1 = I1J
−2/3.

2.3.3.4 Loi matériau de type Yeoh

Le modèle Yeoh (appelée aussi la forme polynomiale du troisième ordre réduit) décrit les
matériaux caoutchouteux isotropes incompressibles [Yeo93]. La fonction de densité d’éner-
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gie de déformation est :

W (I1) =
3∑

i=1

ci0(I1 − 3)i (2.73)

où ci0 sont des constantes matérielles.

Une particularité de ce modèle est qu’il ne dépend que du premier invariant I1. Il s’ap-
plique à la caractérisation des propriétés élastiques de caoutchouc vulcanisé, remplis par du
carbone noir. Il a été démontré qu’il pouvait s’adapter à différents modes de déformation
en utilisant les données obtenues à partir d’un essai de traction uniaxiale seulement. Cela
conduit à des exigences réduites sur les essais de matériaux.

Pour des raisons numériques, il s’avère utile de séparer la déformation dans les parties
volumétrique et isochore par une séparation multiplicative d’un gradient de déformation
comme nous l’avons présenté précédent. Le premier invariant de Ciso (La partie isochore
du tenseur de déformations de Cauchy-Green à droite C) est alors définie par Î1 = J−2/3I1

qui remplace I1 dans W (I1).

L’expression du tenseur des contraintes S obtenue est définie par :

S = 2(
3∑

i=1

ici0(Î1 − 3)i−1)J− 2
3 [I− I1

3
C−1] (2.74)

Le tenseur d’élasticité D est :

D = 4J− 4
3α[I − I1

3
C−1]⊗ [I − I1

3
C−1]

− 4

3
J− 2

3β[C−1 ⊗ I + I ⊗ C−1 − I1
3

C−1 ⊗ C−1 − I1C−1⊗C−1] (2.75)

avec

α =
3∑

i=2

i(i− 1)ci0(Î1 − 3)i−2

β =
3∑

i=1

ici0(Î1 − 3)i−1

(2.76)
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2.3.3.5 Un exemple numérique

Afin d’évaluer l’implémentation des lois hyperélastiques, nous avons choisi de simuler
l’impact d’un projectile mous (flash-ball) sur une partie du corps humain (cuisse) [CJCF10].
En effet un choc entre deux structures hyperélastiques de nature très différentes constitue un
test relativement sévère sur lequel il sera facile d’interpréter les résultats notamment au ni-
veau de la restitution d’énergie. Le modèle continu est discrétisé par la méthode des éléments
finis, il comprend 2432 huit-nœuds éléments hexaédriques et 3300 nœuds, comme montré
dans la figure 2.3.

FIGURE 2.3 – Configuration et maillage initiaux

Plus précisément, dans le problème étudié, le flash-ball est creux et est constitué d’un
matériau caoutchouc de type Blatz-Ko, et la cuisse est constituée (approche simplifiée) d’un
tissu mou homogène intégrant la peau et les muscles de type Mooney-Rivlin. Les rayons
intérieur et extérieur de la balle sont 0.011m et 0.022m respectivement. La vitesse d’impact
initiale de la balle est de 100m/s. Les paramètres du modèle Blatz-Ko sont le module de
cisaillement G = 50 MPa, la densité de masse ρ = 1000 kg/m3 ; Les paramètres du modèle
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Mooney-Rivlin sont C01 = 0.31 MPa [HFAT05], C10 = 0.0775 MPa (C10=C01/4 [VC96]), K
= 6 MPa, la densité de masse ρ = 1000 kg/m3.

Figure 2.4 montre les configurations déformées de ces deux corps au cours de la simula-
tion. La zone d’impact est assez large en raison de la souplesse de balle, ce qui n’induit pas
de danger létal mais peut provoquer de sévères traumatismes.

t=1× 10−3 s t=2× 10−3 s

t=3× 10−3 s t=4× 10−3 s

FIGURE 2.4 – Configurations déformées en fonction du temps

Afin d’observer plus clairement la répartition de la contrainte de Von Mises à l’intérieur
de la zone de contact, nous avons découpé les deux corps par un plan diamétral de la sphère,
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comme indiqué dans la figure 2.5. Il est à noter que la concentration est localisée dans la
zone d’impact comme prévu. La valeur maximale de la contrainte de von Mises est 102.6
MPa, ce qui peut constituer un indicateur d’évaluation pour classer les niveaux de blessures
des tissus mous par des médecins par exemple.

t=1× 10−3 s t=2× 10−3 s

FIGURE 2.5 – Contrainte de Von Mises

Afin d’observer la déformation de la surface sur la zone d’impact, nous avons choisi trois
points spécifiques A, B, C situés sur une ligne de maillage de la cuisse comme il est indiqué
sur la Figure 2.6a. Le point A se trouve au centre de la zone d’impact et les deux autres points
B et C sont situés de manière approximative symétriquement de part et d’autre du point A.
La Figure 2.6b montre le déplacement de ces trois points dans la direction d’impact. Nous
pouvons voir que le déplacement du point A augmente rapidement dans le sens de l’impact,
tandis que les deux autres points se déplacent en sens inverse d’une quantité très proche
compte tenu, comme signalé ci-dessus, que les positions de ces deux points ne sont pas tout
à fait symétriques. Finalement, après le rebond de la balle, on observe bien un retour vers 0
des déplacements traduisant ainsi la réversibilité des déformations hyperélastiques.

La figure 2.7 montre les courbes évolution de l’énergie cinétique Ek, de l’énergie de
déformation élastique Ee et de l’énergie mécanique totale Et. L’énergie mécanique totale
est censée être parfaitement conservée dans le cas de contact sans frottement. Cependant,
on observe des légères fluctuations de l’énergie totale qui est un phénomène bien connu
dû à l’intégration numérique explicite qui génère des oscillations à haute fréquence d’ordre
numérique dans la solution. Toutefois on constate bien un transfert de l’énergie cinétique
initiale durant l’impact en énergie de déformation élastique des deux corps sans instabilité
numérique.
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FIGURE 2.6 – Déplacement de trois points sélectionnés
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FIGURE 2.7 – Evolution de l’énergie

2.4 Anisotropie

Un matériau anisotrope est un matériau dont les propriétés diffèrent selon la direction
considérée. Un tel matériau a une orientation propre : sa réponse mécanique à une sollicita-
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tion diffère selon que la direction de cette sollicitation correspond ou non à son orientation
propre. En particulier, un essai de traction donnera des résultats dépendant de l’orientation
dans laquelle l’éprouvette a été taillée dans le matériau. Comme la plupart des organes bio-
logiques contiennent des structures fibreuses musculaires ou à base de collagène, ce phéno-
mène est donc typiquement présent en biomécanique [GOH06].

2.4.1 Hyperélasticité anisotrope

Les lois de comportements hyperélastiques anisotropes sont souvent utilisées dans le
cadre de la méthode des éléments finis pour déterminer les déformations et les contraintes
au sein de tissus biologiques tels que les ligaments, les tendons ou les parois artérielles
[WMG96, AS98, RS00]. Holzapfel et al. [HGO00] ont proposé plusieurs approches théo-
riques pour modéliser le comportement anisotrope des artères en considérant la présence de
structures fibreuses dans la paroi. Les densités d’énergie les plus utilisées impliquent des lois
puissance ou exponentielles [FFP79, HGO00, SNB05]. Comme il est admis que l’anisotro-
pie est due aux fibres de collagène [GOH06], alors que la matrice se comporte de manière
isotrope, la densité d’énergie comporte généralement une partie isotrope et une partie aniso-
trope [WMG96] :

W = Wiso +
n∑

a=1

W
a
ani (2.77)

Chaque densité anisotrope W a
ani fait référence à une direction privilégiée du matériau.

Pour modéliser les ligaments ou les tendons, le nombre de famille de fibres n est égal à
1. Il est égal à 2 pour représenter le comportement des parois artérielles. Dans la loi HGO
proposée par [HGO00], deux densités anisotropes sont superposées avec deux directions
privilégiées a1 et a2 correspondant à deux familles de fibres distinctes :

a1 = {cos(β), sin(β), 0}T ; a2 = {cos(β), − sin(β), 0}T (2.78)

où β représente l’angle entre les fibres de collagène et la direction circonférentielle sur des
tissus extraits d’aorte abdominale humaine comme on peut le voir sur la figure 2.8. β est
prédite à 43.39˚ dans le travail de Balzani et al. ([BNSH06]). Dans notre travail, nous consi-
dérons β comme un paramètre du modèle variant de 0 à 90˚. Par la suite, on notera en abrégé



48 Chapitre 2 : Comportement mécanique des tissus mous biologiques

c et s le cosinus et le sinus de l’angle β.

a
1

a
2

bb

FIGURE 2.8 – Angle β

Les lois hyperélastiques anisotropes incluent les trois invariants classiques I1, I2 et I3 de
la matrice de dilation C comme mentionné dans (2.34) ainsi que deux invariants additionnels
J4 et J5 liés à l’anisotropie des tissus et définis en fonction du tenseur structurel M [Spe87,
Boe87, ZS93].

J4 = tr(CM), J5 = tr(C2M) (2.79)

Le tenseur structurel M, qui représente l’isotropie transverse, est relié à la direction pré-
férentielle des fibres a :

M = a ⊗ a (2.80)

Dans le cas du modèle HGO, ce tenseur s’écrit, en tenant compte de (2.78) :

Ma1 =

 c2 cs 0

cs s2 0

0 0 0

 ; Ma2 =

 c2 −cs 0

−cs s2 0

0 0 0

 (2.81)

Il est à noter que (2.79) et (2.80) donnent

J4 = tr(FTFa ⊗ a) = ∥Fa∥2 (2.82)

∥.∥ représente la norme Euclidienne. La racine carrée de J4 représente donc l’étirement
dans la direction des fibres. Il peut également être interprété comme la coordonnée radiale



Anisotropie 49

de Fa dans un système de coordonnées cylindrique où l’angle polaire θ représente l’angle
déformé entre les fibres de collagène et la direction circonférentielle (voir figure 2.9).

FIGURE 2.9 – Système de coordonnées cylindriques

2.4.2 Modèle Gent HGO

Nous proposons d’utiliser la loi constitutive Gent pour modéliser le comportement iso-
trope de la matrice non collagénique en raison de sa généralité et de sa capacité à repro-
duire le modèle Néo-Hookéan. On propose ensuite de la combiner avec la loi constitutive
Holzapfel-Gasser-Ogden pour représenter le comportement anisotrope hyperélastique des
tissus mous biologiques [CFJZ13]. Ce modèle particulier a été mis en œuvre dans un code
par éléments finis développé par le LMEE [Fen08].

Pour des raisons numériques, il s’avère utile de séparer la déformation liée à la partie
déviatorique des contraintes et de la déformation liée à la partie sphérique par une division
multiplicative d’un gradient de déformation comme dans (2.41). D’après la section (2.3.2),
on peut construire les invariants modifiés suivants :

Î1 = I1J
−2/3, Î2 = I2J

−4/3, Ĵa
4 = Ja

4J
−2/3, Ĵa

5 = Ja
5J

−4/3 (2.83)

Le modèle HGO utilise la formulation en invariants modifiés avec la densité d’énergie W
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définie par :

W = Ŵ (Î1, Ĵ
a
4 ) +WH(J) (2.84)

WH(J) =
1

d

(J2 − 1

2
− ln J

)
(2.85)

Ŵ (Î1, Ĵ
a
4 ) = Wiso(Î1) +

2∑
a=1

Wani(Ĵ
a
4 ) (2.86)

W a
ani =

 k1
2k2

[
ek2(Ĵ

a
4−1)

2

− 1
]

if Ĵa
4 ≥ 1

0 if Ĵa
4 < 1

(2.87)

Généralement, les tissus mous biologiques sont supposés être incompressibles. L’équation
(2.85), qui a été proposé par Horgan et Saccomandi [HS03], représente un terme de pénalité
ajouté au modèle éléments finis pour tenir compte du comportement du matériau incom-
pressible, dans laquelle d est le paramètre incompressibilité matériau. Le module d’élasticité
isostatique K est défini par : K = 2/d. Certains autres modèles peuvent être trouvés dans
[HS04, HS06]. La contribution anisotrope Wani est de type exponentiel qui ne dépend que
du quatrième invariant. Comme Ĵa

4 représente le carré de l’allongement dans la direction a,
et que la densité est nulle lorsque Ĵa

4 est inférieur à 1, le modèle HGO prend en compte le
fait que les fibres ne travaillent pas en compression. La preuve de la convexité de W a

ani par
rapport à F est donnée dans [BNSH06, SNB05].

La matrice non collagénique est modélisée par la densité isotrope d’énergie suivant le mo-
dèle de Gent défini ci-dessus (2.67). On rappelle enfin, qu’en dérivant W à partir de (2.52) et
en introduisant la matrice des cofacteurs de C, Cof(C) = I3C−T , on obtient classiquement
[SNB05] :

S = 2

[
∂W

∂I1
I +

∂W

∂I2
(I1 I − C) +

∂W

∂I3
cof (C) +

∂W

∂ J1
4

Ma1

+
∂W

∂ J2
4

Ma2

+
∂W

∂ J1
5

(
CMa1

+Ma1C
)
+

∂W

∂ J2
5

(
CMa2

+Ma2C
)] (2.88)
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Pour le cas particulier qui nous intéresse, l’équation (2.88) est réduit à :

S = 2

[
∂W

∂I1
I +

∂W

∂I3
cof (C) +

∂W

∂ J1
4

Ma1

+
∂W

∂ J2
4

Ma2

]
(2.89)

où les dérivées premières de la densité d’énergie par rapport aux invariants se calculent à
partir de (2.87, 2.67) :

∂W

∂I1
= I

−1/3
3

dWiso

d Î1
(2.90)

∂W

∂I3
= − 1

3I3

[
Î1
dWiso

d Î1
+

2∑
a=1

Ĵ
a

4

dWani

d Ĵ
a

4

]
+

1

2d
(1− 1

J2
) (2.91)

∂W

∂ Ja
4

= I
−1/3
3

dWani

d Ĵ
a

4

(2.92)

dWiso

d Î1
=

µJm

2(Jm − Î1 + 3)
(2.93)

dWani

d Ĵ
a

4

= k1 (Ĵ
a

4 −1)ek2(Ĵ
a
4−1)

2

(2.94)

Les contraintes de Cauchy σσσ se déduisent de S par la relation classique :

σσσ =
1

J
FSFT (2.95)

Afin de mettre en évidence la séparation entre la partie sphérique et la partie déviatorique
des contraintes, l’opérateur déviatorique dev est utilisé comme introduit précédent :

σσσ = W ′
HI+

2

J
dev[F̂

∂Ŵ

∂Ĉ
F̂T ] ; dev[] = []− 1

3
(trace[])I (2.96)

Le premier terme de (2.96) correspond à la partie sphérique des contraintes, associée à la
dilatation, et le second terme correspond à la partie déviatorique.

Les modules tangents D de la loi de comportement s’expriment classiquement à l’aide
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des dérivées premières et secondes de la densité d’énergie par [SNB05] :

D = a
(

I − I1
3

C−1
)
⊗
(

I − I1
3

C−1
)

− b
(

C−1 ⊗ I + (1 +
I1
3
)I ⊗ C−1 − I1

∂C
∂C

−1)
+

2

d

(
J2C−1 ⊗ C−1 + (J2 − 1)

∂C
∂C

−1)
+ c(M⊗M) (2.97)

avec

a =
2µJmJ

−4/3

(Jm − Î1 + 3)2

b =
2µJmJ

−2/3

3(Jm − Î1 + 3)

c = 4k1(1 + 2k2(Ĵ4 − 1)2)ek2(Ĵ4−1)2

(2.98)

2.4.3 Exemples numériques

2.4.3.1 Traction uniaxiale homogène

Nous considérons le modèle Gent + HGO dans le cadre d’un essai quasi statique de trac-
tion uniaxiale homogène (figure 2.10). Ce test est habituellement utilisé pour identifier les
propriétés mécaniques de bandes de tissus artériels [Hol06, BNSH06].

Pour adapter ce modèle numérique avec les données expérimentales fournies dans [BNSH06],
les paramètres obtenus après identification sont : µ = 17.41 kPa, Jm = 60.0 kPa, k1 =

0.0017 kPa, k2 = 882.847 et β = 43.39˚. Les trois dernières données proviennent de
[BNSH06]. La figure 2.11 montre la réponse de notre modèle constitutif Gent + HGO, celle
du modèle constitutif Néo-Hookéan + HGO donnée par [BNSH06], ainsi que les données de
l’expérience. Comme on peut le voir, la correspondance est assez bonne, même meilleur que
modèle constitutif HGO combiné avec le modèle Néo-Hookéan, le caractère exponentiel est
mieux pris en compte en utilisant le modèle Gent.
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FIGURE 2.10 – Essai de traction uniaxiale homogène
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FIGURE 2.11 – Contraintes de Cauchy σ(kPa) vs. déformation ∆l/l0 de l’expérience et du
modèle constitutif

Rappelons que le modèle Gent a un paramètre matériel supplémentaire Jm par rapport au
modèle Néo-Hookéan. Rappelons également que lorsque ce paramètre tend vers l’infini, le
modèle de Gent tend vers le modèle Néo-Hookéan. Les résultats obtenus montrent clairement
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l’influence de ce paramètre qui limite l’extensibilité et son importance pour corréler avec les
résultats expérimentaux.

Pour la suite, on se place toujours dans le cas d’un essai de traction, mais on modifie
la valeur du paramètre β = 70.0˚, tout en considérant différentes valeurs de Jm. La figure
2.12 montre l’influence de Jm sur les niveaux de contraintes obtenus. On remarque la forte
variation des résultats lorsque Jm varie de 1 à 10, plus Jm augmente, plus le déclenche-
ment des contraintes liées à la limite d’extensibilité est retardé. Ce phénomène se poursuit
pour 10 < Jm < 100 mais, bien sûr, plus le déclenchement est retardé moins il est pos-
sible d’atteindre des niveaux de contraintes élevés dans la plage des déplacements imposés.
La figure 2.13 montre l’influence de Jm sur les élongations principales, on y remarque un
point de bifurcation sur les élongations transverses à partir d’un certain seuil de l’élongation
longitudinale. En dessous de ce seuil le comportement transverse est conforme à un com-
portment classique isotrope, dans lequel les deux élongations transversales diminuent et sont
identiques. Par contre au delà de ce seuil, une des deux élongations transversales augmente.

Pour évaluer la dépendance des élongations principales sur J4, une étude analytique a été
réalisée par Peyraut et al. [[PFLR10]] pour différentes valeurs d’angle initial β. Cette étude
a montré l’existence d’un angle critique (βc ≈ 54.73˚) déterminé analytiquement. En effet,
il semble que la correspondance entre les élongations principales et J4 n’est pas biunivoque
lorsque β est plus grand que βc, tandis que l’unicité est vérifiée dans le cas contraire. Sur
la figure 2.14 sont représentées les courbes représentatives de λ2 en fonction de J4 pour
différentes valeurs de β.
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FIGURE 2.12 – Influence de Jm sur le niveau de contrainte
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FIGURE 2.13 – Influence de Jm sur les déformations principales

Afin de valider numériquement l’existence d’un angle critique, on effectue trois tests de
traction correspondant respectivement à trois angles initiaux différents : 40˚, 60˚ et 70˚. Les
autres paramètres du matériau sont choisis d’après [HGO00] avec : µ = 6.0 kPa, Jm = 50.0

kPa, k1 = 2.3632 kPa, k2 = 0.8393. La figure 2.15 représente l’évolution des trois élon-
gations principales pour chaque valeur de β. Comme on peut le voir sur la figure 2.14, si
β < βc (e.g., β = 20˚), alors pendant tout le processus de traction, J4 est toujours égal ou
supérieur à 1, ce qui signifie que le tissu biologique est toujours étiré dans la direction des
fibres. Dès le début, l’énergie liée à l’anisotropie de la déformation est prise en compte, cela
explique pourquoi dans la figure 2.15 (gauche) les deux déformations principales λ2 et λ3 ne
sont pas les mêmes. Le tissu biologique ne peut donc pas être raccourci dans la direction des
fibres. En revanche, si β > βc (e.g., β = 70˚), J4 peut être inférieure à 1 pendant un certain
temps, ce qui signifie que le modèle HGO se comporte comme le modèle isotrope de Gent.
Comme on peut le voir sur la figure 2.14, l’étendue de cette phase de transfert d’un com-
portement isotrope vers un comportement anisotrope augmente en corrélation avec l’angle
initial, comme indiqué dans la figure 2.15 (droit). Durant cette phase le tissu biologique peut
être raccourci dans la direction des fibres.
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FIGURE 2.15 – Evolution des trois déformations principales pour différentes valeurs de β

2.4.3.2 Traction uniaxiale simple

Nous considérons le modèle Gent + HGO dans le cadre d’un essai quasi statique de trac-
tion uniaxiale simple (figure 2.16). Dans ce cas, les déformations ne sont pas homogènes.
La déformée numérique correspondant à la traction uniaxiale simple est présentée sur la
figure 2.17 pour un angle β égal à 49.98˚. Les paramètres du matériau sont : µ = 15.28

kPa, Jm = 50.0 kPa, k1 = 996.6 kPa, k2 = 524.6. La géométrie du modèle de bande de
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l’adventice sont les suivants : longueur L = 10.0mm, largeur W = 3.0mm et épaisseur
T = 0.5mm. Ce modèle se compose de 3200 éléments hexaédriques.

Figure 2.17 (droite) représente la configuration déformée et la contrainte de von Mises
de l’échantillon. Selon les hypothèses structurelles dans [HGO00] et [ZFHS04], le collagène
est intégré en tant que deux familles de fibres qui sont disposés symétriquement par rapport
à la direction de traction (axiale). On note un rétrécissement de la section dans la direction y

et un gonflement dans la direction z, ce qui est typique d’un comportement non isotrope. Les
fibres de collagène se courbent sous la charge, jusqu’à être capables de la supporter. Cela
conduit à l’augmentation de l’épaisseur au milieu de l’échantillon comme le montre la figure
2.17 (droite). En raison du caractère d’incompressibilité, la largeur de l’échantillon diminue.
Ce résultat est conforme aux observations réalisées dans [GOH06]. Le déplacement dans la
direction z est montré dans la figure 2.18. On peut voir clairement que le déplacement dans
la direction z est totalement symétrique par rapport à l’axe de l’éprouvette.

FIGURE 2.16 – Essai de traction uniaxiale simple



58 Chapitre 2 : Comportement mécanique des tissus mous biologiques

FIGURE 2.17 – Test de traction uniaxiale simple - calcul numérique avec FER

FIGURE 2.18 – Déplacement dans la direction z
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2.5 Caractérisation et identification des propriétés des tis-
sus pelviens

2.5.1 Principe théorique de l’identification

Nous venons de caractériser le comportement mécanique des tissus mous par différentes
lois hyperélastiques, toutes paramétrées par des coefficients conformément à une approche
phénoménologique. Il s’agit dans ce chapitre d’identifier ces coefficients à partir de résultats
d’essais mécaniques.

Il est possible d’envisager plusieurs types d’essais mécaniques comme des essais de trac-
tion unidirectionnel, bidirectionnel, tridirectionnel (ou volumétrique) ou encore des essais de
cisaillement pur.

Pour obtenir ces coefficients, on utilise une méthode d’ajustement de courbe par rap-
port aux données expérimentales. La fonction mathématique de cette courbe est liée au type
d’essai et au modèle de comportement choisi et traduit une relation entre contrainte et dé-
formation. Dans cette fonction apparaît de manière explicite les coefficients rendant ainsi
possible une identification.

Pour procéder à cette identification, on construit une fonction objective comme étant la
norme d’un résidu entre les quantités mesurées et les quantités numériques déduites de la
fonction à ajuster. Dans notre cas les deux fonctions objectives suivantes sont possibles :

errR =
n∑

i=1

(1− σcalc
i

σmeasured
i

)2 (2.99)

Fonction objective représentant l’erreur relative.

errA =
n∑

i=1

(σmeasured
i − σcalc

i )2 (2.100)

Fonction objective représentant l’erreur absolue.

Où n est le nombre total des données, σcalc
i est la contrainte calculée au point i, σmeasured

i

est la contrainte expérimentale au point i. En général c’est l’erreur relative qui est choisie
comme fonction objective à minimiser.

Compte tenu de ce qui a été décrit dans les paragraphes précédents, on peut considérer que



60 Chapitre 2 : Comportement mécanique des tissus mous biologiques

pour une matériau isotrope, le potentiel de déformation se décompose en une partie isochore
et une partie volumique de la manière générale suivante :

W = f(Î1 − 3, Î2 − 3) + g(J − 1) (2.101)

avec g(J − 1) =
∑N

i=1
1
di
(J − 1)2i. Après un développement en série de Taylor on obtient :

W =
N∑

i,j=0

Cij(Î1 − 3)i(Î2 − 3)j +
N∑
i=1

1

di
(J − 1)2i (2.102)

Ce potentiel de déformation est de forme polynomiale, le paramètre N désigne l’ordre du
polynôme. Quel que soit le valeur de N on doit vérifier les conditions suivantes :

µ0 = 2(C10 + C01) , k0 =
2

d1
(2.103)

avec µ0 qui représente le module de cisaillement initial et k0 le module de compressibilité
initial, définis en petites déformation.

On peut montrer qu’en fixant un ordre au polynôme et en annulant de manière adéquate
certains coefficients, on retrouve la plupart des modèles hyperélastiques énoncés plus haut.

Ainsi on retrouve le modèle de Yeoh pour N = 3 et Cij = 0 (j ̸= 0) :

W =
3∑

i=1

Ci0(I1 − 3)i +
3∑

i=1

1

di
(J − 1)2i (2.104)

Pour le modèle polynomial complet, nous pouvons écrire σi
calc sous la forme suivante :

σi
calc =

N∑
i,j=0

CijXij(λk) , k = 1...n (2.105)

dans laquelle la fonction de Xij(λk) est relative aux différents essais mécaniques. Afin de
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minimiser l’erreur relative, nous devons vérifier :

∂errR

∂Cij

= 0 (2.106)

On obtient alors les équations suivantes :

n∑
k=1

N∑
i,j=0

Xij(λk)Xlm(λk)

(σmeasured
k )2

Cij =
n∑

k=1

Xlm(λk)

σmeasured
k

, l,m = 1...N (2.107)

Nous pouvons obtenir les coefficients Cij par résolution de ces équations linéaires.

Dans la pratique, il existe des logiciels intégrés dans des codes de calculs mécaniques
(ANSYS, NASTRAN, ...) permettant d’effectuer des identifications avec de nombreuses
lois de comportement notamment Mooney-Rivlin, Ogden, et Yeoh etc. Citons notamment
le logiciel MSC.Marc Mentat que nous avons utilisé, qui grâce aux fonctions d’ajustement
de courbes calcule automatiquement les coefficients à partir de données expérimentales de
contrainte/déformation et ceci pour différents types d’essai mécanique.

2.5.2 Résultats expérimentaux de tissus mous d’organes pelviens issus
de la littérature

Ne disposant pas de moyens expérimentaux pour caractériser des tissus mous, nous nous
sommes basés sur des résultats trouvés dans la littérature traitant spécifiquement des organes
pelviens afin de déterminer les coefficients qui seront mis en jeu dans nos propres modèles
hyperélastiques.

Rubod et al. ont déterminé un protocole expérimental permettant de caractériser de fa-
çon fiable le comportement de l’ensemble des tissus mis en jeu, en étudiant l’influence des
conditions de prélèvement, de stockage des échantillons et des conditions d’essais [RBB+06]
sur des tissus de cadavres humains. Des essais de traction uni-axiale à vitesse de déforma-
tion constante ont été réalisés sur des éprouvettes de géométrie normalisée [RBB+07]. Les
courbes obtenues et présentées sur la figure 2.19, ont permis de mettre en évidence le com-
portement hyperélastique des tissus des trois organes pelviens principaux. On remarque que
les pentes des courbes à l’origine sont très faibles. On remarque également que la vessie à un
comportement presque linéaire contrairement au rectum et au vagin pour lesquels les pentes
des courbes, soit la raideur du tissu, augmentent avec la déformation de manière régulière
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pour tendre ensuite vers un comportement asymptotique.

FIGURE 2.19 – Réponse des tissus pelviens à une sollicitation de traction uniaxiale
[RBB+07]

À partir de ces résultats expérimentaux, dans un autre article [VRRB+10], Venugopala
Rao et al. ont procédé à une identification de coefficients en utilisant une loi de comportement
de type Mooney-Rivlin. Les résultats sont représentées sur la figure 2.20 et le tableau 2.1.

FIGURE 2.20 – Confrontation de la réponse des tissus pelviens [VRRB+10]
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TABLE 2.1 – Paramètres des tissus mous selon la loi de comportement Mooney-Rivlin.

Coefficients matériaux Vagin Rectum Vessie

C10 (MPa) 19.5 7.45 1.52
C01 (MPa) -19.6 -7.48 -1.56

Même si les courbes semblent bien approcher les résultats expérimentaux, on remarque
que la contrainte µ0 = 2(C10 + C01) n’est pas respectée ce qui pose un problème sur la
physique du phénomène. Nous avons procédé également à la même identification à partir de
leurs résultats expérimentaux et nous avons trouvé des résultats similaires. Dans un article
plus récent [GRB+11], ils ont comparé les propriétés biomécaniques du tissu vaginal, de
l’aponévrose abdominale et de la peau. Cette fois, les paramètres identifiés pour le tissu
vaginal sont : C01 = 0.35 ± 0.25 (MPa), C10 = 1.32 ± 0.057 (MPa). Ces paramètres, qui
semblent plus fiables physiquement, ont été obtenus en identifiant la courbe par morceaux
c’est à dire en séparant les données relatives à de faibles déformations des données relatives
à de grandes déformations, ce qui ne repose sur aucune justification théorique mais sur une
interprétation physique du rôle des coefficients.

Dans les travaux de thèse de Boubaker [Bou09], il a été choisi la loi constitutive d’Og-
den pour simuler la vessie et le rectum. L’identification a été faite à partir de leurs propres
mesures et de celles de Rubold et al. [RBB+07] permettant ainsi d’avoir des éléments de
comparaison. Avec leur mesures :

σvessie = 10−4(λ10.36 − λ−5.18) σrectum = 16E−3(λ11.15 − λ−5.57) (2.108)

Avec celles de Rubod et al. :

σvessie = 7.5E−4(λ6.76 − λ−3.38) σrectum = 10−3(λ14.6 − λ−7.3) (2.109)

Les courbes obtenues sont représentées sur la figure 2.21.
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FIGURE 2.21 – Réponses de la vessie et du rectum [Bou09]

Ces résultats confirment les allures caractéristiques des courbes expérimentales et montrent
que le modèle d’Ogden ne pose pas de problème d’identification contrairement au modèle de
Mooney Rivlin qui nécessite des ajustements au niveau de l’identification des coefficients.

Les ligaments pelviens jouent un rôle déterminant dans les troubles de la statique pel-
vienne. Rivaux et al. [RRD+11] ont réalisé des essais statistiques de traction sur trois types
de ligaments pelviens, utérosacrés, ronds et larges, jusqu’à la rupture. Un comportement hy-
perélastique caractéristique des tissus mous a été identifié pour ces trois ligaments. Il a été
démontré que le ligament utérosacré était plus rigide que les ligaments ronds, larges et que
le tissu vaginal comme on peut le voir sur la figure 2.22.

Pour ces trois ligaments, une identification selon la loi constitutive Mooney Rivlin a été
réalisée comme précédemment, c’est à dire en séparant les données liées aux petites défor-
mations de celles liées aux grandes déformations.

Gabriel et al. [GRB+11] ont comparé les propriétés biomécaniques des tissus vaginaux,
des tissus de l’aponévrose abdominale, et des tissus de la peau. Le résultat montre que l’apo-
névrose est beaucoup plus rigide et moins extensible que le vagin et la peau, que le tissu
vaginal est moins rigide, mais plus extensible que la peau. Il n’y a pas de différence entre le
vagin et la peau en faibles déformations, mais une différence significative en fortes déforma-
tions. Les propriétés viscoélastiques mécaniques du tissu vaginal ont été étudiées par Peña
et al. [PCM+10]. Plus récemment, le comportement de ramollissement ou de l’effet Mullins
du tissu vaginal a été étudié et un modèle constitutif a été proposé [PMM+11]. Enfin citons
pour compléter cette bibliographie, la thèse de Pacini [Pac05] dans laquelle il a été effectué
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des essais sur un utérus humain et testé différentes lois de comportement.

FIGURE 2.22 – Comparaison des courbes contrainte-déformation des ligaments utérosacrés,
ronds et larges étudiés à celle d’un tissu vaginal sain [RRD+11]

2.5.3 Conclusion sur le choix d’un modèle hyperélastique isotrope pour
tissus mous

Parmi les différentes fonctions de densité d’énergie disponibles dans la littérature ([Moo40,
Riv48, AB93, HS96, Gen96, LDR98, FVFP06]), nous avons choisi le modèle constitutif de
Yeoh pour la simulation de tissus mous isotropes. En effet ce modèle conduit à une fonction
mathématique qui s’ajuste bien par rapport aux données car elle prend en compte la forme
globale des courbes expérimentales contraintes / déformations. Une forme qui est caractéri-
sée, comme nous l’avons vu sur les figures 2.20 et 2.22, par une très faible raideur initiale qui
augmente progressivement pour tendre vers une valeur relativement constante. Pour illustrer
le choix du modèle de Yeoh de manière pédagogique, nous reproduisons la figure 2.23 la
comparaison de plusieurs courbes de contrainte-déformation en extension uniaxiale (Yeoh,
Néo-Hookéan, Mooney-Rivlin, Gent) de matériaux hyperélastiques, construites à partir de
seulement 3 points pour procéder à identification des coefficients. On remarque clairement
que les 2 modèles Néo-Hookéan et Mooney-Rivlin ont des difficultés à s’adapter contraire-
ment aux deux autres modèles de Gent et de Yeoh. Nous pensons que le modèle de Gent
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qui présente une courbe plus raide correspond mieux à la modélisation des ligaments pel-
viens alors que le modèle de Yeoh correspond mieux à la modélisation des tissus mous des
3 organes vessie, vagin + utérus et rectum.

FIGURE 2.23 – Courbes contrainte-déformation en extension uniaxiale pour différents mo-
dèles hyperélastiques (Source Wikipedia)

Nous avons décidé d’identifier les coefficients des modèles de Yeoh pour les 3 organes à
partir des résultats des essais de Venugopala Rao et al. [VRRB+10] en raison de la rigueur
mis en œuvre dans leurs protocoles expérimentaux, dont les résultats sont en conformité avec
ceux issus des travaux de thèse de Boubaker.

La comparaison entre les données expérimentales et les modèles identifiés de chaque or-
gane est représentée dans les figures 2.24-2.26. Les coefficients sont reportés dans le tableau
2.2.
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FIGURE 2.24 – Réponses de l’utérus

FIGURE 2.25 – Réponses du rectum
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FIGURE 2.26 – Réponses de la vessie

TABLE 2.2 – Les coefficients du modèle Yeoh

Coefficients matériaux Vagin(utérus) Rectum Vessie

C10 (MPa) 0.175 0.088 0.071
C20 (MPa) 8.648 3.092 0.202
C30 (MPa) 8.632 2.871 0.048

Numériquement, lorsqu’on travaille avec des matériaux qui manifestent une légère com-

pressibilité, dits quasi-incompressibles, il faut rajouter le terme
3∑

i=1

1
di
(J − 1)2i que nous

avons décidé de remplacer par sa forme la plus simple 1
d
(J − 1)2. Nous n’avons pas trouvé

de références sur l’identification du coefficient d dans la littérature, nous pensons utiliser ce
paramètre pour faire varier le comportement global des organes en définissant des zones de
matériaux de compressibilité différente. Ainsi dans le cas de la vessie on peut la considérer
comme étant pleine d’un matériau plus au moins compressible suivant qu’elle soit pleine ou
vide. Si on la déforme sous une même sollicitation, alors on obtient des pressions internes
très différentes suivant la valeur du coefficient d. A titre indicatif, nous présentons quelques
résultats de simulations dans le tableau 2.3.
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TABLE 2.3 – Les valeurs de d VS les pressions intérieures

Vessie(d) Liquide(d) Pression intérieure(MPa)

1 0.01 0.05 55.859
2 0.05 0.10 22.387
3 0.05 0.50 8.756
4 0.10 0.50 8.317
5 0.05 5.00 4.775
6 0.50 5.00 2.266

2.6 Conclusions

Les relations constitutives sont fondamentales pour la résolution des problèmes en mé-
canique des milieux continus, et sont requis dans l’étude, par exemple, des interventions
cliniques entraînant une action mécanique sur des tissus mous biologiques. La modélisation
constitutive réaliste des tissus mous biologiques est une condition préalable pour quantifier
les changements dans leur structure et leur fonction en réponse à un stimulus mécanique
altéré.

Au cours de ce deuxième chapitre, nous avons abordé le comportement mécanique des tis-
sus mous biologiques. Dans un premier temps, nous avons présenté les concepts théoriques
de la modélisation par la mécanique des milieux continus non linéaire. Ensuite nous avons
présenté des modèles hyperélastiques isotropes et anisotropes avec pour objectif de caracté-
riser le comportement de ces tissus. Afin de valider des modèles isotropes que nous avons
développés dans notre propre code de calcul FER, nous avons simulé par la méthode des
éléments finis l’impact d’un projectile hyperélastique sur une partie du corps humain consi-
dérée également comme étant hyperélastique mais de nature différente. Nous avons ensuite
présenté un modèle anisotrope (Gent + Holzapfel-Gasser-Ogden) en considérant une matrice
non collagénique (Gent) dans laquelle il pourrait exister des fibres de collagènes (Holzapfel-
Gasser-Ogden). Nous avons présenté un test simulant la traction d’un tendon et caractérisant
bien l’anisotropie du matériau. Enfin, après avoir défini le principe d’identification de courbe
de comportement à partir d’essais mécaniques, nous avons présenté des résultats expérimen-
taux trouvés dans la littérature. Il apparaît que le modèle de Yeoh est le plus adapté pour
la modélisation des tissus mous issus des organes pelviens, vessie, vagin + utérus, rectum
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et que le modèle de Gent est le plus adapté pour la modélisation des tissus mous issus des
ligaments du fascia pelvien.
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Chapitre 3

Définition géométrique du système
pelvien

3.1 Introduction

Différentes étapes sont nécessaires pour obtenir une simulation réaliste de la déformation
des organes pelviens. La « Segmentation » des organes à partir d’images IRM de patients
constitue l’étape préliminaire pour mettre en œuvre une simulation dite "patient spécifique".
Ensuite intervient la reconstruction 3D, c’est à dire la caractérisation géométrique des sur-
faces et des volumes à partir de fonctions mathématiques continues explicites ou implicites.
Enfin la dernière étape consiste à mailler les organes de manière à obtenir des modèles dis-
crets avec intégration de lois constitutives (lois de comportement) en accord avec une résolu-
tion numérique par la méthode des éléments finis. La méconnaissance des conditions limites
et des paramètres matériaux est la principale difficulté de cette modélisation. C’est pourquoi
il est important de caractériser les déformations obtenues afin de prévoir une méthode de
régalage à partir, par exemple, d’images obtenues par IRM dynamique. Pour déterminer un
comportement réaliste des organes, un modèle géométrique précis, associée à une modélisa-
tion physique réaliste, est donc nécessaire. L’analyse anatomique dans le chapitre 1 a permis
d’extraire les contraintes nécessaires pour paramétrer le système, à savoir concevoir les or-
ganes en tant que formes creuses, épaisses, et lisses. Ce chapitre se concentre sur le processus
de construction de la modélisation géométrique des organes de la région pelvienne.
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3.2 Génération d’un modèle à partir des données d’IRM

Cette étude a été réalisée au sein de laboratoire LSIS et CHU La Timone [PBR+09] à
partir d’images IRM (1.5 T Philips Gyroscan-Philips, Amsterdam, The Netherlands) de 15
patientes sans antécédent de pathologie pelvi-périnéale. L’acquisition d’images sagittales
statiques T2 jointives épaisses de 1 mm des organes pelviens (TR = 5.5 ms, TE = 2.7 ms,
matrice 256 × 256) était faite en position couchée en utilisant une antenne de surface (Fig.
3.1). Le voxel était de 1 mm3. Le rectum était balisé avec 30 ml de gel échographique. Cette
acquisition pelvienne constitue la base du modèle.

Une acquisition sagittale dynamique de coupes épaisses de 10 mm était également réa-
lisée au repos et au cours d’efforts de poussée en utilisant une séquence turbo spinecho T2
dynamique (TR = 3.6 ms, TE = 1.8 ms, FOV = 24 cm, matrice 256 × 256).

FIGURE 3.1 – Image IRM servant de base au développement du modèle géométrique

Le modèle volumique tridimensionnel a été obtenu à partir d’images statiques IRM en uti-
lisant un logiciel libre de segmentation (logiciel OpenSource ITK-SNAP, www.itksnap.org)
basé sur l’évolution d’un contour actif. Le logiciel permet de visualiser simultanément les
organes dans les trois plans de l’espace et de définir les limites des zones à segmenter. Un
germe volumique est alors placé dans la zone délimitée (Fig. 3.2A). Ce germe croît auto-
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matiquement, par itérations, jusqu’aux limites définies (Fig. 3.2B). La croissance du germe
volumique entre chaque itération dépend de sa force d’expansion et de sa force de courbure.
Ces paramètres sont modifiés en fonction du seuillage et de l’hétérogénéité des organes.
L’arrêt de la segmentation est automatique et est basé sur la variation du volume du germe
volumique. Le volume (V) du contour actif est calculé à chaque itération. L’arrêt survient
quand le ratio V(i + 10)/Vi est inférieur à 1.01. À la fin du processus de segmentation, les ir-
régularités géométriques sont automatiquement corrigées par lissage, le modèle géométrique
tridimensionnel est ensuite généré comme indiqué dans figure 3.3. Le logiciel original a par
ailleurs été modifié et complété par de nouveaux outils. Pirro et al. [PBR+09] ont développé
la possibilité de placer manuellement plusieurs germes volumiques à l’intérieur de la zone
à segmenter pour améliorer la qualité de la segmentation tout en diminuant la durée d’exé-
cution. Les outils pour la segmentation de régions hétérogènes à l’intérieur d’un organe ont
également été développés. Ils sont particulièrement utiles pour la segmentation de l’utérus et
du rectum dont l’hétérogénéité est due à la présence de matières intraluminales.

FIGURE 3.2 – A. Interface du logiciel de segmentation permettant la visualisation dans les
trois plans de l’espace de l’organe à segmenter. Un germe volumique a été placé à l’intérieur
de la vessie. B. Aspect en fin de segmentation de la vessie ([PBR+09])

Le modèle volumique a été transformé en un modèle discret en utilisant un maillage
volumique basé sur une méthode de tétraédrisation. Afin d’apprécier la qualité du maillage,
nous l’avons visualisé sous Ferview, un logiciel de post-traitement des données, développé
par LMEE. La figure 3.4 montre un exemple où l’on observe des zones d’éléments finis
très hétérogènes qui ne permettent pas d’envisager un calcul de comportement mécanique
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cohérent par la méthode des éléments finis.

FIGURE 3.3 – Vue latérale du modèle géométrique complet

FIGURE 3.4 – Utérus : présence de mailles très irrégulières
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3.3 Un maillage quadrangulaire de 2-dimension

Les résultats peu satisfaisants obtenus par la méthode de modélisation décrite dans la par-
tie précédente nous ont amené à d’abord réaliser une modélisation en 2 dimensions dans le
plan sagittal. Il s’agit dans ce cas de définir des contours des différents organes et ensuite
de mailler les surfaces obtenues. Pour ce faire, nous avons dans un premier temps récupéré
le nuage de points obtenu à partir des données IRM sous le logiciel Ansys, puis nous avons
sélectionné les points appartenant à un même plan que l’on estime (en l’absence de don-
nées cliniques) être proche du plan sagittal. À partir de ces points sélectionnés, nous avons
ensuite créé dans le plan les contours des organes en utilisant des fonctions splines, ce qui
permet de définir les surfaces fermées à mailler. Les organes ont enfin été maillés comme
étant tous pleins mais avec des zones de matériaux différents correspondant à des couleurs
différentes comme indiqué sur la figure 3.5. L’intérêt d’une telle approche est de pouvoir
jouer sur la compressibilité des matériaux en considérant par exemple que l’intérieur du rec-
tum, de l’uterus et du vagin sont compressibles (air) alors que l’intérieur de la vessie (liquide)
est incompressible. L’avantage du 2D est de pouvoir disposer d’un modèle moins gourmand
en puissance de calcul et ainsi de multiplier les essais numériques avant un passage en 3D.
Remarquons d’ailleurs que les images en IRM dynamique sont également des représenta-
tions 2D dans le plan sagittal. Le modèle 2D pourra ainsi plus facilement être comparé au
comportement réel des organes, et recalé à partir d’images obtenues par IRM dynamique.

FIGURE 3.5 – Modèle en 2D des organes pelviens
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3.4 Un maillage de tétraèdre de 3-dimension

La reconstruction de formes à partir d’un nuage de points correspond à la création d’un
modèle permettant de se représenter les contours d’un objet afin de pouvoir le manipuler
et/ou le visualiser. Pour la construction d’organes de la région pelvienne à partir d’ensembles
de points épars, les données de trois patientes sont exploitables.

a b

c

FIGURE 3.6 – Nuages de points utilisés

Cependant, seul un jeu de données (correspondant donc à une patiente unique) présente
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une densité de points permettant d’envisager une modélisation suffisamment fine (vessie : 44
000 points, rectum : 22 000 points, utérus : 47 000 points), les autres fichiers ont un nombre
de points allant de 100 à 2000. Les analyses sont donc essentiellement effectuées sur les
nuages plus denses.

Une inspection qualitative des nuages permet de conclure que la vessie de la figure 3.6(a)
ne montre pas de problème lié à l’acquisition. Le rectum de la figure 3.6(b), quant à lui, ne
décrit pas l’intégralité de l’organe. La présence de selles à l’intérieur pendant l’acquisition
est sans doute responsable de l’information manquante. Finalement, l’utérus et le vagin à la
figure 3.6(c) n’ont pas pu être séparés pendant l’acquisition dû au manque de précision de
l’IRM. L’existence de nombreux nodules à l’intérieur, conséquence de l’étape de segmenta-
tion, est également à noter.

La modélisation géométrique des organes avec génération "quasi-automatique" de maillages
hexaédriques tout en respectant la forme creuse de ces organes à partir d’un nuage de points
fait partie du travail du groupe « Modélisation Géométrique » du LSIS que nous décrirons
un peu plus tard. En attendant les résultats de ces travaux, nous avons décidé d’utiliser les
logiciels du marché qui sont à notre disposition (Solidworks et Ansys) pour créer, à partir
des mêmes nuages de points, des maillages tétraédriques en forme pleine de la vessie, de
l’utérus + vagin et du rectum. Ce travail nécessite de la part de l’opérateur de respecter un
processus en plusieurs étapes comportant un certain nombre d’opérations manuelles.

3.4.1 Procédure de reconstruction sous SolidWorks

3.4.1.1 Création du maillage

A partir du nuage de points inséré dans SolidWorks, l’assistant «Préparation du Maillage»
permet de guider l’opérateur durant la création du maillage puis lors de la reconstruction
volumique. Les étapes sont les suivantes :

1. Régler l’orientation du nuage de points, c’est à dire placer le repère afin de pouvoir
orienter le modèle que l’on va reconstruire. Cette option n’étant pas indispensable
pour la suite nous ne l’avons pas exploitée d’avantage.

2. L’étape suivante permet de supprimer le bruit (Ensemble de points parasites). Cette op-
tion, facultative, est utile pour les nuages de points désordonnés ou lorsque le nombre
de points est vraiment important.

3. Nous pouvons ensuite gérer la suppression des données parasites qui se trouvent à
l’extérieur du nuage de points. Pour ce faire, nous utilisons les outils de sélection.
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4. Après la création du maillage, ce dernier peut-être lissé pour un meilleur rendu (Fig.
3.7).

5. L’assistant détecte enfin les trous dans le maillage et propose de les combler.

Avant lissage Après lissage

FIGURE 3.7 – Confrontation de deux maillages sans/avec un lissage

3.4.1.2 Reconstruction surfacique automatique

Une fois le maillage recréé, le logiciel ouvre directement l’«Assistant Surfacique» pour la
suite des opérations. On choisit en premier lieu l’option «Automatique». Elle permet de créer
automatiquement les surfaces pour la reconstruction du modèle. Après avoir choisit l’option
automatique pour la création des surfaces, nous pouvons agir sur un curseur de détail de ces
surfaces. En effet, il permet de créer plus ou moins de surfaces (Fig. 3.8). Dans ce genre
de reconstruction, il vaut mieux recréer le moins possible de surfaces. En effet, la pièce
étant de forme quelconque l’analyse numérique est plus simple avec un nombre de surfaces
raisonnable.
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Détail au minimum avec nombre de
surfaces : 87

Détail au maximum avec nombre de
surfaces : 703

FIGURE 3.8 – Confrontation de deux différents de surfaces

Lorsqu’il le peut, SolidWorks crée directement le modèle volumique à l’issu de l’assis-
tance. Cette procédure nous a permis d’aboutir à la reconstruction d’un modèle volumique
plein. Cependant, dans le cas des organes, ils doivent normalement posséder une épaisseur
dans la réalité. La création du modèle avec une épaisseur est faisable sous SolidWorks, mais
ce sujet n’est pas abordé ici pour des raisons de concision.

3.4.2 Un maillage tétraédrique sous Ansys

Avec le modèle 3D, nous avons d’abord envisagé de mailler les organes en les considé-
rants pleins, tout comme pour le modèle 2D. Cependant, les notions de zones et de matériaux
sous SolidWorks, permettent une modélisation de l’intérieur et de l’épaisseur des organes.
Une fois le modèle volumique généré par SolidWorks et inséré dans Ansys, chaque organe
est partagé en deux parties (intérieur et paroi), afin de leur affecter deux matériaux distincts
(tissu mou et air) comme on peut le voir sur la vue en coupe de la figure 3.9. Le maillage
tétraédrique global de l’ensemble des organes est représenté sur la figure 3.10.
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FIGURE 3.9 – Un exemple de vessie

FIGURE 3.10 – Un maillage de tétraèdre
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3.5 La modélisation géométrique des organes avec un maillage
hexaédrique

Une autre approche consiste en la modélisation géométrique des organes avec un maillage
composé d’hexaèdres. Comme il a été dit précédemment, cette partie du travail a été réalisée
par le groupe « Modélisation Géométrique » du LSIS. Nous présentons ici brièvement la
conception et la procédure qui a été mise en œuvre. Tous les détails peuvent être retrouvés
dans la thèse de Thierry Bay [Bay12].

Pour commencer, une surface fermée de l’organe considéré est construite à partir d’une
formulation paramétrique de type B-spline périodique. L’accent est mis sur l’étape d’initia-
lisation, primordiale dans un algorithme utilisant une résolution itérative. Une fois la sur-
face ajustée, l’épaisseur est ajoutée par une approche offset afin de pouvoir créer un volume
proche de la réalité physique de l’organe. Un volume fermé creux, à surface épaisse, est ainsi
créé et discrétisé afin de fournir un maillage d’hexaèdres en sortie. La figure 3.11 montre la
procédure globale présentée dans cette approche :

FIGURE 3.11 – Étapes de la modélisation géométrique

1. Étape d’initialisation : l’objectif est de disposer d’une surface initiale paramétrique
définie à partir de caractéristiques globales sur l’ensemble des données.

2. Étape d’ajustement de la surface : l’objectif est d’ajuster les paramètres de la surface
pour réussir à construire le contour extérieur des organes en étant au plus près des
données.

3. Étape d’offset : l’objectif est d’ajouter une épaisseur aux contours des organes pour se
rapprocher de la réalité physiologique de l’organe.
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3.5.1 Étape d’initialisation

Le principe de cette étape repose sur la construction d’une courbe décrivant le profil gé-
néral des données afin de servir de support au positionnement du réseau de contrôle de la
surface paramétrique initiale de genre 0 ∗.

La forme générale des organes est identique d’un patient à l’autre. Les organes pelviens
ont tous une forme allongée, permettant de déterminer deux extrémités et une direction prin-
cipale de parcours de la forme. Mais pour une modélisation, cette information n’est pas
suffisante pour utiliser un organe initial de « référence ». Bien que les patients adoptent tous
la même position lors de l’acquisition des données, leur configuration physiologique diffé-
rente implique des formes très variées (torsions différentes des organes, pathologie, qualité
de l’acquisition, . . . ). Une initialisation patient-spécifique est donc indispensable.

De ce fait, l’objectif sera de calculer comme premier descripteur un axe non-linéaire à
l’intérieur du nuage de points, guidant le positionnement du second descripteur, à savoir le
polyèdre de contrôle de la surface paramétrique initiale.

L’axe principal s’apparente à l’axe médian de la forme décrite par la distribution du nuage,
dans le sens où il représente l’inertie globale des données. La figure 3.12 représente les
étapes majeures du calcul du premier descripteur à savoir : positionnement initial de l’axe ;
définition de la fonctionnelle d’énergie quantifiant l’écart entre les deux variétés et réduction
de la fonctionnelle d’erreurs.

FIGURE 3.12 – Calcul du premier descripteur : l’axe curviligne

∗. Le genre d’une surface connexe, est le nombre maximum de courbes fermées simples sans points com-
muns pouvant être tracées à l’intérieur de cette surface sans la déconnecter.
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La figure 3.13 montre la procédure du positionnement du second descripteur à savoir :
création du polyèdre de contrôle initial le long de l’axe (Oy) ; placement et orientation des
plans du réseau orthogonalement à l’axe non-linéaire ; orientation des plans aux extrémités
pour s’ajuster plus précisément aux données ; correction des torsions et des problèmes de
parcours sur le polyèdre de contrôle ; utilisation de l’inertie radiale selon l’axe curviligne
pour repositionner indépendamment les pôles de chaque plan.

FIGURE 3.13 – Positionnement du second descripteur : le polyèdre de contrôle

Les données de l’utérus ont été utilisées (47 000 points). Tout d’abord, la figure 3.14
montre la courbe de Bézier issue de l’algorithme itératif. Cette trajectoire est suivie par la
représentation de la surface initiale qui servira de point de départ pour construction de la
surface ajustée.
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FIGURE 3.14 – Courbe de Bézier (en rouge) servant de guide au placement de la surface
initiale

L’ACP † classique [JOL02] permet de calculer les principaux axes d’inertie du nuage de
points. Cependant une approche itérative est nécessaire afin de construire une courbe carac-
térisant au mieux la forme générale des données, assurant ainsi une meilleure initialisation
de la reconstruction. Pour l’utérus, les figures 3.15(a) et 3.15(b) illustrent la différence entre
l’initialisation itérative et l’ACP.

(a) Initialisation ACP (b) Initialisation itérative

FIGURE 3.15 – Deux types d’initialisation pour la construction d’un utérus

L’initialisation itérative permet de prendre en compte une plus grande proportion de l’iner-

†. Analyse en composantes principales
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tie du nuage de points que l’ACP. La position de la surface initiale constitue une étape es-
sentielle et conditionne fortement la convergence de l’algorithme de reconstruction de la
surface finale. L’application d’une telle procédure d’initialisation améliore la qualité de la
construction de la surface qui se trouve ainsi plus proche du nuage de points.

3.5.2 Ajustement de la surface

La procédure d’ajustement est décomposée en deux parties : un ajustement paramétrique
pour réduire l’écart aux données, et une régularisation du potentiel d’énergie de la surface
pour gérer sa tension. Sans donner des détails sur l’algorithme itératif que l’on pourra trouver
dans [Bay12], les organes pelviens après la construction de la surface sont montrés dans les
figures 3.16(a), 3.16(b) et 3.16(c).

(a) Vessie (b) Uterus/vagin

(c) Rectum

FIGURE 3.16 – Reconstruction des organes pelviens

Une fois ces constructions terminées, l’étape suivante consiste à ajouter une épaisseur aux
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contours des organes pour se rapprocher de la réalité physiologique à l’issue de l’ajustement
de la surface.

3.5.3 Ajout d’une épaisseur aux contours des organes

Pour se rapprocher de la réalité physiologique, un maillage volumique de la membrane
épaisse des organes, et non des organes eux-mêmes, est créé. Le problème consiste donc
en deux étapes : construire la surface-offset et créer le maillage hexaédrique. Des nom-
breuses méthodes pour créer des surfaces offsets peuvent être trouvées dans la littérature
([Mae99, KN02]), les approches volumétriques sont souvent utilisées, malgré le défaut d’être
limitées par la résolution de la grille ([VM04, CWRR05, PK08]). Une approche est choisie
à l’égard de nos contraintes spécifiques, à savoir : 1. créer un maillage d’hexaèdres à partir
de la génératrice et de l’offset-interne ; 2. pouvoir définir plusieurs couches dans l’épaisseur ;
3. gérer les auto-intersections. Au regard des contraintes du problème fixées au départ, un
maillage d’hexaèdres conforme, non-mixte et sans chevauchement peut être effectivement
créé pour les simulations par éléments finis. Un maillage qui contient environ 9000 éléments
en total pour ces trois organes avec des épaisseurs est montré dans la figure 3.17.

Une vue globale Une vue coupée de la vessie

FIGURE 3.17 – Un maillage 3D des organes pelviens
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3.6 Conclusions

La reconstruction tridimensionnelle des organes pelviens a été réalisée à partir d’images
IRM. Les organes pelviens ont été segmentés par une méthode semi-automatique, puis leur
maillage a été réalisé de manière automatique par une tétraédrisation des volumes. À cause
de la présence d’éléments très hétérogènes, ce maillage ne permet pas d’envisager un calcul
de comportement mécanique cohérent par la méthode des éléments finis.

Par conséquent, nous avons dû créer un maillage 2D composé d’éléments quadrangulaires
et un maillage 3D composé de tétraèdres en mettant au point une procédure s’appuyant
sur des fonctionnalités issues de logiciels CAO et ceci en partant d’un nuage de points. En
parallèle, une procédure de la modélisation géométrique des organes avec un maillage 3D
composé d’hexaèdres a été présentée brièvement, résultant d’un travail réalisé par le LSIS
dans le cadre du projet MoDyPe pour lequel nous sommes un des partenaires. Ce maillage
est conforme aux contraintes exigées pour un calcul par la méthode des éléments finis, prend
en compte les épaisseurs des organes et nécessite peu d’opérations pour sa réalisation.
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Chapitre 4

Simulations du prolapsus des organes
pelviens

4.1 Quelques approches de simulation numérique

On ne trouve pas dans la littérature, à notre connaissance, beaucoup de travaux de simu-
lation numérique du mouvement et des déformations des organes pelviens. Voici quelques
articles qui ont attiré notre attention et qui concernent notre sujet.

Dans l’article de Yan et al. [YJW99], un travail de modélisation du rectum est présenté.
Le volume du rectum est généré à partir d’images en coupes (C.T. scan) tenant compte des
contours externes et internes de l’organe (et donc de l’épaisseur). Le volume est ensuite
maillé pour procéder à une résolution par éléments finis. La loi de comportement des tissus
utilisée est une loi de comportement élastique linéaire compressible (Module de Young E =
0.5 KPa et coefficient de Poisson = 0.3). L’intérêt de ce travail se situe essentiellement au
niveau de la reconstruction 3D qui prend en compte réellement l’épaisseur de l’organe. En
revanche, la loi de comportement utilisée semble beaucoup trop simpliste.

Dans la thèse de Boubaker [Bou09], le travail concerne la region pelvienne chez l’homme
avec pour objectif de modéliser la mobilité de la prostate occasionnée par la réplétion des
organes (rectum, vessie) et des entités anatomiques qui constituent son environnement. Des
nuages de points de la géométrie des organes pelviens ont été obtenus à partir d’images ac-
quises également par CT scan. Il utilise un logiciel standard du marché (CATIA) pour réaliser
la reconstruction 3D. La géométrie ainsi constituée peut être facilement utilisée par le même
logiciel qui dispose d’un mailleur et d’un solveur éléments finis intégrés. Dans ce travail le
choix a été porté sur l’utilisation d’éléments coques, il est donc nécessaire de disposer une
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cartographie des épaisseurs qui constituent un paramètre déterminant dans l’élément coque.
Les lois de comportement sont hyperélastiques de types Yeoh et Ogden. A noter également
dans cette thèse, un travail sur l’identification des lois de comportement à partir de mesures
d’essais expérimentaux sur éprouvettes porcines en utilisant le logiciel MSC de Marc Men-
tat. Des pressions de distension ont été appliquées à l’intérieur du rectum et de la vessie d’une
manière uniforme et évolutive. L’auteur a choisi les valeurs de pressions internes inhérentes
aux distensions vésicale et rectale de 0.5 kPa pour le vessie et 1 kPa pour le rectum. Les
épaisseurs des parois rectale et vésicale sont fixées à 3 mm. Les déplacement des organes
dans des directions différentes sont comparés avec des mesures expérimentales. Globale-
ment, la vessie semble moins influencer la position de la prostate que le rectum. L’intérêt de
ces travaux réside dans le souci de corrélation avec l’expérimental, aussi bien au niveau du
comportement local (lois de comportement) et du comportment global (positionnement de la
prostate).

Dans l’article de Rao et al. [VRRB+10], la géométrie des organes pelviens a été obtenue
par reconstruction de volumes à partir d’images IRM statiques. La génération des surfaces
des organes a été effectuée après segmentation des contours à l’aide du logiciel ARTIMED.
Un modèle éléments finis sous ABAQUS comportant 39500 éléments (dont 39000 éléments
coques et 500 éléments poutres) et 28000 nœuds a été construit. La loi de comportement des
tissus des organes principaux est hyperélastique isotrope du type Mooney-Rivlin, par contre
le comportement des ligaments est supposé être linéaire, élastique en petites déformations.
Afin de simuler les déformations, une pression de 2.5 MPa, simulant une pression de l’ab-
domen durant une phase d’expiration, est appliquée sur une surface projetée sur l’ouverture
supérieure du pelvis. La résolution effectuée, toujours sous ABAQUS, est une résolution par
une approche quasi-statique avec un chargement progressif. L’intérêt de ces travaux est en-
core une fois la reconstruction 3D, et la description anatomique des ligaments mis en jeu
dans l’anatomie pelvienne. Par contre on ne voit guère dans les résultats de grandes transfor-
mations simulées pouvant laisser entrevoir un prolapsus pelvien.

Dans les travaux que nous venons de présenter, nous voyons se distinguer une stratégie
de modélisation commune et relativement classique. A savoir acquisition d’images scanners,
extraction des contours des organes, reconstruction 3D et discrétisation par la méthode des
éléments finis de ces mêmes organes afin de simuler leur déplacement et déformation en
quasi-statique. Nos travaux s’inscrivent dans cette même démarche à l’exception du fait que
nous n’avons pas choisi des éléments coques pour la modélisation 3D et que nous proposons
une approche intermédiaire 2D dans le plan sagittal. L’avantage de discrétiser en éléments
coques est de réduire le nombre de degrés de liberté du modèle et donc la taille du système
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d’équations à résoudre. Par contre en grandes déformations cela peut poser des problèmes
d’instabilités numériques, c’est peut être pourquoi nous n’avons pas vu dans la littérature
de simulations d’organes pelviens avec de grandes déformations comme un prolapsus stade
2 ou 3, malgré la présence de lois de comportement hyperélastique. Une autre exception
est que nous développons notre propre code de calcul FER dans lequel ont été implantées
les différentes lois de comportement matériaux hyperélastiques présentées au chapitre 2, ce
qui nous permet d’avoir une maîtrise numérique sur l’ensemble du modèle. A travers ce
chapitre nous présentons les résultats de nos simulations mais aussi les algorithmes qui sont
mis en œuvre dans la résolution numérique au niveau des forces de contact et des équations
d’équilibre en quasi-statique.

4.2 Simulation par éléments finis

4.2.1 Modélisation du contact

Au cours des deux dernières décennies, des avancées importantes ont été accomplies dans
l’analyse des problèmes de contact par la méthode des éléments finis. Un grand nombre d’al-
gorithmes de résolution a été présenté dans la littérature. Le lecteur trouvera des exposés de
synthèse parmi les références bibliographiques [Kla93, Wri95], ainsi que des monographies
par Kikuchi et Oden [KO88], Zhong [Zho93] et Wriggers [Wri02]. Les méthodes de pénali-
sation ou de régularisation [CB86, Par89] semblent, à première vue, les plus appropriées pour
traiter les problèmes de contact. Mais dans ce type de méthode, les conditions de contact et
les lois de frottement ne sont pas satisfaites exactement. De plus, il est délicat pour les utilisa-
teurs de choisir le facteur de pénalité adéquat. Les expériences ont montré que ces méthodes
présentent des inconvénients en ce qui concerne la stabilité et la précision numérique, en par-
ticulier pour tout ce qui touche à la simulation des phénomènes de frottement. Pour pallier
ces insuffisances, une méthode du Lagrangien augmenté a été développée par Alart et Cur-
nier [AC91]. Cette méthode consiste à déterminer les inconnues (déplacements et réactions)
simultanément en utilisant un algorithme de Newton généralisé. Simo et Laursen [SL92] ont
également proposé une méthode similaire. De Saxcé et Feng ont proposé une méthode du bi-
potentiel fondée sur la théorie MSI (Matériau Standard Implicite) [dF91], dans laquelle une
nouvelle formulation du Lagrangien augmenté est développée. Pour les problèmes de contact
unilatéral avec frottement, la méthode du bipotentiel n’utilise qu’un seul principe variation-
nel sur le déplacement et une seule inégalité sur le contact unilatéral et le frottement. Dans
la méthode du bipotentiel, le problème de contact avec frottement est traité dans un système
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réduit par un algorithme d’Uzawa avec une seule phase de prédiction-correction sur le cône
de frottement [dF98]. Pour plus de détails sur la formulation du Lagrangien augmenté, nous
renvoyons vers les articles de Klarbring et al. [Kla92, CKPS98].

4.2.1.1 Cinématique du contact

Dans la suite, les notations et définitions sont introduites. On considère deux solides Bα

(figure 4.1), avec α = 1, 2. Chacun d’eux occupe un domaine borné Ωα ⊂ R3, et un point
du domaine est noté Xα. En outre, ces solides sont considérés comme élastiques et sont sou-
mis à des grands déplacements. La frontière Γα de chaque corps est supposée suffisamment
régulière de sorte à pouvoir définir un vecteur normal unitaire, noté nα, en chaque point M
de Γα. On note I = [ 0,T ] l’intervalle de temps au cours duquel le chargement est appliqué.
À chaque instant, t ∈ I, la frontière Γα du solide Bα peut, en général, être découpée en trois
parties distinctes : Γα

u , Γα
t , Γα

c . Avec, Γα
u la partie où est imposé le déplacement ūα, Γα

t la
partie où est imposé l’effort t̄α, et enfin les surfaces de contact Γα

c où les deux corps B1 et
B2 peuvent être en contact à l’instant t :

Γα = Γα
u ∪ Γα

t ∪ Γα
c (4.1)
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FIGURE 4.1 – Contact cinématique

Les configurations déformées successives de Bα sont décrites à chaque instant par le
champ de déplacement uα défini sur Ω̄α (c’est-à-dire la fermeture de Ωα). Sur la surface
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de contact, une normale unique, notée n, dirigée vers B1 (n ≡ n2) est définie et le plan tan-
gent, orthogonal à n dans R3, est noté T. Pour construire une base locale orthonormée, deux
vecteurs notés tx et ty sont définis dans le plan T. Pour décrire le contact avec frottement
qui peut se produire sur Γc , nous introduisons la vitesse relative par rapport à B2

u̇ = u̇1 − u̇2 (4.2)

où u̇1 et u̇2 sont respectivement les vitesses instantanées de B1 et B2. Soit r la distribution des
forces de contact exercée sur B1 à M par B2. En accord avec le principe d’action-réaction,
B2 est soumis au vecteur contrainte −r. Dans le système de coordonnées local défini par le
plan tangent T et la normale n, les vecteurs u̇ et r peuvent alors être décomposés de façon
unique comme suit :

u̇ = u̇t + u̇n n, u̇t ∈ T, u̇n ∈ R (4.3)

r = rt + rn n, rt ∈ T, rn ∈ R (4.4)

4.2.1.2 Loi de contact et modèle de frottement

La loi de contact unilatéral est caractérisée par une condition géométrique de non-pénétration,
un état statique de non-adhésion et un état mécanique complémentaire. Ces trois condi-
tions sont connues sous le nom des conditions de Signorini. La condition de non-pénétration
contraint le champ de déplacement uα, elle est donnée par :

g(X) = (X1 −X2) · n ≥ 0 (4.5)

où

Xα(t) = Xα(t = 0) + uα (4.6)

Le point X2 est défini comme la projection du point X1 ∈ Γ1
c sur la surface Γ2

c . En notant
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h l’écart initial :

h = (X1 −X2) · n ≥ 0 (4.7)

les conditions d’impénétrabilité de Signorini sont alors données par :

un + h ≥ 0 , rn ≥ 0 , (un + h) rn = 0 (4.8)

Ces conditions doivent être satisfaites à chaque instant t ∈ I. Supposons maintenant que
les solides soient initialement en contact sur une certaine partie de Γα

c . Sur cette partie de Γα
c ,

les conditions de Signorini deviennent alors :

un ≥ 0 , rn ≥ 0 , un rn = 0 (4.9)

En général, à chaque instant t ∈ I, la surface de contact potentiel Γα
c peut être découpée

en deux parties disjointes : +Γα
c où les solides sont déjà en contact et −Γα

c où les solides ne
sont pas en contact :

Γα
c = +Γα

c ∪ −Γα
c (4.10)

Par rapport à Γα
c , +Γα

c et −Γα
c changent au cours du temps t et peuvent être vides à des

instants t ∈ I. Dans le cas de l’analyse dynamique, tel que les problèmes d’impact, les
conditions de Signorini peuvent se formuler sur +Γα

c , en termes de vitesse relative par :

u̇n ≥ 0 , rn ≥ 0 , u̇n rn = 0 sur +Γα
c (4.11)

Lorsque u̇n ≥ 0, les solides sont séparés alors qu’ils restent en contact lorsque u̇n = 0. La
formulation 4.11 des conditions de Signorini peut être combinée avec les règles de glissement
pour obtenir la loi complète de contact avec frottement applicable sur les parties en contact
de Γα

c . Cette loi complète exprime qu’il y a des vitesses possibles des solides qui satisfont
la règle d’impénétrabilité, de non-adhesion et de glissement. Évidemment, pour un écart
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strictement positif (un ≥ 0), la vitesse relative normale est arbitraire (u̇n ∈ R) et la force
normale de réaction est égale à zéro (rn = 0). Les mouvements des corps qui ne sont pas
en contact sont arbitraires jusqu’à ce que le contact soit établi. Ce choix est motivé par le
fait que l’accent est mis sur la définition des évolutions admissibles des solides en contact
où l’intégration temporelle doit être effectuée. Dans le reste du mémoire, un signe moins
précède toujours la vitesse tangentielle relative u̇t pour souligner sa direction opposée à la
force de frottement.

Dans ce travail, on considère la loi classique de frottement sec de Coulomb. L’ensemble
des forces admissibles, noté Kµ, est défini par :

Kµ =
{
r ∈ R3 tel que ∥rt∥ − µrn ≤ 0

}
(4.12)

où µ est le coefficient de frottement et Kµ le cône de Coulomb.

4.2.1.3 Loi complète de contact avec frottement

Sur la surface de contact Γα
c , la règle de glissement peut être combinée avec les conditions

de Signorini pour obtenir la loi complète de contact avec frottement qui indique les statuts
possibles sur la zone de contact (adhérence, glissement, non-contact). Cette loi fortement
non linéaire rend les problèmes de contact avec frottement parmi les plus difficiles à résoudre
en mécanique. Une suite d’instructions du type “si...alors...sinon” peut être employée pour
l’écrire analytiquement :

si rn = 0 alors u̇n ≥ 0 non-contact
si r ∈ intK i

µ alors u̇n = 0 et − u̇t = 0 adhérence
sinon (r ∈ bdK f

µ et rn > 0){
u̇n ≥ 0 et ∃ λ̇ > 0 tel que − u̇t = λ̇

rt
∥rt∥

}
glissement

(4.13)

où K i
µ et K f

µ représentent respectivement l’intérieur et la frontière de Kµ. Le caractère à
valeurs multiples de la loi se situe dans la première et deuxième partie de la relation. Si
rn est nul alors u̇ est arbitraire, mais sa composante normale u̇n devrait être positive. En
d’autres termes, un seul élément de R3 (r = 0) est associé à un nombre infini de vecteurs
vitesse u̇ ∈ R3. Les mêmes arguments peuvent être développés pour la deuxième partie de
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la relation. La loi inverse, c’est à dire la relation r(−u̇), peut être écrite comme suit :

si u̇n > 0 alors rn = 0 non-contact
si u̇ = 0 alors r ∈ Kµ adhérence
sinon (u̇ ∈ T− {0}){

u̇n ≥ 0 et rt = µ rn
−u̇t

∥ − u̇t∥

}
glissement

(4.14)

La forme complète de la loi de contact avec frottement implique trois statuts possibles,
qui sont : non-contact, contact avec adhérence et contact avec glissement. Seul le dernier cas
produit de la dissipation d’énergie.

4.2.1.4 Méthode du bipotentiel

De Saxcé et Feng [dF98] ont montré que la loi de contact (4.13) est équivalente à l’inclu-
sion différentielle suivante :

−
(
u̇t + (u̇n + µ∥ − u̇t∥)n

)
∈ ∂

∪
Kµ

r (4.15)

où
∪
Kµ

r est une fonction indicatrice de l’ensemble convexe fermé Kµ :

∪
Kµ

(r) =

{
0 si r ∈ Kµ

+∞ sinon
(4.16)

Le bipotentiel de contact est défini par :

bc(−u̇, r) =
∪
R−

(−u̇n) +
∪
Kµ

(r) + µ rn∥ − u̇t∥ (4.17)

où R− = ]−∞, 0] est l’ensemble des nombres réels négatifs ou nuls.

Afin d’éviter les potentiels non différentiables qui apparaissent en mécanique non linéaire,
tel que les problèmes de contact, il est d’usage d’employer la méthode du Lagrangien aug-
menté [AC91, SL92, dF91, Kla92]. Pour le bipotentiel de contact bc, donné par (4.17), à
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condition que u̇n ≥ 0 et r ∈ Kµ, nous avons :

∀ r
′ ∈ Kµ, ϱµ(r

′

n − rn)∥ − u̇t∥+
(
r
′ − (r− ϱu̇)

)
· (r′ − r) ≥ 0 (4.18)

où ϱ est un paramètre intervenant dans la solution. Dans nos calculs, ϱ est pris comme étant
égal au plus grand terme diagonal de matrice de rigidité de contact local. Tenant compte de
la décomposition (4.3, 4.4), l’inégalité suivante doit être satisfaite :

r
′ ∈ Kµ, (r− τ ) · (r′ − r) ≥ 0 (4.19)

où les réactions de contact augmentées τ sont définies par :

τ = r− ϱ
(
u̇t + (u̇n + µ∥ − u̇t∥)n

)
(4.20)

L’inégalité (4.19) signifie que r est la projection de τ sur le cône de Coulomb :

r = proj(τ , Kµ) (4.21)

pour la solution numérique de l’équation implicite (4.21), l’algorithme d’Uzawa est employé,
celui-ci conduit à un processus itératif impliquant une étape de prédiction/correction :

Prédiction τ i+1 = ri − ϱi
(
u̇i
t + (u̇i

n + µ∥ − u̇i
t∥)n

)
Correction ri+1 = proj(τ i+1, Kµ)

(4.22)

Il est important de noter que, dans cet algorithme, le contact unilatéral et le frottement
sont couplés par l’intermédiaire du bipotentiel. Un autre point essentiel de la méthode du
bipotentiel est que le correcteur peut être analytiquement trouvé en ce qui concerne les trois
statuts possibles du contact (figure 4.2) : τ ⊂ Kµ (contact avec adhérence), τ ⊂ K∗

µ (pas de
contact) et τ ⊂ R3 −Kµ

∪
K∗

µ (contact avec glissement). K∗
µ est le cône dual de Kµ. Cette
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étape de correction est explicitement donnée comme suit :

si µ|τti+1| < −τ i+1
n alors ri+1 = 0 non-contact

si |τti+1| < µ τ i+1
n alors ri+1 = τ i+1 adhérence

sinon ri+1 = τ i+1 − (∥τ i+1
t ∥ − µ τ i+1

n )

(1 + µ2)

( τ i+1
t

∥τ i+1
t ∥

+ µn
)

glissement

(4.23)

FIGURE 4.2 – Correction sur le cône de Coulomb selon les statuts du contact

Il est important de souligner que cette formule explicite est valable à la fois pour les
problèmes de contact 2D et 3D avec frottement de Coulomb et permet d’obtenir des résultats
très stables et précis.

4.2.2 Quasi-statique

Dans le cas de la simulation pelvienne (contact entre tissus mous), les mouvements sont
lents et ne présentent pas de discontinuités importantes au niveau des vitesses. Les forces
inertielles ne sont pas importantes et peuvent être négligées, dans ce cas on fait l’hypothèse
d’une transformation quasi-statique. Il n’y a plus d’intégration temporelle (simple ou double)
mais une résolution numérique des équations d’équilibre fortement non linéaire par Newton-
Raphson.
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4.2.3 Formulation par la méthode des éléments finis

Dans l’analyse linéaire, on suppose une relation linéaire entre les déformations et les dé-
placements. Cependant, s’il y a de grands déplacements et de grandes rotations, comme dans
le cas des problèmes de contact en dynamique, la relation non linéaire entre les déforma-
tions et les déplacements ne peut pas être ignorée. L’analyse non linéaire géométrique peut
être décrite en employant la formulation du Lagrangien total ou du Lagrangien actualisé.
La formulation du Lagrangien total construit la matrice de rigidité tangente par rapport à
la configuration initiale, alors que la formulation du Lagrangien actualisé construit la ma-
trice de rigidité tangente à partir de la configuration courante. La formulation du Lagrangien
actualisé est efficace [ZT91] informatiquement parce qu’il ne comprend pas la matrice de
déplacement initiale. Dans la formulation du Lagrangien total, la configuration initiale de-
meure constante. Ceci simplifie le calcul [Cri91, SH98]. Par conséquent, la formulation du
Lagrangien total a été choisie dans ce travail pour la discrétisation par éléments finis.

Dans le cadre de la méthode des éléments finis et d’après (2.7) et (2.13), le tenseur de
Green-Lagrange inclut formellement les termes linéaires et non linéaires en fonction des
déplacements nodaux [SH98] :

E =
(
BL +

1

2
BNL(u)

)
u (4.24)

où BL et BNL(u) sont les matrices qui relient respectivement les termes linéaires et non
linéaires des déformations aux déplacements nodaux. D’après (4.24), la forme incrémentale
de la relation déformation-déplacement est :

δE =
(
BL +BNL(u)

)
δu (4.25)

En utilisant le principe des travaux virtuels, on obtient les équations :

δW =

∫
V0

S δE dV − Fext δu−R δu (4.26)

où V0 est le volume de la configuration initiale, Fext le vecteur des chargements extérieurs,
R le vecteur des forces de contact.

Pour chaque nœud de contact i, le vecteur de la force de contact dans le repère global est
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déterminé par la matrice standard de passage H du repère local vers le repère global.

Ri = Hiri (4.27)

où r est la solution de l’algorithme itératif défini dans (4.22).

La forme progressive de la contrainte δS peut être liée à la forme progressive de la défor-
mation δE comme suit :

δS = D : δE = D :
(
BL +BNL(u)

)
δu (4.28)

En Substituant δE défini par (4.25) dans (4.26), on obtient :

δW =

∫
V0

S(BL +BNL(u)
)
δudV − Fextδu−Rδu = (Fint − Fext −R)δu (4.29)

Le vecteur des forces internes étant défini par :

Fint =

∫
V0

S
(
BL +BNL(u)

)
dV (4.30)

Comme δu est arbitraire, on obtient le système d’équations différentielles non linéaires :

Fint − Fext −R = 0 (4.31)

Cette équation est fortement non linéaire, en raison de grandes déformations et grands
déplacements de solide. En outre, la loi constitutive du contact avec frottement est générale-
ment représenté par les inégalités et le potentiel de contact est même non différentiable. Au
lieu de résoudre (4.31) en tenant compte de tous les non-linéarités dans le même temps, nous
proposons une approche pour séparer les non-linéarités afin de surmonter la complexité de
calcul et d’améliorer la stabilité numérique. Une procédure de solution typique pour ce type
d’analyse non linéaire est obtenue en utilisant la méthode de Newton-Raphson procédure



Simulation par éléments finis 101

itérative [BLM00, SH98] :

{
Ki

T△u = Fext +R− Fi
int

ui+1 = ui +△u
(4.32)

où i et i + 1 sont les nombres d’itération à laquelle les équations sont calculés. Ki
T est la

matrice de rigidité tangente, u, le vecteur des déplacements nodaux, △u, le vecteur des
déplacements nodaux correction, et Fi

int, le vecteur des forces internes. Prendre la dérivée de
Fint par rapport aux déplacements nodaux u donne la matrice de rigidité tangente comme :

K =
∂Fint

∂u
=

∫
V0

(∂S
∂u

(
BL +BNL(u)

)
+ S

∂BNL(u)

∂u

)
dV (4.33)

En plus, en utilisant (4.28), la matrice de rigidité tangente est en fait la somme de la ma-
trice de rigidité élastique Ke, la matrice de rigidité géométrique (ou la rigidité des contraintes
initiales) Kσ et la matrice de rigidité de déplacement initial Ku :

K = Ke +Kσ +Ku (4.34)

où

Ke =

∫
V0

BT
LDBL dV (4.35)

Kσ =

∫
V0

S
∂BNL

∂u
dV (4.36)

Ku =

∫
V0

(
BT

LDBNL +BT
NLDBL +BT

NLDBNL

)
dV (4.37)

Il est à noter que (4.32) ne peuvent pas être résolus directement parce que △u et R tous
les deux sont inconnus.
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4.2.4 Simulation en 2D

Lorsque l’on doit traiter un problème complexe, c’est à dire fortement non linéaire avec
des transformations importantes, la démarche du mécanicien consiste dans un premier temps
à procéder à des simplifications. C’est pourquoi nous nous sommes focalisés sur la construc-
tion d’un modèle 2D en déformation plane de la cavité pelvienne, le plan de la simulation
choisi étant le plan sagittal. Une modélisation en déformation plane ne se justifie que si on
a un plan de symétrie parfaite, c’est à dire aussi bien au niveau de la géométrie que de la
distribution des efforts, ce qui bien sûr n’est pas le cas dans la descente d’organes pelviens.
L’intérêt d’un tel modèle, c’est de réduire considérablement le nombre de degrés de liberté
permettant ainsi de multiplier des essais numériques afin de tester nos algorithmes sur la réso-
lution de problèmes hyperélastiques avec contacts multiples, mais aussi de tester l’influence
des coefficients des lois de comportement local sur le comportement global des organes. La
simulation 2D permet une comparaison directe avec les images IRM dynamiques captées
dans le plan sagittal.

4.2.4.1 Simulation basée sur des données de la littérature

Le maillage dans sa configuration initiale (état non déformé) a été défini dans le chapitre
3. Les organes sont maillés comme s’ils étaient pleins, mais avec des zones de matériaux
différents permettant ainsi de distinguer le comportement défini dans l’épaisseur, du compor-
tement défini à l’intérieur de l’organe. Chaque couleur correspond à une zone de matériau
différent comme on peut le voir sur la figure 3.5. L’orange, le vert, et le bleu représentent
respectivement les tissus mous de la vessie, de l’utérus + vagin, et du rectum. La zone jaune
représente des zones de pression interne plus ou moins forte suivant la compressibilité du ma-
tériau (air ou liquide) en relation avec le coefficient d vu dans le chapitre 2. Dans ces zones
les effets de cisaillement sont négligés. Le fascia, qui est supposé de nature différente, relie
les organes et est représenté en vert foncé. Le pubis est à côté de la vessie et est considéré
comme fixe.

On utilise le modèle de Yeoh dont les coefficients ont été identifiés dans le chapitre 2 à
partir de données issues de la littérature (Table 2.2). Le pubis est considéré comme infiniment
rigide au regard de l’élasticité des tissus mous. Il est modélisé en élasticité linéaire.

On considère deux zones de contact sans frottement, la première entre la partie supérieure
de la vessie et la partie inférieure de l’utérus, la deuxième entre le pubis et la partie inférieure
de la vessie. Les conditions limites sont spécifiées en termes de déplacements de nœuds : le
pubis est fixé (Ux = Uy = 0) dans sa zone de contact avec la vessie, il ne se déforme donc pas.
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Le plancher pelvien, qui se trouve au fond de la cavité pelvienne, agit comme une couche
de soutien. Il n’est physiquement pas modélisé mais son influence est prise en compte en
imposant des conditions limites en déplacement sur les extrémités sortantes, du vagin, de
l’urètre et du rectum. Pour simuler un effondrement du plancher, on impose un déplacement
vertical vers le bas de 10 mm. Afin de simuler un valsava maximal (expiration bloquée), on
impose sur la surface antérieure et supérieure de l’utérus un déplacement vertical vers le bas
de 27.9 mm. Ce déplacement imposé est issu d’une séquence d’images IRM dynamiques
trouvée dans [NPBC08].

Le résultat de la simulation est présenté sur la figure 4.3. On peut voir le déplacement total
des organes de leur configuration initiale non déformée à la configuration finale déformée.
On peut voir également la distribution des contraintes de von Mises dans le modèle. Les
organes se déforment comme prévu et les contacts sont bien gérés. La contrainte maximale
semble se produire dans la paroi antérieure du vagin. Même simplifié, ce modèle met en
évidence un affaiblissement possible de la paroi vaginale antérieure, or il est cliniquement
connu que la cystocèle est la forme la plus commune de prolapsus des organes pelviens
[DeL92]. Ce premier résultat met en évidence, que notre logiciel peut aider à comprendre les
causes de cette forme de prolapsus.

FIGURE 4.3 – Comparaison entre la configuration initiale et la déformée finale
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4.2.4.2 Test de validation

L’acquisition IRM dynamique permet l’observation de la dynamique des organes pelviens
(vessie, utérus, rectum), à travers les mouvements et les déformations propres à chaque or-
gane lors d’un effort de poussée abdominale. Les images 2D issues des séquences IRM sont
segmentées afin d’obtenir les contours de la vessie, de l’utérus-vagin et du rectum. A partir
de ces contours, on peut par le calcul du centre de gravité de chaque organe, caractériser le
mouvement et par le calcul de descripteurs de forme caractériser la déformation. Les descrip-
teurs de forme sont des attributs numériques représentant l’aspect forme, ils sont largement
utilisés dans la reconnaissance de formes, une revue est proposée dans [ZL04]. Une adap-
tation des descripteurs de formes a été proposée dans [RBPB09] : la déformation d’organe
à un moment donné est représentée par la distance entre les coefficients de descripteurs de
formes des organes à l’état courant (déformé), et les coefficients de descripteurs de formes
des organes à l’état de repos (t = 0).

FIGURE 4.4 – Exemple d’une séquence segmentée

Les travaux de thèse de Mehdi Rahim [Rah12], appartenant au LSIS, sur la caractéri-
sation du mouvement et des déformations des organes pelviens ont permis de réaliser des
diagnostics cliniques sur chaque acquisition. Outre le diagnostic normal, trois principales
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FIGURE 4.5 – Confrontation de déformations entre le résultat numérique et images IRM
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FIGURE 4.6 – Configurations de 12 séquences
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pathologies ont été identifiées, la cystocèle, la rectocèle, et le prolapsus utérin. Dans un but
d’homogénéité, la groupe LSIS a échantillonné les séquences IRM dynamiques en un sous-
ensemble de 12 images réellement représentatives du phénomène observé. Ainsi, la première
image représente les organes à l’état de repos, tandis que les images suivantes résument le
comportement des organes pelviens lors d’un effort de poussée, la dernière image représente
l’état des organes lorsque la poussée est à son maximum. Nous présentons sur la figure 4.4
une série de contours fermés des trois organes d’intérêt.

Dans le but de valider le comportement mécanique de nos organes simulés, un travail
de collaboration a été mené avec le LSIS. De la séquence d’images des contours, Mehdi a
calculé le déplacement des contours qui a été mis en corrélation avec les noeuds du maillage
de notre modèle. En procédant ainsi on a reproduit assez précisément les formes obtenues
sur les images IRM ce qui valide la capacité de reproduire des déformations correspondant
à des cas cliniques mais valide aussi l’appariement entre les points images des contours
et les nœuds du maillage ce qui est loin d’être évident. En imposant le déplacement des
contours des trois organes les forces de contacts ne peuvent pas être mises en jeu, ce qui laisse
apparaître des inter-pénétrations entre les organes. La figure 4.5 représente la comparaison
image par image entre la simulation et l’IRM dynamique.

Ensuite, nous avons décidé de modifier les conditions limites du modèle en rajoutant le
facia entre les organes et la zone de contact entre la vessie et l’utérus. Nous avons également
jugé qu’il est plus réaliste de considérer le vagin et l’utérus comme un organe creux et de
considérer des nouvelles zones de contact sur les parois internes du vagin. Les configurations
de 12 séquences sont représenté dans la figure 4.6.

4.2.5 Simulation en 3D

Les procédures de génération de la géométrie des organes pelviens et de leur discrétisation
spatiale ont été présentées dans le chapitre 3. Rappelons que les modèles 3D sont construits à
partir de nuages de points. Un premier modèle tétraédrique a été élaboré à partir de logiciels
CAO (SolidWorks et Ansys) afin de procéder à des essais numériques. Nous utilisons ici
un deuxième modèle géométrique généré par l’application développée par le LSIS suite aux
travaux de Thierry Bay. Ce modèle répond aux contraintes que nous avions fixées en tant que
mécanicien à savoir des organes creux discrétisés en éléments finis hexaédriques homogènes.
Le modèle présenté ci-dessous contient environ 9000 hexaèdres.

Les valeurs des épaisseurs des parois vésicale, rectale, et utérine sont très controversées
car elles sont difficiles à obtenir in vivo à partir d’images IRM. L’épaisseur mesurée de la
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paroi vésicale, d’après Khullar et al. [KSC+94], est généralement d’environ 4-5 mm. Tu-
baro et al. [TNT+05] rapportent que l’épaisseur vésicale moyenne, d’après le monogramme
d’Abrams-Griffith, varie entre 3.5 et 4 mm. Dans l’étude de Frokjaer et al. [FLB+05], l’épais-
seur rectale varie entre 2.7 et 4.0 mm. L’épaisseur utérine, la plus épaisse des trois organes,
est près de 25.0-40.0 mm d’après Miftahof et al. [MN11]. La valeur de 5.0 mm en moyenne
est adoptée pour l’épaisseur de la paroi vésicale et de 4.0 mm pour celle de la paroi rectale.
Le valeur de l’épaisseur de la paroi utérine que l’on a adoptée varie entre 15.0-30.0 mm.

Contrairement au modèle 2D, le fascia entre les organes n’a pas été modélisé. L’interac-
tion entre les organes est donc gérée par les forces de contact. Ce sont des contacts unilaté-
raux qui ont lieu entre un nœud du premier corps et une facette (d’un élément) du deuxième
corps déformable.

Pour les conditions limites, nous nous sommes basés principalement sur les observations
anatomiques de DeLancey [DeL93] et les discussions avec les médecins du CHU La Timone
de Marseille (voir aussi le chapitre 1). Les parties inférieures de la vessie et du vagin sont
reliées au plancher pelvien qui est considéré comme étant fixe et rigide. La partie dorsale du
rectum s’appuie sur l’arrière de la cavité pelvienne (coccyx) que nous considérons également
comme étant fixe. Nous avons contraint les déplacements des parois latérales du vagin dans
les directions x et y (directions du plan sagital) pour simuler l’influence du paracolpium qui
rattache le vagin latéralement sur les parois pelviennes. Plusieurs zones de contact ont été
définies : entre l’utérus et la vessie, entre la paroi postérieure de la vessie et la paroi antérieure
du vagin, entre la paroi postérieure du vagin et le paroi antérieure du rectum. Un déplacement
de 6.0 mm est imposé sur la partie supérieure de l’utérus afin de simuler le comportement
des organes pelviens lors d’un effort de poussée. Les paramètres matériaux sont choisis et
définis dans le tableau 2.2 du chapitre 2.

Les déplacements verticaux (suivant z) peuvent être visualisés sur la figure 4.7. Les
contraintes générées dues à l’interaction entre organes augmentent au fur et à mesure de
l’abaissement de l’utérus. Les contraintes de Von Mises sont visualisées sur la figure 4.8. La
contrainte maximale est de 3.85 MPa et se trouve localisée sur la paroi vaginale. L’interface
entre l’utérus et la vessie est visualisée sur la figure 4.9. On peut voir que le contact entre
deux organes hyperélastiques a bien été traité. Il a fallu deux heures de temps de calcul sur
un PC 3 Ghz Double Core disposant de 3 Go de RAM. Ce temps de calcul peut être diminué
si on supprime des surfaces de contact en créant des éléments de liaison entre les organes
représentant l’effet du fascia.
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FIGURE 4.7 – Contours de displacement (Uz)
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FIGURE 4.8 – Contrainte de Von Mises

FIGURE 4.9 – Contact entre utérus et vessie
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4.3 Conclusions

Après avoir défini tous les éléments nécessaires à la modélisation numérique pour traiter
un problème de mécanique non linéaire (contact, grandes déformations) comme dans le cas
de la simulation de prolapsus pelvien, nous avons présenté deux modèles 2D (utérus plein
ou creux) et un modèle 3D s’appuyant sur un maillage que nous avons obtenu à partir d’une
application développée au LSIS. Des comparaisons avec des images obtenues par IRM dy-
namique valident la capacité de notre logiciel à reproduire les déformations attendues. Le
Modèle 3D s’avère très gourmand en ressources de calcul mais peut être optimisé à condi-
tion d’être capable de relier les organes entre eux et aux parois de la cavité pelvienne, limitant
ainsi le calcul des forces de contact.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Le travail que nous avons présenté dans ce document, est consacré à la modélisation de
la mobilité des organes pelviens (vessie, rectum, utérus et vagin) chez la femme. Il a été
mené dans le cadre d’une collaboration entre des centres hospitalo-universitaires (CHU La
Timone de Marseille, CHU de Nîmes et hôpital Sainte Marguerite de Marseille), une équipe
d’informaticiens (Laboratoire des Sciences de l’Information et des Systèmes) et une équipe
de mécaniciens, dans le contexte des prolapsus pelviens. L’objectif était de développer une
approche originale pour déterminer des modèles géométriques et physiques réalistes des
principaux organes pelviens chez la femme. La démarche adoptée propose un simulateur non
temps réel mais qui peut s’insérer dans une routine clinique comme un outil de planification
préopératoire patient spécifique.

Ce travail propose une approche biomécanique, qui intègre des données anatomiques is-
sues d’images IRM patientes spécifiques, pour la construction d’un modèle de la région
pelvienne. Ce modèle a permis de mettre en œuvre des simulations du déplacement des or-
ganes pelviens et de ses interactions par la méthode des éléments finis. La démarche mise en
œuvre peut être synthétisée par les étapes suivantes :

– Acquisition des images issues d’IRM et construction de la géométrie à partir de nuage
de points.

– Exportation de la géométrie vers un logiciel éléments finis et discrétisation de cette
géométrie.

– Caractérisation des comportements mécaniques des tissus biologiques par des essais
numériques et identification des paramètres des lois de comportement choisis à partir
de données expérimentales trouvées dans la littérature.

– Définition des conditions aux limites et du contact entre les organes.
– Résolution quasi-statique non linéaire avec des déplacements imposés pour simuler une
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poussée de l’abdomen sur la cavité pelvienne.
– Simulation numérique et comparaison avec IRM statique et dynamique.

La caractérisation des tissus pelviens est un des principaux points d’achoppement d’un
problème biomécanique. Nous avons donc étudié les propriétés mécaniques des tissus mous
en les considérant comme des matériaux hyperélastiques isotropes et/ou anisotropes. De
nouvelles lois de comportement ont ainsi été intégrées dans notre code de calcul comme
le modèle HGO pour simuler des tendons, le modèle Yeoh pour modéliser les tissus des
trois organes pelviens principaux et le modèle Gent pour simuler les ligaments du fascia
pelvien. Des protocoles de mesures des tissus pelviens ont été trouvés dans la littérature qui
ont permis d’identifier les coefficients présents dans ces lois de comportement en utilisant un
logiciel spécifique d’ajustement de courbe (logiciel MSC.Marc Mentat).

A partir de nuage de points, deux modèles 2D (utérus plein ou creux) et un modèle 3D
s’appuyant sur un maillage que nous avons obtenu à partir d’une application développée au
LSIS, ont été réalisés. Ces modèles permettent de simuler des descentes d’organes pelviens et
d’appréhender les mécanismes mis en jeux lors d’un prolapsus. On reproduit bien à travers
ces modèles des déformations conformes à celles observées sur des séquences d’images
IRM.

Perspectives

Il reste encore à améliorer nos modèles sur plusieurs points :

– l’identification et la localisation des ligaments pelviens ;
– la reconstruction 3D complète du vagin ;
– la possibilité d’introduire des ressorts non linéaires pour simuler une intervention chi-

rurgicale ;
– la possibilité d’introduire un superélément pour simuler les cavités internes des or-

ganes ;
– l’amélioration des conditions limites au niveau des forces de poussée ;

Au delà de ces points d’améliorations, capitaux pour le projet MoDyPe, il semble impor-
tant de dégager des perspectives dépassant ce cadre et pouvant être l’objet de futurs travaux
de recherche.
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Comme perspectives nous envisageons deux axes de recherche. Le premier axe concerne
une extension de la loi de comportement des tissus mous biologiques en considérant le phé-
nomène de la viscoélasticité. Le deuxième axe concerne une nouvelle analyse pour dis-
crétiser les équations de la mécanique des milieux continus développée par Hughes et al.

[HCB05] que l’on appelle analyse isogéométrique et qui est plus proche de la description
géométrique des objets que de la méthode des éléments finis.

Le modèle viscoélastique

Nous avons vu que les tissus biologiques mous sont des matériaux non-linéaires hyper-
élastiques isotropes ou anisotropes, et quasi-incompressibles par leur forte teneur en eau
(environ 80% du poids) [Fun93]. La présence de liquide confère également un comporte-
ment viscoélastique, il faut donc envisager de compléter les lois de comportement afin de
tenir compte de ce phénomène. La viscosité entraîne de la dissipation d’énergie et une modi-
fication de l’évolution des contraintes internes dans le temps. Par contre, elle n’influe pas vé-
ritablement sur l’état de déformation finale, c’est pourquoi nous n’avons pas pris en compte
ce phénomène dans le cas du prolapsus pelvien où l’analyse porte essentiellement sur la
configuration déformée finale. Mais dans d’autres contextes médicaux, comme le traitement
par laser d’organes (prostate), où il est nécessaire de prendre en compte la déformation en
fonction du temps, ce phénomène peut se révéler important.

Un régime visqueux est pris en compte pour les tissus mous dans la thèse de Chendeb
[Che07]. Les deux modèles les plus simples sont : le modèle de Maxwell (Fig. 4.10) qui est
adapté au fluides viscoélastiques et le modèle de Kelvin-Voigt (Fig. 4.11) qui est un modèle
élémentaire de solide viscoélastique. Le choix du modèle de Kelvin-Voigt réside dans le fait
que dans ce modèle, la loi de comportement s’écrit sous la forme générale : σ = σe + σv,
il est donc possible d’identifier une contrainte due au comportement visqueux assez faible
pour ne pas perturber le comportement total mais suffisante pour diminuer les instabilités
numériques.

FIGURE 4.10 – Le modèle de Maxwell
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FIGURE 4.11 – Le modèle de Kelvin-Voigt

Plus récemment, Peña et al. [PCM+10] ont proposé un modèle pour décrire les proprié-
tés mécaniques viscoélastiques du tissu vaginal basé sur des données expérimentales. Le
concept de variable interne est appliqué, en postulant l’existence d’une fonction de la densité
d’énergie libre découplée, de la forme :

Ψ(C,M,Qik) = Ψ0
vol(J) + Ψ0

ich −
1

2

n∑
i=1

∑
k=m,f

[C : Qik] (4.38)

où Ψ0
vol et Ψ0

ich sont des fonctions scalaires de J , C, M (voir paragraphe 2.4.1), qui dé-
crivent respectivement les réponses volumétrique et isochore du matériau (voir paragraphe
2.3.2). Qik peut être interprété comme un tenseur contrainte de non-équilibre où Qim est la
contribution isotrope (matrice) associée aux invariants I1 et I2, et Qif est la contribution
anisotropique (fibres) associée à l’invariant I4 (voir paragraphe 2.4.1) [PPD08]. On peut en
déduire une expression du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S de la forme :

S = Svol + S0
ich − J− 2

3

n∑
i=1

∑
k=m,f

DEV [Qik] (4.39)

où DEV est l’opérateur déviatorique [SH98].

Les tenseurs des contraintes non-équilibres dans (4.39), Qik sont supposés être régis par
un ensemble d’équations différentielles de la manière suivante :

Q̇ik +
1

τik
Qik =

γik
τik

DEV [2
∂Ψ0

ich(k)(C,M)

∂C
] (4.40)

où γik ∈ [0, 1] sont des facteurs d’énergie adimensionnels libres associés aux temps de re-
laxation τik > 0.
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L’analyse isogéométrique

L’analyse isogéométrique est une nouvelle méthode numérique développée par Hughes
et al. depuis quelques années [HCB05]. Le but est d’unifier les domaines de CAO (Concep-
tion Assistée par Ordinateur) et FEA (Finite Element Analysis). L’analyse isogéométrique
introduit un nouveau paradigme qui tente d’améliorer la description géométrique, la repré-
sentation de solutions complexes et le raffinement de maillage tels qu’ils sont connus dans
les éléments finis traditionnels. Il a été démontré que l’analyse isogéométrique fournit des
représentations géométriques plus précises et plus efficaces [BCC+10]. Elle est fondée sur
les bases de la représentation géométrique utilisée en CAO et Infographie. La première im-
plémentation de l’analyse isogéométrique fut basée sur les fonctions NURBS (Non-Uniform
Rational B-Splines), une technologie standard dans la majorité des modeleurs CAO du mar-
ché. Des applications ont été faites dans le domaine de la mécanique du solide [Tay11], des
fluides [BA10], de l’interaction fluide-structure [BCHZ08], du contact [TaWH11], et de la
biomécanique cardiovasculaire [ZBGB07].

Nous notons qu’un maillage éléments finis n’est seulement qu’une approximation de la
géométrie CAO. Cette approximation peut dans de nombreux cas créer des erreurs dans les
résultats d’analyse. Par exemple, le contact glissant entre les corps ne peut pas être représenté
exactement sans des descriptions géométriques précises. Par contre, géométries NURBS
peuvent atteindre la finesse des corps réels (Fig.4.12).

Analyse éléments finis Analyse isogéométrique

FIGURE 4.12 – Contact glissant

L’une des principales difficultés du problème biomécanique est la prise en compte de
la complexité de la géométrie. L’analyse isogéométrique permet de répondre à ce type de
problèmes, que ce soit par la modélisation exacte d’une grande classe de domaines, ou par
la précision des approximations que l’on peut obtenir le cas échéant.
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