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Introduction

Lors de la réalisation d’un programme informatique, on distingue deux phases

primordiales :

— la premiére phase, dite de conception, concerne les techniques utilisées pour
construire ce programme. La conception comprend elle-méme plusieurs
étapes : il faut tout d’abord bien décrire les services attendus en fonction
des besoins, ensuite il faut choisir la bonne architecture (langage de pro-
grammation...), et enfin définir plus finement les modules, les fonctions, les
structures de données, les algorithmes... Toutes ces étapes donnent lieu a
des spécifications qui peuvent étre de différentes natures (langage naturel,
schémas, descriptions formelles...).

— la deuxiéme phase, dans laquelle s’inscrit cette theése, consiste a vérifier
si le programme réalisé est conforme au projet de départ (c’est-a-dire aux
spécifications).

Afin de développer des logiciels fiables ou répondant a des objectifs précis, il

est nécessaire de réaliser ces deux étapes avec beaucoup de soin. C’est le but du
génie logiciel.

Les spécifications décrivent les propriétés attendues du logiciel a différents
niveaux d’abstractions et selon différents points de vue. Les spécifications sont
un support non seulement pour la conception mais aussi pour la vérification du
logiciel. En effet, elles constituent une référence de correction. La phase de véri-
fication se fait par la mise en ceuvre de techniques de test et/ou de preuve.

Les techniques de preuve s’appuient sur des résultats théoriques, et permettent
de prouver la validité de propriétés dans un programme. Mais leur mise en ceuvre
est un processus long et cofiteux, notamment a cause de la multitude des inter-
actions possibles avec I’environnement. En général, on prouve des petites parties
d’un programme pour vérifier des propriétés dites de sdreté (qui peuvent mettre
la vie des personnes en danger par exemple). Citons la méthode B [Abr96] qui
permet de le faire par raffinement successifs de la spécification. Cependant, la
majeure partie des logiciels est vérifiée par d’autres méthodes dont le test fait
partie.
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Le test est une méthode de vérification qui a pour but de détecter des fautes
ou des inadéquations dans un logiciel [GMSB96, XRK00, Bei90]. C’est la mé-
thode la plus communément utilisée pour assurer la qualité d’un logiciel. C’est
une activité qui prend beaucoup de temps, et qui mérite que 1’on s’intéresse a son
développement. Les méthodes de test reposent sur le fait d’exécuter le logiciel sur
un sous-ensembile fini bien choisi du domaine de ses entrées possibles (on parle
de jeu de tests).

L activité de test est réalisée en trois étapes principales : 1a sélection qui construit
le jeu de test, la soumission qui consiste a confronter ce jeu de test a un pro-
gramme, et enfin I’oracle qui permet de dire si un test est en succeés ou en échec
c’est-a-dire si le résultat du programme est conforme a celui attendu (donné par la
spécification).

Il est possible de classer les méthodes de test en fonction du mode de sélection
des jeux de tests qu’elles utilisent.

— Le test structurel, ou “boite blanche” : la sélection des jeux de tests s’ef-
fectue a partir de la structure du code source représenté sous la forme d’un
graphe. Les jeux de tests sont choisis selon différents critéres de couver-
ture du graphe structurel. Ce type de test bénéficie d’outils existants et est
trés utilisé pour le test de petites unités de programme. Dés que la taille
de I'unité a tester augmente, la quantité de tests sélectionnés par les mé-
thodes structurelles explose. De plus, il est inapte a détecter des chemins
manguants (par exemple un oubli par rapport a la spécification), et a chaque
nouvelle version du logiciel, il est nécessaire de relancer le processus de
sélection.

— Le test fonctionnel, ou “boite noire” : la sélection s’effectue a partir de la
spécification, sans prendre en compte le code (on regarde ce que doit véri-
fier le programme mais on ne sait pas comment il le vérifie). Les jeux de
tests sont sélectionnés selon des critéres de couverture de la spécification.
Comme les tests sont congus indépendamment du code source, ils peuvent
étre réutilisés a plusieurs reprises, si la spécification ne change pas.

— Le test statistique : les tests sont choisis selon une répartition probabiliste
parmi I’ensemble des données d’entrée possibles. Cette stratégie de sélec-
tion est largement répandue mais utilise le plus souvent des lois probabi-
listes simples. Cependant, une “bonne” couverture nécessite des lois proba-
bilistes sophistiquées qui peuvent étre trés difficiles a construire. De plus,
ces méthodes statistiques ne permettent pas d’adresser les données singu-
lieres (comme le traitement d’exception) qui ont une faible probabilité d’ap-
paraitre, mais qui jouent un réle clé dans la sfireté des systemes.
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Toutes ces méthodes de sélection, si elles sont utilisées correctement et conjoin-
tement permettent de détecter la plupart des erreurs fréquentes ou graves. Ainsi le
test est un bon moyen pour développer des logiciels fiables. Cependant, contrai-
rement aux méthodes de preuve, le test n’offre pas de garantie de correction puis-
qu’il effectue une vérification partielle des propriétés.

Dans cette these nous nous intéressons au test fonctionnel et plus précisé-
ment a la définition de méthodes de sélection de tests a partir de spécifications
algébriques. Notre approche s’inspire des travaux précédents [BGM91, Mar91b,
Gau95, LGA96, Arn97, ALGO02].

Cette theése s’inscrit également dans la partie preuve, via la description d’une
méthode de normalisation d’arbres de preuve. Celle-ci ne fait pas directement
partie du domaine du test, mais de la démonstration automatique. Nous avons
utilisé cette méthode de normalisation pour simplifier les preuves des propriétés
de nos criteres de sélection pour des spécifications algébriques.

Plan de la thése

e La premiére partie de ce manuscrit contient un ensemble de rappels théo-
riques a propos des formalismes de spécifications et de la réécriture que
nous utiliserons par la suite.

— Dans le premier chapitre, nous présenterons la logique des prédicats du
premier ordre en détail. Nous donnerons la syntaxe et la sémantique
d’une version de cette logique oul tous les objets du langage sont munis
de sortes. Puis nous introduirons la notion générale de systémes formels,
qui nous permet de représenter les systemes de preuve en logique : par
exemple le calcul des séquents que nous présenterons pour la logique des
prédicats du premier ordre. Nous aborderons ensuite une version particu-
liere de la logique des prédicats du premier ordre restreinte au seul prédi-
cat d’égalité : nous parlerons alors de logique équationnelle. Nous abor-
derons plus spécialement les formules conditionnelles positives qui sont
les Clauses de Horn de la logique équationnelle. Puis pour terminer ce
chapitre, nous parlerons des spécifications formelles qui sont des descrip-
tions abstraites de programmes que 1’on veut vérifier. Les formules équa-
tionnelles, notamment les formules conditionnelles positives, s’adaptent
bien a ce type de descriptions. Nous donnerons plusieurs exemples de
spécifications.

— Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéresserons a la réécriture, et
plus précisément a la réécriture de termes. Dans ce cadre, nous serons
amenés a parler des notions d’unification et de terminaison qui sont fon-
damentales en informatique. Dans bien des cas, la terminaison ne peut
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étre prouvée qu’a I’aide d’ordres bien fondés particuliers, les ordres ré-
cursifs sur les chemins que nous présenterons en détail.

e La deuxieéme partie de cette thése est consacrée a nos résultats de norma-

lisation d’arbres de preuve. Ces résultats sont généraux parce qu’ils per-
mettent de prendre en compte n’importe quel systéme formel (donc n’im-
porte quel systéme de preuve) et de construire facilement des résultats de
normalisation a 1’aide de régles de transformation élémentaires d’arbres de
preuve. Ces régles sont des régles de réécriture adaptées a la transformation
d’arbres. Nous donnerons un résultat de normalisation forte, puis un résultat
de normalisation faible que nous illustrerons & chaque fois par des exemples
d’application (logicalité, lemme de Newman, élimination des coupures dans
le calcul des séquents). Nous utiliserons largement ces résultats dans la der-
niere partie de cette these.

La troisieme et derni¢re partie est consacrée au probleme de la sélection de
tests a partir de spécifications algébriques qui est une version particuliere
du test fonctionnel. Elle est composée de trois chapitres.

~ Le premier propose un état de [’art sur le test fonctionnel. Nous serons
amenés a présenter plusieurs outils d’aide a la sélection existants (HOL-
TestGen, QuickCheck, LOFT) qui nous permettront de montrer 1’impor-
tance du probleme de la sélection des jeux de tests. Nous soulignerons
ainsi 'intérét de la sélection par partition en opposition a la sélection
aléatoire.

—~ Le deuxiéme chapitre est une présentation du test fonctionnel a partir
de spécifications algébriques, c’est-a-dire notre cadre de travail. Nous
verrons notamment comment sélectionner des tests & I’aide des criteres
d’uniformité et de régularité, nous généraliserons la notion de critere de
sélection et enfin nous formaliserons des propriétés intéressantes pour les
criteres de sélection.

~ Puis, dans le troisieme chapitre, nous présenterons nos deux critéres de
sélection de tests & partir de spécifications algébriques par dépliage des
axiomes. Le premier critere est relatif a la sélection par dépliage de I’ outil
LOFT. Le second généralise le premier pour une plus large classe de spé-
cifications. Nous garantirons les bonnes propriétés de ces deux critéres
en s’aidant notamment des résultats de normalisation d’arbres de preuve
de la deuxiéme partie.



Premiére partie

Préliminaires : fondements
théoriques
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Chapitre 1

Formalismes de spécifications

Les objets et notions que nous allons utiliser tout au long de cette theése sont
liés a la logique [L.al90]. Elle joue un r6le fondamental en informatique, et notam-
ment dans le domaine du test comme nous le verrons dans les derniers chapitres de
ce manuscrit de theése. En effet, lors de la conception d’un logiciel, avant I’étape
de programmation, la premicre étape consiste a écrire une spécification de ce que
I’on attend du logiciel. Celle-ci permet de décrire simplement ce que ’on attend
du programme. Si cette spécification est écrite dans le langage courant des ambi-
guités sont possibles. L’ écriture de cette spécification dans un formalisme logique
permet d’éviter ce probleme. De plus, ce langage formel est beaucoup plus proche
de la syntaxe d’un langage de programmation. Il est donc possible de démon-
trer par des techniques mathématiquement fondées et vérifiables par ordinateur
que des composants logiciels répondent logiquement a leur spécification (c’est ce
qu’on appelle la correction formelle). Comme nous le verrons dans les prochains
chapitres de cette these, un tel langage permet également dans le cadre du test
fonctionnel de tester (plus facilement) si le programme correspond a sa spécifica-
tion. Mais avant ceci, nous allons présenter le cadre et les différentes techniques
qui vont étre par la suite utiles & notre propos.

Dans un premier temps, nous présenterons la logique des prédicats du premier
ordre qui est le cadre théorique des spécifications que nous avons choisi. Nous la
présenterons classiquement sous les trois aspects des langages formels : la syn-
taxe, la sémantique, et les preuves. Nous étudierons un systeme de preuve trés
utilisé, notamment en déduction automatique : le calcul des séquents. De plus, la
logique des prédicats du premier ordre est trés utilisée dans le domaine des spéci-
fications de logiciels car elle posseéde de nombreuses propriétés algébriques et de
décidabilité.

Nous parlerons ensuite d’une classe particuliére de la logique des prédicats
du premier ordre : la logique équationnelle. La notion d’équation est importante
dans le cadre du test fonctionnel car elle permet de spécifier I’application d’une
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fonction sur des arguments ainsi que le résultat attendu de cette application.

Dans le cadre de la logique équationnelle, nous étudierons plus particuliere-
ment un systeéme de spécifications, dites algébriques, dont les formules sont une
restriction des clauses de Horn réduites aux €quations (ces formules viennent du
langage de programmation PROLOG).

1.1 La logique des prédicats du premier ordre

Nous allons présenter la logique des prédicats du premier ordre en trois étapes
importantes. Les deux premiéres sont données dans cette section, et la troisieme
est présentée séparément dans la section suivante. La premiere étape consiste a
définir la syntaxe de notre langage, c’est-a-dire quelles sont les formules que nous
allons considérer. La deuxiéme étape est la définition de la sémantique, c’est-a-
dire le sens mathématique que 1’on donne aux symboles de la syntaxe. Puis pour
finir, nous définirons un systéme de preuve qui permet de raisonner mécanique-
ment sur I’ensemble des formules, c’est-a-dire d’'une maniere compréhensible par
un ordinateur.

1.1.1 Syntaxe

La syntaxe permet de spécifier quelles expressions du langage sont des for-
mules de notre logique. La syntaxe est définie indépendamment de la signification
et de la valeur de vérité des symboles. La syntaxe d’un formalisme logique se dé-
finit toujours & I’aide des notions de signature et de formules construites sur une
signature.

1.1.1.1 Signature

La signature d’un langage du premier ordre contient 1’ensemble des symboles
de fonctions et de prédicats qui vont étre utiles a la spécification du probléme visé.
Ainsi la signature peut &tre vue comme “I’interface” du logiciel a spécifier. Nous
considérons ici une version multi-typée de la logique des prédicats du premier
ordre, c’est-a-dire une version ou tous les objets et symboles du langage sont
munis d’un type.

Définition 1.1.1 (Signature) Une signature du premier ordre est un quadru-
plet (S, F, R, V') ou S est un ensemble dont les éléments sont appelés sortes (ou
types), F et R sont des ensembles disjoints tels que :
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— F est un ensemble de symboles d’opération (ou de fonction), ot chaque

symbole est muni d’un profil ' dans ST,

— R est un ensemble de symboles de prédicats, ou chaque symbole est muni

d’un profil dans ST,

et V une famille indexée par S d’ensembles V, telle que pour chaque s €
S, VoN F = 0. Pour chaque s € S, les éléments de V, sont appelés variables de
sorte s.

On notera f : s; X --- X 8, — s un symbole de fonction muni du profil
$1...8p41 € ST avec sy,...,8, les sortes des arguments, et s,,1 la sorte du
résultat, et p : s X - - - X 8, un symbole de prédicat muni du profil sy ... s, € S™.

Si n vaut O pour un symbole de fonction f alors f est appelé symbole de
constante de sorte s, et on le note f :— s (ou bien f : s).

Quand il n’y a pas d’ambiguité (en fonction du contexte) sur le profil d’un
symbole de fonction ou de prédicat, on omettra de I’indiquer a chaque fois. Intuiti-
vement, les symboles de prédicats sont des fonctions qui ont une valeur booléenne
(vraie ou fausse) dépendante des arguments. Dans la suite, on parlera souvent du
symbole d’égalité = qui est un symbole de prédicat.

Exemple 1.1.1 Par exemple si I’on veut exprimer la propriété suivante (z > 0) A
(z + 0 = x), nous avons besoin des symboles 0, +, >, =.

Un seul type de données est nécessaire pour construire une telle expression. Nous
pouvons, par exemple, utiliser les entiers naturels que ’on désignera a [’aide du
nom de sorte entier. La signature devra donc au minimum étre composée :

— d’un symbole de constante 0 : entier,

— d’un symbole + : entier X entier — entier,

— des deux symboles de prédicats >, =: entier x entier,
— d’une variable x de sorte entier.

Le connecteur logique A et les parenthéses ne font pas partie de la signature car
ce sont des symboles du langage du premier ordre et ils ne changent pas quelque
soit la signature. Nous le verrons lorsque nous définirons la notion de formule.

Nous pouvons enrichir cette signature a l’aide des symboles de fonction succ :
entier — entier et x : entier X entier — entier qui représentent respectivement
le “ + 1" (succ est une abréviation de successeur) et la multiplication sur les
entiers. Nous pouvons également y ajouter des variables.

1Soit S un ensemble. ST désigne I'ensemble de tous les mots non vides finis définis sur
Palphabet S. Pour une définition rigoureuse de ST se reporter & la définition 1.2.1 de ce
chapitre.
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Nous obtenons ainsi la signature T arisr, = (Sarith, Farith, Rarith, Varitn) de
Uarithmétique usuelle telle que :

Sarin = {entier}
Faren = {0: entier, succ : entier — entier,
+ : entier X entier — entier,
* : entier X entier — entier}
Rarun = {=: entier x entier, >: entier x entier}
Varin = {z,v,z: entier}

Remarque 1.1.1 Dans la suite, tout symbole de prédicat binaire (c’est-a-dire
dont le profil est de la forme s, X s3) sera noté sous sa forme infixe 2 plutét que
sous la forme préfixe ® utilisée pour la notation fonctionnelle. Certains symboles
de fonctions comme le + de I’arithmétique le seront également. Dans la signature,
pour tout symbole @ utilisé de maniére infixe, on notera _Q_.

1.1.1.2 Termes

Lorsque la signature est connue, elle nous donne tous les “ingrédients” per-
mettant de construire les formules bien formées de la logique considérée. Dans
la logique des prédicats du premier ordre les formules vont exprimer des pro-
priétés a I’aide de prédicats (notamment I’égalité) et de connecteurs et quantifica-
teurs logiques. Ces propriétés s’expriment sur les valeurs d’un ou plusieurs types.
Ces valeurs doivent donc aussi étre représentées de fagon symbolique a partir des
éléments introduits dans la signature. Ces valeurs sont communément appelées
termes avec variables. Ils sont construits par composition des noms de fonctions
de la signature et des variables. Les termes doivent étre construits en respectant les
sortes données dans la signature. Il faut respecter le profil de symboles de fonc-
tions et le type des variables. Les variables permettent de manipuler des valeurs
génériques, c’est-a-dire une multitude (souvent infinie) de valeurs définies par une
forme commune. Formellement les termes se définissent de la facon suivante :

Définition 1.1.2 (Termes) Soit ¥ = (S, F, R, V') une signature. Pour tout s € S,
on définit’ensemble Tx(V); des termes avec variables de type s, comme
le plus petit ensemble au sens de I’inclusion satisfaisant les conditions suivantes :

—~ Vs estinclus dans Ts(V )5 ;

2Infixe : notation pour laquelle les deux arguments d'un symbole binaire sont placés &

gauche et & droite de ce symbole.
3Préfixe : les arguments se trouvent aprés le symbole binaire considéré.
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— pour tout symbole de fonction f : s X - - - X 8, — s de I et tout n-uplet de
termes (t1,...,t,) de Te(V)s, X -+ - X Tg(V)s,, f(t1,--.,tn) est un terme
de Ts(V),. Si f est une constante, on note f a la place de f().

On note T(V) = (Ts(V)s)ses la famille d’ensembles des termes avec
variables.

Dans la suite, on notera Var(t) I’ensemble des variables apparaissant dans
un termet, et t : s un terme de sorte s. Lorsque Var(t) est vide, on dit que t : s
est un terme clos de type s et ’ensemble des termes clos de type s est noté
Ty,

Deux signatures différentes engendreront deux ensembles de termes diffé-
rents.

Par convention, on notera souvent les symboles de fonctions a I’aide des lettres
£, g, h, les symboles de prédicats a 1’aide des lettres p, g, r et les variables a 1’aide
des lettres z, y, 2.

Exemple 1.1.2 Soit ¥ prin = (SAm'th, Fprith, Rarith, VArith) la signature de I’arith-
métique vue précédemment. succ(z)+succ(succ(0)) et untermede Tx,, ,,, (V) entier-

1.1.1.3 Formules

A partir des termes avec variables, nous pouvons maintenant énoncer 1’ objet
de notre syntaxe qui est la définition des formules de la logique du premier ordre.
Les formules permettent d’exprimer des propriétés sur des termes a 1’aide des
symboles de prédicats et des connecteurs logique. Nous définissons tout d’abord
une notion intermédiaire ou 1’on se restreint aux symboles de prédicat : les for-
mules atomiques.

Définition 1.1.3 (Formules atomiques) Soit Y = (S, F, R, V') une signature, une
formule atomique est une expression de la forme p(ti, . . . ,t,,) oi p est un sym-
bole de prédicat de profil s, X -+ X sy et (t1,...,t,) un n-uplet de termes de
Ts(V)s; X <+ x Tg(V)s,.

Exemple 1.1.3 Les expressions (x > 0) et (x + 0 = z) sont des formules ato-
miques car 0, x et x + 0 sont des termes de type entier.

Par convention, on notera souvent les formules avec des lettres majuscules de
I’alphabet grec : @, ®', T, ...

Les formules sont définies de fagon inductive a partir de 1’ensemble de base
des formules dites atomiques. Elles sont enrichies par des connecteurs logique et
par deux quantificateurs.
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Définition 1.1.4 (Formule) Soit 3 = (S, F, R, V') une signature. L’ensemble de
formules For(X) est le plus petit ensemble (au sens de I'inclusion) qui satisfait
les conditions suivantes :

— il contient toutes les formules atomiques,

— a chaque fois qu’il contient une formule ®, il contient également :

(—%)
~ a chaque fois qu’il contient deux formules ® et W, il contient également :
(®AT) , (VYY) , (2=V7)

— a chaque fois qu’il contient une formule ®, il contient pour toute variable
r€Vdesortese S :

(Vz.®) , (3z.9)

Les symboles N\,V,=>, — sont les connecteurs logique, V est le quantifi-
cateur universel, et 3 et le quantificateur existentiel

Pour réduire le nombre de parenthéses dans une formule, on impose les conven-
tions suivantes :

— on peut éliminer les parenthéses ( ) les plus extérieures,
A et V sont prioritaires par rapport 3 = (exemple : A = BV C se lit
A= (BvQ)),
- s’applique 2 la plus petite formule suivante (exemple : —p A q se lit (~p) A
)
si on écrit A x B % C' x D (ou * représente toujours le méme connecteur) on
lira (((A x B) x C) % D) (association & gauche).

Exemple 1.1.4 Notre expression (z > 0) A(z+0 = x) est donc bien une formule
du premier ordre. Nous pourrions aussi I’écrire de la maniére suivante : Vz :
entier.(z > 0) A (x + 0 = z). On dit alors que les variables sont quantifiées
universellement par la variable x. Parfois, on omettra d’indiquer le signe ¥, on
dira alors que les variables sont implicitement quantifiées universellement.

Pour alléger la notation nous avons omis d’indiquer certaines parenthéses.
Pour étre totalement conforme avec la définition de formule nous aurions dii
écrire : (Vz.((> (z,0)) A (= (+(z,0),2))))
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1.1.2 Sémantique de la logique des prédicats du premier
ordre

Le but de la sémantique est de donner un sens mathématique aux constructions
syntaxiques de la logique. Pour cela, il faut donner une signification aux symboles
de la signature et une valeur aux variables. Il faut également donner la signification
des connecteurs et des quantificateurs.

Exemple 1.1.5 Intuitivement, la formule équationnelle
succ(succ(0)) + succ(0) = succ(succ(succ(0)))

signifie 2 + 1 = 3 dans ’ensemble des entiers naturels N. Cette équation entre
deux entiers naturels est évidemment vraie.

1.1.2,1 ¥-Modéles

Commengons par donner un sens mathématique aux signatures a 1’aide de
la notion de modele. Il est décrit simplement au moyen d’un ensemble muni
d’opérations internes et de relations. Dans le cas de la logique munie de sortes
cet ensemble est en fait une famille d’ensembles indexées par les sortes de la
signature, les S-ensembles :

Définition 1.1.5 (S-ensemble) Soit S un ensemble de sortes. Un S-ensemble
M est une famille * d’ensembles indexée par S, c’est-a-dire M = (M,);es.

Exemple 1.1.6 Pour un ensemble de sortes S = {entier,bool,listes}, un S-
ensemble est composé des trois sous-ensembles Mpniior, Mpoot, Miistes-

Le S-ensemble pour un modéle donné caractérisera le domaine des individus.
Les opérations internes donneront une signification mathématique (ou séman-
tique) aux symboles de fonctions et les relations une signification aux symboles
de prédicats de la signature.

Définition 1.1.6 (3-Modeéle) Soir Y = (S, F, R, V) une signature. Un *-modéle
M est un S-ensemble M muni :
— pour chaque symbole de fonction f : s; X --- X s, — s, d’'une application
MM, X -+ X M,, — M, (sin =0 alors fM est un élément de M),
— pour chaque symbole de prédicatp : s, X - - - X 5y, d’un sous-ensemble p™
de My, X --- X M.
On note Mod(X) la classe des Y-modéles.

4Une famille d’ensembles est simplement un ensemble d’ensembles
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Exemple 1.1.7 Pour I’exemple de la signature ¥ 4,1, on peut considérer le mo-
déle M apiup, de Iarithmétique usuelle, composé :

— de l’ensemble M,,1;.r = N des entiers naturels
— de la fonction 0Marith = Qy,
— de la fonction succM4arih = _ 4y 1y qui ajoute 1 a son argument noté _,

— des fonctions binaires +™M4rith gt xMarish | gui sont respectivement I’addi-
tion +y et la multiplication Xy dans les entiers,

— d’un sous-ensemble =Ma4rir des couples N x N qui sont égaux entre eux, et
d’un ensemble > 4rith des couples d’entiers dont le premier est supérieur
au second.

Dans cet exemple, le Z-modéle construit correspond au comportement habi-
tuel des fonctions arithmétiques mais nous pourrions tout aussi bien construire
un modéle qui associe a ces symboles de fonctions un comportement valide tout a

fait différent.

1.1.2.2 Evaluation des termes

A partir d’un $-modele, on voit bien comment donner un sens mathématique
aux termes en appliquant la stratégie qui consiste d’abord a évaluer les arguments
des fonctions avant d’appliquer la fonction dont le sens est donné par le X-modele.
Le seul probléme est que les ¥-modeles ne permettent pas d’interpréter les va-
riables, donc de donner la valeur de vérité d’une formule. On commence alors a
donner un sens aux variables.

Définition 1.1.7 (Interprétation) Soient & = (S, F, R, V) une signature et M
un Y-modéle. Une interprétation, notée 1, est une famille indexée par S d’ap-
plications vs : V, — M,.

Ceci revient a associer a chaque variable une valeur dans le modele M, de
méme sorte que la variable. On peut étendre naturellement la notion d’interpréta-
tion aux termes avec variables et ainsi donner un sens mathématique aux termes
avec variables. Ceci se fait 2 1’aide de I’application ¢* : Tx(V) — M définie in-
ductivement sur la structure des termes avec variables de Tx(V) par z — «(z) et

flty, .. otn) = M), ..., B ().
1.1.2.3 Relation de satisfaction

Grice aux notions de ¥-modele et d’interprétation définies précédemment, il
est désormais possible de savoir si une formule de For(X) est satisfaite ou non par
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un modele. Il faut pour cela étendre toute interprétation ¢ : V' — M en un prédicat
sur les formules M |=*. Ceci se définit formellement de la mani¢re suivante :

Définition 1.1.8 (Satisfaction) Soient ¥ = (S, F, R, V') une signature, M un -
modeéle et ¢ € For(X) une formule. M satisfait la formule ¢ pour une inter-
prétation v : V — M, noté M =%, ¢, si et seulement si :

— si @ est une formule atomique de la forme p(ti, . . ., t,) alors M =% ¢ si et
seulement si ({*(ty),. .., (t,)) € p™,

— si ¢ est de la forme — alors M =% ¢ ssi M EL ),

— si @ est de la forme 1 N\ o alors M =% ¢ ssi M =S ¥ et ML 4,

~ si @ est de la forme Y V g alors M =L ¢ ssi M =% )y ou M ES s,

— si @ est de la forme {1 = Py alors M =5 ¢ ssi si M =4 oy alors
M =5 4,

— si @ estde la forme 3x.1) alors M |=% ¢ ssi il existe une interprétation
identique a . sauf éventuellement pour la variable =, telle que M |=% ),

— si @ est de la forme Yx.4p alors M =4 ¢ ssi pour toute interprétation
identique a 1 sauf éventuellement pour la variable x, M =% 1,

La vérification d’une propriété ¢ pour un X-modeéle M va donc consister &
vérifier la satisfaction de ¢ pour toutes les interprétations de variables libres (c’est-
a-dire qui ne sont pas dans la portée d’un quantificateur). Les variables dénotent
ainsi des valeurs génériques. On parle alors de validation de formules.

Définition 1.1.9 (Validation) Un Y-modéle M valide ¢, noté M |=5 ¢, si et
seulement si pour toute interprétation . : V. — M, M =4 ¢.

Lorsque qu’il n’y a pas d’ambiguité sur la signature 3 considérée, on note |=*
ala place de =4, et = a la place de |=5.

Exemple 1.1.8 Le modéle M apipp, de Iarithmétique usuelle satisfait la formule
succ(succ(0)) = x pour Uinterprétation v : x — 2, mais ne la satisfait pas pour
toutes les autres interprétations.

Le modéle M apy, valide la formule succ(succ(z)) = = + suce(suce(0)) car
le modéle satisfait cette formule quelque soit I’interprétation de x.

Il est possible de caractériser des modeles équivalents pour un ensemble de
formules V. Cela signifie que ces deux modeles valident les mémes formules de V.

Définition 1.1.10 Soit ¥ une signature, et U € For(X) un ensemble de Z-formules.
Deux modéles M € Mod(L) et N € Mod(X) sont U-équivalents, noté
M =g N, si et seulement si ils valident les mémes formules de U, ¢’est-a-dire :

M=y N)& VeI MEpaNEp)
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1.2 Les systémes de preuve

1.2.1 Introduction

La sémantique présentée dans la section précédente permet de raisonner de fa-
con rigoureuse sur des objets logique. Il est ainsi possible de garantir la correction
de propriétés dans la logique considérée. Le probleme de ce type de raisonnement
est que nous nous permettons toute la puissance des mathématiques ainsi que des
détours classiquement utilisées dans ce type de preuve comme “il est connu que”,
“découle directement de”, etc. Or, dans le cadre de I’informatique et plus précisé-
ment du génie logiciel, on ne peut pas se contenter de tels détours. Nous devons
certifier la qualité des preuves, c’est-a-dire vérifier mécaniquement qu’aucune er-
reur de raisonnement ne s’est glissée dans la preuve. La question qui se pose est
de trouver comment aboutir & démontrer qu’une suite de symboles (une formule
en I’occurrence) est correcte. La seule chose que sache faire un ordinateur étant de
manipuler des symboles, il faut alors définir les conditions de manipulation de ces
formules pour obtenir une formule correcte. On parle alors de systémes de preuve,
systemes d’inférence, ou encore de calcul.

Pour les formules de la logique des prédicats du premier ordre, il existe de
nombreux systemes de preuve différents mais tous équivalents en pouvoir de
preuve : la déduction naturelle, le calcul des séquents, les tableaux... Nous al-
lons présenter ici le calcul des séquents. Le calcul des séquents est un systéme,
introduit par le logicien allemand Gentzen [Gen35], qui permet de construire la
preuve d’une formule sans ajouter aucun élément extérieur, et donc trés pratique
pour la déduction automatique. Il existe de nombreuses variantes : nous allons étu-
dier ici une version du calcul des séquents (inspirée du systeme de Gentzen LK
pour la logique classique) que nous utiliserons largement dans la deuxi¢me partie
de cette thése, notamment pour montrer un des résultats les plus fondamentaux de
la logique : 1’élimination des coupures.

Avant de présenter le calcul des séquents nous allons étudier un cadre géné-
rique trés bien adapté a une représentation générale des systemes de preuve en
logique : les systémes formels. Ces demiers seront a la base des résultats établis
dans la deuxiéme partie.

1.2.2 Les systémes formels

Les syst¢mes formels sont des constructions syntaxiques rigoureuses qui per-
mettent de représenter des mécanismes de production d’énoncés. Ils permettent,
par exemple, de représenter tous les systémes de preuves que nous allons aborder
dans cette thése.
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1.2.2.1 Les mots

Les mots sont les objets élémentaires du paysage syntaxique de 1’informa-
tique. Ils sont connus sous le nom de chaines de caractéres. Ils permettent de
construire tous les objets plus complexes que nous manipulerons dans la suite.

Définition 1.2.1 (Alphabet) Soit A un ensemble, appelé alphabet, et dont les
éléments sont appelés symboles. Un mot sur A est une suite finie d’éléments
de A. On note A* I’ensemble de tous les mots possibles, et A", avec n € N,
I’ensemble de tous les mots de longueur n. On note A% ’ensemble de tous les
mots A™ sachant que n > (.

A* est muni d’une opération binaire, la concaténation, notée par la juxtapo-
sition de deux mots (on la notera également a l’aide d’un point .) :

AP x AT —  APte
(u,v) — w

avec uwv = (U, ..., Up, V1,...,Vq) SEU = (Us,...,Up) et v = (V1,...,0y).

Cette opération est associative et a pour élément neutre le mot vide € qui est
I'unique élément de AC. Ainsi, (A*, ., €) est un monoide.

Exemple 1.2.1 Soit L un ensemble composé de toutes les lettres de 1’alphabet
latin {a,b,c,..., z}.

"exemple” est un mot de longueur 7 construit sur I’alphabet L. 1l fait partie de
Iensemble L7 qui est un sous-ensemble de L*.

Un alphabet permet de représenter tous les mots dont on pourrait avoir besoin
mais ne nous donne aucune indication sur la maniére de construire des mots “cor-
rects”. Rien ne nous empéche dans I’exemple précédent de construire des mots qui
ne sont pas dans le dictionnaire. Il nous faut alors un ensemble de regles de pro-
duction d’énoncés corrects. Un alphabet auquel on ajoute des regles de production
forme ce que 1’on appelle un systeme formel.

1.2.2.2 Les systémes formels

Voici la définition générale de la notion de systeme formel. Celle-ci nous
donne un cadre abstrait que nous spécialiserons en fonction des besoins dans la
suite du manuscrit.

Définition 1.2.2 (Systéeme formel) Un systéme formel (ou calcul) S est dé-
fini par un triplet (A, F,R) tel que :
— A est un alphabet;
—~ F est un sous-ensemble de A*, dont les éléments sont appelés formules
bien formées;
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— R est un ensemble fini de relations n-aires sur les formules ; chaque relation
est appelée régle d’inférence.

En pratique, I’ensemble F n’est pas quelconque, il est défini inductivement
par une grammaire ou tout autre algorithme de reconnaissance de formules bien
formées. Par exemple a I’aide des formules de la logique des prédicats du pre-
mier ordre présentées section 1.1.1.3 page 17. Cet ensemble differe d’un systeme
formel a I’ autre.

Notation 1.2.1 Soit S un systéme formel. Pour toutr € R, si (¢1,...,¢n) €1,
avec n > 1, alors les formules o1, . .., pn—1 sont appelées prémisses et ¢,
conclusion de l’instance.

On notera une instance de cette régle d’inférence r par :

D1y Pn—-1

Pn "

Les instances de régles d’arité 1 sont appelées axiomes et sont notées o1

1.2.2.3 Un exemple simple

A titre d’exemple, voici le systeme formel S, = (Aag, Fug, Ras) qui repré-
sente I’ordre alphabétique :
- Ass = L U {<} ou L est I'ensemble des vingt-six lettres de I’alphabet
fatin ;

- Fap={a< Pla,B e L*};
— Rap contient les schémas de regles d’inférence suivants :

—e<zx azly pour chaque z de L, ol € est le mot vide ;

-z <y T 2zy pour tout couple (z,y) de L' x L, si z est avant y dans

1’alphabet ;
— pour tout couple (®, ¥) de F, et toute lettre z de L, on a les trois régles
suivantes :
o<
2@ < 20 I o
d <V d
<z *
<Y g
Pz < U 77 sid est de longueur supérieure i celle de ¥
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1.2.2.4 Deéduction

A partir d’un ensemble d’hypothéses composé de formules et par application
d’un ensemble de regles d’inférences, il est possible de calculer d’autres formules
qui en sont déduites. On appelle formules inférées les formules atteintes, et dé-
duction la trace des formules intermédiaires utilisées pour atteindre les formules
inférées. Ces mécanismes de déduction sont les mémes quelque soit le systeme
formel considéré.

Définition 1.2.3 (Déduction) Soit S = (A, F,R) un systéme formel et I' C F
un ensemble de formules. Une déduction dans S a partir de I’ensemble d’hy-
pothéses T' est une séquence (1, . ..,¢y) de formules telle que, pour tout i €
{1,...,n},
— ou bien p; appartient a I,
— ou bien il existe une instance y’—l—ﬁ& d'une regle de R telle que le multi-
ensemble® {{n, . .., Yy )} est inclus dans le multi-ensemble {1, . . ., pi—1 -

La derni¢re formule d’une déduction a partir d’un ensemble I" est dite inférée a
partir de I'. Nous pouvons en déduire une relation binaire s entre les ensembles
de formules (les hypotheses) et les formules (celles qui sont déduites), qui est
appelée relation d’inférence.

Définition 1.2.4 (Relation d’inférence) Soient S = (A, F,R) un systéme for-
mel, I' C F un ensemble de formules et p € F une formule. On dit que I infére
pdans S, et on écrit T’ g ¢, si et seulement s’il existe une déduction dans S a
partir de I" dont la derniére formule est w. Quand il n’y a pas d’ambiguité sur le
systeme formel utilisé, celui-ci est omis et on note ' I .

1.2.2.5 Arbres de preuve

Pour obtenir les énoncés a 1’aide des régles d’inférence, nous pouvons aussi
utiliser un schéma d’induction ayant pour base un ensemble d’hypotheses et les
axiomes du systeme formel, et pour étape d’induction les regles d’inférence du
systeme formel. On parle alors plut6t de théorémes.

Définition 1.2.5 (Théorémes) Soient S = (A, F,R) un systéme formel et " un
ensemble de formules de F. L’ensemble des théorémes déduits de I" dans S est
le sous-ensemble Ths(T') de F défini selon le schéma d’induction suivant :

~ base : les axiomes de R et les formules de I sont des théorémes ;

5Un multi-ensemble a les mémes propriétés qu’un ensemble mais accepte plusieurs
occurrences d’un méme élément (voir section 2.4.1.3 page 53 pour une description détaillée)
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— induction : si foutes les prémisses d’une instance d’une régle de R sont des
théorémes, alors sa conclusion est aussi un théoréme.
Lorsque T est I’ensemble vide, les formules obtenues sont appelées tautologies
et elles forment I’ensemble Ths (D).
On notera Th(T') lorsqu’aucune ambiguité n’est possible sur S.

L’ensemble des formules pour lesquelles il existe une déduction et celui des
théorémes ne font qu’un, comme I’établit le résultat suivant :

Proposition 1.2.1 Soient S = (A, F,R) un systéme formel et I un ensemble de
formules de F. On a I’équivalence suivante :

VoeF, Thsy & pe Ths(T)

Preuve
=> Ce sens se prouve par récurrence sur la longueur de la déduction de .

— Cas de base : Sila déduction est de longueur 1, alors ou bien ¢ appartient
a T, ou bien ¢’est un axiome. Par définition de I’ensemble Th(S)r, ¢ est
donc un théoréme.

— Cas général : Si la déduction est de longueur 7, alors il existe une instance
5’—17”1’2 d’une regle de R telle que, pour tout i € {1,...,k}, ¢; posséde
une déduction de longueur strictement inférieure a n. Par hypothese de
récurrence, chaque ¢; est un théoréme. D’apres la phase d’induction de
Th(S)r, ¢ est donc un théoreme également.

< Ce sens se prouve par induction sur I’ensemble des théorémes.

— Cas de base : Si ¢ est un théoreme de la base, alors une déduction pour
p est (p).

— Cas général : Sinon, il existe une instance 5"—1?& d’une régle de R telle
que chaque ¢; est un théoréme. Par hypothese d’induction, chaque y;
possede donc une déduction D; = (¢1,. .., z[z};i, ;) telle que pour tout 4,
k; > 0. La séquence (D, ..., Dg, ¢) est donc une déduction de .

*

Un théoreme de Ths(I") s’obtient donc, a partir de I, par applications succes-

sives de reégles d’inférence, ¢’est-a-dire par empilement de ces régles. De ce point

de vue, I’obtention d’un théoréme de T'hs(I") peut étre mise sous la forme d’un
arbre appelé arbre de preuve.

Définition 1.2.6 (Arbre de preuve) Soient S = (A, F, R) un systéme formel et
I" un ensemble de formules de F. Un arbre de preuve d’un théoréme de Ths(I')
est un arbre :

— dont les feuilles sont les axiomes et les formules de T,
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— dont les neeuds internes sont les théorémes intermédiaires, tels que le n-
uplet constitué des noeuds-fils et de leur neeud-pére est une instance d’une
régle de R, et

— dont la racine est le théoréme construit. On appelle cette formule conclu-
sion de ’arbre, et on note w :  lorsqu’un arbre 7 a pour conclusion .

Exemple 1.2.2 Nous présentons ici les arbres de preuve de deux tautologies du
systeme formel S,z défini dans la section 1.2.2.3 page 24 :

d<u 022
do<u’’
dow < u c1lu
a<e adeae dow <up *
la < le 9% down < up "

1.2.3 Le calcul des séquents

Avant de présenter ce systéme formel, nous devons tout d’abord introduire les
notions de séquents et de substitutions.

1.2.3.1 Les séquents

Le calcul que nous étudions ici manipule des phrases que I’on appelle commu-
nément des séquents qui ne sont pas des formules mais des expressions construites
a partir de celles-ci.

Définition 1.2.7 Soir & une signature. Un séquent est un couple (I', A) ou T et
A sont des ensembles de T-formules finis (qui peuvent étre des ensembles vides).
OnlenoteT »— A. ©

Par convention, nous noterons simplement I, ¢ 1’union ensembliste a la place
de I" U {p}. Les ensemble de formules seront représentés a I’aide des lettres
grecques majuscules I') A, . .. etles formules a I’aide des lettres grecques ¢, 9, . ..

Intuitivement, un séquent est un moyen de séparer un ensemble d’hypotheses
[ d’un ensemble A de conclusions. Sémantiquement, I' »— A signifie que la
conjonction (1 A- - Ay, ) des formules de I entraine la disjonction (11 V- - -Vify,)
des formules de A, c’est-a-dire qu’une des formules de A doit étre vraie dés que

5La notation habituellement utilisée pour noter les séquents est I' - A, mais nous
préférons ici la notation I — A pour éviter toute confusion avec le symbole + utilisé pour
la notion d’existence d’une déduction dans un systéme de preuve.
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toutes les formules de I" sont vraies. Ainsi le séquent I', ¢ — A, ¢ est toujours
vrai.

Remarque 1.2.1 Le séquent @y, ..., 0, — U1, ..., ¥m, est interprété comme la
formule p1 N+ Ny = 1 V- - -V, Le séquent est vrai dans une interprétation
¢ donnée si la formule associée est vraie dans cette méme interprétation. On note

E oA Npn = VeV

Le séquent est valide si la formule associée est valide, ¢’est-a-dire vraie pour toute
interprétation. On note alors :

ForA Apn= 1 V- Vi

1.2.3.2 Substitutions

Afin de pouvoir définir les regles de déduction du calcul des séquents, il nous
faut définir la notion trés importante de substitution. En effet, nous aurons souvent
besoin de construire des expressions obtenues 2 partir d’un terme en remplagant
une variable z par un terme .

Définition 1.2.8 (Substitution) Soir 2 une signature. Une substitution est une
famille indexée par S d’applications o : Vs — Tx(V)s.

Ainsi, une substitution est une interprétation des variables dans les termes.
C’estI’équivalent symbolique d’interprétation des variables dans un modele. Toute
substitution ¢ : V — Tx(V) s’étend de facon naturelle & ’ensemble Tx(V). La
fonction obtenue, notée ! : T (V) — Tx(V), est définie inductivement par :

- ol(z) = o(x)

= OH(f(tr, e, t) = F(OH(H), ., OH(tn)

Cette extension consiste donc a remplacer les variables par leur substitution et
conserver tel quel tout le reste.

Dans la suite, nous utiliserons la notation o a la place de o*. Par convention, les
substitutions seront généralement notées a 1’aide des lettres grecques minuscules
Oy Tye..

Lorsque I’ensemble des variables est fini, nous représenterons souvent une
substitution ¢ a ’aide d’un ensemble fini de couples formés d’une variable z; et
d’un terme t; de méme sorte. Cet ensemble sera noté {z/t1,...,zn/ts}, tel que
pour tout 7, j, 1 < 7,5 < n, x; et z; sont des variables distinctes.
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Exemple 1.2.3 Soit 34, notre exemple de signature, et V. = {x,y} un en-
semble de variable.

Soient succ(z)+succ(succ(0)) un terme de type entier, et {x/(0+succ(0)), y/succ(0)}
une substitution.

o(suce(z) + suce(suce(0))) = suce(0 + suce(0)) + suce(suce(0))

Dans les formules avec quantificateurs, les variables selon qu’elles sont ou non
sous le portée d’un quantificateur sont dites lides, ou libres.

Définition 1.2.9 Soit ® une formule. L’ensemble des variables libres et ’en-
semble des variables liées de ®, notés, respectivement, F'V(®) et BV (®) sont
définis récursivement sur les formules.
— Si ® est une formule atomique, F'V (®) est ’ensemble de des variables qui
apparaissent au moins une fois dans ®, et BV (®) = .
— Si @ est de la forme (—V), alors FV(®) = FV(¥) er BV(®) = BV ().
~ 8i @ est de la forme (Vy x Uy), avec x € {A,V,=>} alors FV(®) =
FV(¥,)UFV(¥,) et BV(®) = BV (¥,) U BV (¥,).
— Si @ est de la forme (Qz. V), avec Q € {V,3}, alors FV(®) = FV(¥) —
{z} et BV(®) = BV (¥) U {z}.
Certe notion s’étend naturellement aux ensembles de formules : siI’ = {1, ..., ¢n}
alors FV(T') = FV (1) U---UFV(p,) et BV(T') = BV (p1)U---UBV(p,).

La notion du substitution peut facilement étre étendue aux formules, cependant
les formules avec quantificateurs posent un probléme. En effet, le sens de celles-
ci peut étre modifi€ si ’on ne substitue pas correctement les variables. La notion
suivante permet de dire si les substitutions sont correctes.

Définition 1.2.10 Un terme t est libre pour une variable x dans une formule
D si:

D est une formule atomique,

® estde la forme Uy x U, avec x € {A\,V,=>}, et t est libre pour x dans U,
et dans U,

D est de la forme —V, et t est libre pour « dans U,

® est de la forme Qy : 5.V avec Q € {V,3} et

. x ety sont la méme variable, ou bien

. x ety sont deux variables distinctes et y n’est pas une variable de t,

et t est libre pour x dans .

Dans la suite, lorsque 1’on appliquera une substitution {z/t} sur une formule
&, nous supposerons qu’elle remplace toutes les occurrences libres de la variable
x dans ® par un terme ¢ qui est libre pour z dans ®.
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1.2.3.3 Les régles du calcul des séquents

Nous pouvons donc maintenant donner I’ensemble des régles d’inférence de
notre calcul.

Définition 1.2.11 (Calcul) Soient T une signature, U, I", A, A’ des ensembles de
Sformules, et ®,®', U des formules. Le calcul des séquents est composé de
I’ensemble des régles d’inférences suivantes :

4
Tod—Ad

oo —A '— A r— AP
A Gauche

T, oA — A ToAond | Drote

LA T®—A | cehe 2222 bt
T.oVd — A une oAV

' —A,® [e— A )

m -Gauche m - Droite

F—A® I,0—A T,&r AT
= Gauche

T o= A ToAGoy = Drote

Dans les regles avec quantificateurs ci-dessous, on suppose que :

— x est une variable quelconque,
~ y est une variable et t un terme, tous deux libres pour x© dans ®

Dans les régles 3Gauche et ¥ Droite la variable y n’est pas libre dans la
conclusion de la régle I', A ; la variable y est communément appelée

eigenvariable”.

I®[t/z],Vz : 5.9 — A

LVr:s.®0— A VGauche

I'— 2y/z], A

TS A Vs 50 VDroite (y¢ FV(I',A))

"La condition de la eigenvariable (en allemand) est nécessaire pour la correction du
systéme de preuve. En son absence, des séquents non valides peuvent étre prouvés.
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T.3z:50— A AGauche (y ¢ FV(T,A))
I'— @ft/z], A _
' — A dz:s5.® ADroite

I'—A® Mo — A
DT — AA

Coupure

Le nom de chaque regle est donné a droite de la barre horizontale de chaque
regle. Au dessus de cette barre se trouvent souvent un ou deux séquents qui sont
les prémisses de la régle et en dessous un séquent appelé conclusion. La seule
regle sans prémisse représente les axiomes, ¢’est-a-dire les séquents qui sont tou-
jours valides.

Comme nous le verrons dans le calcul du chapitre 3 page 83, nous pouvons
trés bien nous passer des regles AGauche, ADroite, = Gauche, = Droite,
YGauche, et VY Droite. Par définition, les connecteurs = et A peuvent s’écrire a
I’aide des deux connecteurs V et -, et le quantificateur V peut &tre défini a ’aide
de Jet .

Ce calcul peut étre immédiatement représenté par le systtme formel Sy =
(Ark, FrLi, Rpk) ob, étant donnée une signature du premier ordre ¥ = (S, F, R, V),
ona:

— Apg estl’alphabet FURUV U {—,A,V,V,3} U {—},

~ F i contient tous les séquents bien formés que 1’on peut construire & partir
de Ark,

— Rpx est’ensemble des instances des schémas de régles donné dans le cal-
cul précedent.

Dans la présentation classique du calcul des séquents LK, il existe plusieurs
regles d’inférences dites structurelles. Celles-ci sont implicites dans le calcul que
nous venons de présenter parce que les séquents sont construits a partir d’en-
semble de formules et non de séquences de formules comme cela est fait habituel-
lement. L’ utilisation des ensembles peut étre vue comme une optimisation de la
version du calcul des séquents avec des séquences. A titre d’ information, voici ces
régles structurelles. Etant donné un séquent I' = A, pour ce calcul, I' et A sont
maintenant des séquences finies de formules (nous aurions pu également choisir
de considérer des multi-ensembles).
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Contraction

ro,o&— A I‘»—MI),@,AC ]
-——*_—I‘, 3o A Cont Gauche T oo A A ont Droite

Affaiblissement
T'— A I'— A ,
T.os A Af f Gauche Too.A Aff Droite
Echange
T, 0 — A T & &, A ,
m Ech Gauche f,—:m Ech Droite

1.3 La logique équationnelle

Nous allons maintenant nous intéresser a une restriction de la logique des pré-
dicats du premier ordre bien adaptée a la spécification de logiciels. Cette restric-
tion est appellée logique équationnelle. Les formules atomiques sont de simples
équations entre termes. Elle est tres utilisée lorsque les logiciels sont vus au travers
des types de données qu’ils manipulent.

1.3.1 Présentation

Dans sa présentation, la logique équationnelle differe trés peu de la logique
des prédicats du premier ordre. Syntaxiquement, les restrictions portent sur les si-
gnatures oll I’on retire 1’ensemble R des symboles de prédicats. Les formules sont
alors construites comme précédemment excepté pour les formules atomiques qui
sont des équations. Ce sont des couples (¢,t') construits 2 partir d’une signature
restreinte ¥ = (S, F, V') ou ¢ et ¢’ sont des termes avec variables de méme type.
On a I’habitude de noter de tels couples t = ¢'.

Sémantiquement, un X-modele associé a une signature équationnelle est défini
comme dans la définition 1.1.6 sans !’interprétation des prédicats autre que le
prédicat binaire de 1’égalité. On parle alors de X-algebres plutdt que de modeles
du premier ordre. L’évaluation des termes et la satisfaction des formules suivent
en tout point les sections 1.1.2.2 et 1.1.2.3.

Afin de prendre en compte le type de raisonnement concis et efficace attaché
a I’égalité et connu sous le nom de remplacement d’égal par égal, nous étendons
le calcul des séquents, précédemment défini, au raisonnement équationnel. Voici
une spécialisation du calcul des séquents (voir [Gal86]) auquel nous ajoutons les
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regles suivantes telles que ¢4,...,%,,t], ..., %, ¢ sont des termes, et s1,...,8p, S
des noms de sortes :

Ft=st— A

== Reflg,

F,(t] =, t’l/\/\tnzsntiléf(th,tn):f( ,177t;1,))HA
'— A

Remplg,

F)(tl =slaNly=st3=>1; :st3)>_’A

oA Transg,

Iyt =sto=>to=st) — A
' — A

SymEq

1.3.2 Formules équationnelles simplifiées
1.3.2.1 Les formules conditionnelles positives

L’une des restrictions de la logique équationnelle a été particulierement étu-
diée pour ses bonnes propriétés algébriques et de décidabilité (principalement
pour des techniques de réécriture - voir le chapitre suivant). La restriction porte
sur les formules considérées. Dans le cadre de cette logique, les formules sont de
la forme :

bh=tAAtp=t,=>t=t

Elles permettent de disposer de pré-conditions lors de la définition d’une opéra-
tion, et elles sont construites a 1’aide des équations et des deux seuls connecteurs
logique A et =.

On parle alors de formules conditionnelles positives. Ce sont les clauses de
Horn de la logique équationnelles. Ces formules seront tres utiles dans le chapitre
6 ou nous considérerons une classe de spécifications algébriques pour laquelle les
axiomes sont des formules conditionnelles positives.

Pour ce type de formules, on peut définir un calcul mieux adapté. Ce der-
nier est défini par un ensemble des régles d’inférences. Celui-ci se divise en deux
groupes : les regles définissant le prédicat égalité de facon générale et les régles
logiques définissant les connecteurs A et = et le quantificateur universel impli-
cite V.
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Définition 1.3.1 Soient ¥ = (S, F,V) un signature et I' un ensemble de for-
mules conditionnelles positives. Soient a, 3, 4, . . ., an, des équations.
Soient t,t' ", t1,. .., tn, u, 0, t), ..., t des termes de Ts(V).

Le systéme de preuve est défini par les régles d’inférences®

suivantes :

Ref———— Axiom————
eF}—tzt XIomf‘Uch—(p
IS /\ai=>t:t' I /\ai¢t’=t”
1<i<m 1<i<m
r+- /\ai:>t=t”

1<i<m

Trans

I Nei=st=t; ... TF Nu=st.=t,

1<i<m 1<i<m

I /\Oéi:>f(tlp--wtn):f(tllaﬂwt{n)

1<i<m

Rempl

s /\ai:>t=t’ TF /\ai=>oz

Sym 1sism Subst 1sigm
'+ /\ai =t =t ' /\a(ai) = o(a)

1<i<m 1<i<m

TE A=
1<i<m
It Naing=a

1<i<m

Mon

I+ /\ai/\uzv=>oz '+ /\ai=>u:v
1<i<m 1<i<m
' /\ai:a

1<i<m

MP

Comme ce systéme de preuve est également un syst¢me formel, une preuve
d’une formule ¢ conditionnelle positive a partir d’un ensemble d’axiomes Az est
un arbre de conclusion Az + ¢ dont les feuilles sont soit un axiome (Axiom)
soit une instance de la réflexivité (Ref), et dont les noeuds sont construits a I’aide
d’instances des autres regles :

8Nous ne sommes plus dans le cadre du calcul des séquents, donc nous utilisons désor-
mais la notation classique pour le prédicat -
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Trans, la transitivité ;

Rempl, le remplacement (ou contexte) ;

Sym , la symétrie ;

Subst , la substitution;

— Mon , la monotonie ;

MP , le modus ponens®, qui est une régle selon laquelle si une formule o
implique une formule 3, alors on peut déduire que si « est vraie alors 3 1’est
également.

1

La regle de tautologie n’est pas écrite explicitement ici, en revanche on peut
prouver des formules de la forme o = « sil’on considére que toutes les formules
de ce type sont contenues dans I’ensemble I" des formules (de manicre implicite).

1.3.2.2 La logique équationnelle élémentaire

Nous parlerons de logique équationnelle élémentaire lorsque les formules sont
réduites a de simples équations. Il s’agit d’une restrictions des formules condition-
nelles positives ou I’on utilise vraiment aucun connecteur logique. Il est possible
dans ce cas de définir un systéme de preuve dédi€ ol I’on ne manipule que des
équations. Nous étudierons en détail le systeéme de preuve pour ces équations dans
la section 3.3.1.1 page 74.

1.4 Les spécifications algébriques

1.4.1 Préliminaires

Les spécifications algébriques sont une technique permettant de définir le
comportement (c’est-a-dire spécifier) des logiciels au travers des structures de
données qu’ils manipulent (les listes, les files, les piles, les arbres, etc.).

La maniere la plus commune de caractériser une spécification S P est de don-
ner un ensemble d’axiomes Az composé de formules de la logique des prédicats
du premier ordre. On note alors SP = (I, Az) et on dit que SP est une spéci-
fication axiomatique. Formellement, les spécifications se définissent de la fagon
suivante :

Définition 1.4.1 (Spécification) Une spécification SP est une paire (%, Az)
ou ¥ est une signature du premier ordre et Ax un ensemble de X-formules. Ces
Sformules de Ax sont appelées axiomes de la spécification SP.

9Modus Ponens : locution latine signifiant “mode qui pose”
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On classe ces spécifications en fonction de la forme des axiomes. Celle-ci
dépend de ce que I’on veut définir comme propriétés. Plus la classe d’axiomes
considérée est large, plus le pouvoir d’expression de nos spécifications est grand,
mais en contrepartie 1’exploitation des spécifications peut devenir plus difficile.
Par exemple, pour définir 1’addition sur les entiers, on n’a pas besoin d’avoir des
axiomes tres compliqués. Des équations suffisent :

O+n = 0
succ(n) +m = succ(n+m)

Par contre pour définir des opérations plus complexes, on aura besoin d’un
langage plus expressif. Par exemple pour définir I’opération modulo sur les entiers
naturels, nous nous servons d’une opération < en pré-condition.

n<m=true = modulo(n,m) = n
n<m= false = modulo(n,m) = modulo(n —m,m)

On reconnait ici des formules conditionnelles positives de la forme ¢; = ] A
-« At, =t, =t =t'. Lorsque tous les axiomes d’une spécification sont de cette
forme, on parle alors de spécification conditionnelle positive.

Il existe des nombreux langages de spécification. Dans cette theése nous al-
lons considérer une classe de spécifications dites algébriques [Wir90, AKKB99].
Elles ont été utilisés aussi bien dans le cadre de travaux théoriques sur le test
[AAB*05a, ALGO02, Mac00a, MS02, Mac00b, DW00, ALGM96, LGA96], que
pour construire des outils de génération de test [CHO0, BW05¢, Mar91b].

Dans cette these nous nous intéresserons plus spécifiquement aux spécifica-
tions conditionnelles positives qui constituent un formalisme simple et couram-
ment utilisé notamment dans le domaine du test [BGM91, Gau95, Mar91b].

Ces spécifications permettent de représenter de nombreuses structures de don-
nées différentes. En voici deux exemples :

Exemple 1.4.1 A l’aide de la signature ¥ 4,41, donnée dans Uexemple 1.1.1 de la
présentation de la logique du premier ordre, nous pouvons associer [’ensemble
AT prip, des axiomes suivant :

O+x = =z (Addl)
suce(z) +y = succ(z +y) (Add2)

zx0 = 0 (Multl)
z *x succ(y) = -+ succ(z *y) (Mult2)

La paire (E grith, AT aritn) définit la spécification S Paryy de Iarithmétique
élémentaire.
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Exemple 1.4.2 Pour spécifier les listes d’éléments (le type élément et un type gé-
nérique qui peut étre instancié par n’importe quel type selon les besoins), nous
utiliserons la signature équationnelle suivante ;s = (SListes, FListes, Viistes)
telle que :

Spistes = {liste,elem, entier}

Fristes = {[]:— liste
_ = _:elem x liste — liste, (ajout d’un élément dans une liste)
_Q@_: liste x liste — liste, (concaténation de deux listes)
long : liste — entier, (longueur d’une liste)
0 :— entier,
succ : entier — entier} (passage au successeur)

Viistes = {,U': liste,e: elem,z,y : entier}

La spécification des listes S Py ;s se définit a 'aide de la signature Yy ;ges
que nous venons de définir et de I’ensemble d’axiomes Axp;sies Suivant :

j@ = 1
(e D@ = e::(lQl)
long([) = 0
long(e = 1) = succ(long(l))

L’intérét des formalismes de spécification est de permettre d’écrire des spé-
cifications abstraites, c’est-a-dire s’intéressant au quoi du logiciel (c’est-a-dire
qu’est-ce que le logiciel est supposé faire) mais pas au comment (¢’ est-a-dire com-
ment il est supposé le faire). L’avantage d’une spécification abstraite est qu’elle
est souvent plus concise et plus claire que I’écriture a ’aide d’un langage de pro-
grammation. C’est lors des étapes successives de raffinement que les choix d’al-
gorithmes devront étre faits permettant ainsi d’aborder cet aspect du “comment”.

1.4.2 Conséquences sémantiques

Dans les spécifications, nous n’écrivons que les propriétés requises d’un logi-
ciel pour qu’il réponde au probleme demandé & 1’aide des axiomes. Cependant,
de ces propriétés élémnetaires requises, nous pouvons déduire un ensemble (sou-
vent infini) de propriétés non-explicitées dans la spécification. On parle alors de
conséquences sémantiques.

Définition 1.4.2 Soit SP = (3, Ax) une spécification. Un 3-modéle M est un
S P-modeéle (ou encore un modéle de la spécification S P) si et seulement si pour
tout axiome p € Az, M |= .
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Une Y-formule 1) est une conséquence sémantique de SP, notée SP |=
1, si et seulement si pour chaque S P-modéle M, nous avons M |= 1.
S P* est I'ensemble de toutes les conséquences sémantiques d’une spécifica-

tion SP.

On remarque que S P* contient nécessairement les axiomes de I’ensemble Az
de la spécification.

Exemple 1.4.3 Nous voulons montrer que [’égalité trés simple x + succ(0) =
succ(x) est une conséquence sémantique de la spécification S P, donnée dans
Uexemple 1.4.1 page 15. Cela revient a montrer que SPayy, = © + succ(0) =
suce(z). Soit M un S Pa,un-modéle quelconque. Soit ¢ une interprétation des
variables qui a T associe un entier n quelconque. Montrons alors que M =,
x + succ(0) = succ(z). Les choix de M et . étant quelconques cela reviendra
a démontrer SParun = © + succ(0) = succ(z). Par hypothése, les égalités sui-
vantes sont vérifiées :
n +M succM(0M) = succM(n +M 0M) (a I'aide de I’axiome Add2)
succM(n +M OM) = suec™(n) (a I’aide de I’axiome Add1)

Nous avons bien I’égalité de la formule de départ. C’est bien une conséquence
sémantique de la spécification.

La notion de conséquence sémantique permet ainsi de considérer une large
classe de formules qui sont des conséquences directes d’une spécification.

1.4.3 Autre exemple : les piles

De nombreuses structures de données peuvent étre décrites a 1’aide des spéci-
fications. Par exemple, les piles :
Soit Lpites = (Spites, Fpiles, Vpites) Une signature équationnelle telle que :

Spites = {entier,pile}

Fpies = {0: entier, succ : entier — entier,
vide :— pile,
empiler : entier X pile — pile,
depiler : pile — pile,
haut : pile — entier,
hauteur : pile — entier}

Vpies = {z: entier,p : pile}
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Les opérations vide et empiler sont les constructeurs de pile. L’ opération
depiler permet d’enlever le demier élément empilé dans une pile. L’ opération
haut renvoie ce dernier élément sans le supprimer. L’ opération hauteur renvoie
la hauteur de la pile (le nombre d’éléments).

La spécifications des piles Piles est composé de la signature ¥ p;; et de ’en-
semble Az p;., d’axiomes suivant :

depiler(vide) = wvide
depiler(empiler(z,p)) = p
haut(vide) = 0
haut(empiler(z,p)) = =z
hauteur(vide) = 0
)

hauteur(empiler(z, p) succ(hauteur(p))
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Chapitre 2
Réécriture

Ce deuxi¢me chapitre est dédié a une technique plus opérationnelle de raison-
nement que les systémes d’inférence : la réécriture. La réécriture est une branche
de I’informatique théorique qui combine des €éléments de logique, de program-
mation fonctionnelle, d’algebre, et de preuve automatique. On lui trouve de nom-
breuses applications en génie logiciel, notamment en test fonctionnel, et plus gé-
néralement dés que 1’on est en présence d’équations. Nous parlerons ici essentiel-
lement de la réécriture de termes [BN98, K1092, DJ90] qui définit une sémantique
opérationnelle de la logique équationnelle (voir section 1.3).

Succinctement, on distingue la réécriture du raisonnement équationnel pré-
senté dans le chapitre précédent par le fait que les éléments manipulés dans les
preuves ne sont plus les équations mais directement les termes. Ceci est rendu
possible par la manipulation de régles de réécriture qui sont des couples de termes
orientés de la gauche vers la droite. A I’aide de ces régles, la partie gauche d’une
regle peut étre remplacée par la partie droite dans tout terme ou cette partie gauche
apparait comme sous-terme. Pour ce qui nous concerne, 1’intérét de cette tech-
nique vient principalement du fait que nous utiliserons des outils formels princi-
palement issus de cette technique. Ceux-ci nous permettront de définir et démon-
trer la complétude des techniques de sélection de jeux de tests développées dans
le chapitre 6 de cette these. Plus précisément, nous allons utiliser dans la suite de
ce manuscrit deux outils formels issus de la réécriture : I’unification, et les ordres
de simplification. Mais avant de présenter ces deux techniques, nous devons au
préalable présenter quelques notions utiles a ces deux techniques.

2.1 Positions et contexte

Les termes de la logique des prédicats du premier ordre, de par leur défini-
tion inductive, peuvent €tre représentés a 1’aide d’un arbre ou les noeuds sont les
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symboles d’opérations, et les feuilles les variables ou les constantes. 11 est ainsi
possible de repérer chaque élément grace a sa position dans le terme (dans 1’arbre)
définie comme un mot sur N.

Définition 2.1.1 (Position) Soient X une signature, V un ensemble de variables,
et t un terme de Ty (V).
L’ensemble des positions d’un terme t est un ensemble Pos(t) de chaines de
caractéres sur l’alphabet des entiers positifs qui est défini de la maniére suivante :
~ sit € V alors Pos(t) = {€} ou € dénote la chaine de caracteéres vide,
~sit= f(t1,...,tn), alors

Pos(t) = {e} U U{ZP | p € Pos(t;)}

Pour toute position w € Pos(t), on note —|,, : Ts(V) — Tx (V') I'application
partielle définie inductivement pour tout terme t € Tx(V') sur la taille des mots
de Pos(t) par :

T

= { tnlw S8t = f(t1,...,tx) avec k > n,

[t indéfini sinon

La position € est la position de la racine du terme t. Pour toute position w

définie pour un terme t, t|,, est appelé sous-terme de t.

Définition 2.1.2 (Contexte) Soient % une signature, V un ensemble de variables,
et O une constante n’appartenant pas a ¥. Un contexte pour ¥ ou ¥-contexte
est un terme de T g0y (V') dans lequel il n’y a qu’une seule occurrence du sym-
bole de constante O.

Dans la suite, on notera s|.|,, pour désigner un contexte s ou l'unique occur-
rence de O apparait a la position w.

Enfin, pour tout terme t et tout contexte s.,,, on notera s[t),, le terme de T (V')
obtenu a partir de s en remplagant le symbole O par le terme t a la position w
(c’est-a-dire tel que s[t),|, = t).

Exemple 2.1.1 Soit t = succ(z) + succ(succ(0)) un terme. L’arbre associé est
de la forme suivante :
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+

7N

succ succ

/ N

z suce

Soit s le contexte succ(O) + succ(succ(0)) obtenu a partir du terme t en
remplagant x par le symbole O. Nous pouvons ainsi construire un nouveau terme
en remplissant O qui représente une position “vide” dans le terme. Nous pouvons
le remplacer, par exemple, par un terme 0 x 0.

On notera le terme obtenu s[0 X 0];1 = succ(0 x 0) + succ(succ(0)), ce qui
nous donne [’arbre suivant :

_+_
/N
succ suce

AN

X suce

/N

0 0 0

2.2 Unification

2.2.1 Présentation

Le concept d’unification [Lal90] est une notion centrale en programmation
logique. Il permet aussi bien de prouver que de calculer. I permet de résoudre
et de propager des contraintes. Il nous sera trés utile dans la suite de cette thése,
notamment pour définir nos procédures de dépliage. Dans toute cette section, nous
allons unifier des termes de la logique des prédicats du premier ordre.

Résoudre une équation t; = t,, c’est chercher ses solutions. Cela revient a
trouver dans une algeébre M des valeurs pour les variables de ¢; et ¢2, qui satisfont
cette équation.

Définition 2.2.1 Soient Y une signature, t,,ts des termes dans Tx(V'), et M une
Y-algébre. Toute évaluation 1 : Var(ty) U Var(ts) — M telle que 1(t1) = ¢(t2),
est une solution de I’équation t; = t; dans M.
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Exemple 2.2.1 L’équation z? — 3 = 0 n’a pas de solution dans N, mais a deux
solution dans R (1(z) = /3 et o(z) = —/3).

L’énoncé du probleéme fait intervenir 1’algébre A1 dont dépend I’existence et
le nombre des éventuelles solutions.

Maintenant, on peut chercher des solutions dans 1’algebre des termes avec
variables Tx(V'). Dans ce cas 13, on parle d’unification finie. Dans sa forme
générale, I’unification se définie pour un ensemble d’équations.

Définition 2.2.2 (Unificateur) Soient t1,...t,,s,..., S, des termes de Tx (V).
Un probléme d’unification est un ensemble P d’équations de la forme {t, =
S1y- -+, tn = 8,}. Une substitution o est un unificateur de P si pour touti,1 <
t <m,onao(t) =o(s;). Onnote U(P) I’ensemble des unificateurs de P.

P est unifiable si U(P) # 0.

Deux termes 7 et s sont unifiables par la substitution ¢ si o est un unifica-
teur pour le probléme d’unification {r = s}. De méme, deux formules atomique
p(ty, ..., tn) et p(sy,. .., sy,), ol p est un symbole de prédicat, sont unifiables par
o si o est un unificateur pour le probleme d’unification {t; = s1,...,t, = s, }.

2.2.2 Unificateur principal

Ftant donné un probléme d’unification P, plusieurs unificateurs de P diffé-
rents peuvent exister. Considérons le probléme d’unification { f(z) = f(g(2))}.
o) = [z/g(a), z/a] est un unificateur car on a bien o1(f(z)) = o1(f(g(2))) =
f(g(a)), mais ce n’est pas le seul. En effet, la substitution oo = [z/g(z)] est éga-
lement un unificateur.

Afin de comparer ces substitutions, on considére les définitions suivantes :

Définition 2.2.3 (Unificateur principal) Soient o et 6 deux substitutions. 9 est
dite plus générale que o, et on note 0 > 0 s’il existe une substitution p telle
que g = pod.

Soit P un probléme d’unification et soit o un unificateur de P. o est un unifi-
cateur principal (most general unifier ou mgu en anglais) de P, si pour tout
unificateur o’ de P, il existe une substitution vy telle que ¢’ = o o 7.

L’ unificateur principal est une substitution plus générale que toutes les autres.
Il est plus général car il impose le minimum de contraintes possibles sur les substi-
tutions des variables. Dans notre exemple ci-dessus , I’unificateur oo = [z/g(2)]
est non seulement un unificateur de notre probléme, mais il est plus général car
01 > 09 et il n’existe pas d’autres substitution o, telle que op > o,,.
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Sous les conditions ci-dessous, on peut montrer que si P a un unificateur, alors
il aun unificateur principal unique. L'unificateur principal est, dans ce cas 13,
noté mgu(P). Voici les deux conditions que I’on impose :

1. On identifie deux unificateurs o et o’ d’un probleme P qui ne différent que
par des renommages de variables.

2. Si P est un probleme d’unification et ¢ un unificateur principal de P, alors,
si le couple =/t est un élément de o, x apparait forcément dans une équation
de P.

Ces deux conditions sont élémentaires et I’ on peut dire que le résultat ci-dessus
est vrai pour tout probleéme d’unification.

2.2.3 Algorithmes d’unification

Une autre propriété fondamentale de I’ unificateur principal est que s’il existe,
il est calculable pour tout probléme d’unification.

1l existe plusieurs algorithmes d’unification permettant directement de décider
si deux termes sont unifiables ou pas (c’est-a-dire de vérifier que U(P) # 0, et,
dans le cas ol "unificateur de P existe, de calculer mgu(P)).

Ici, nous présentons le premier algorithme d’unification proposée par Ro-
binson [Rob65] Il permet directement de décider si deux formules atomiques

p(t1, ..., tn) et p(s1,...,S,) sont unifiables ou pas (p étant un symbole de pré-
dicat). I permet donc de résoudre “naivement” tout probléme d’unification de la
forme {¢t; = s1,...,t, = s,}. Les formules atomiques y sont vues comme deux

mots que 1’on lit et traite de gauche vers la droite. On note ¢ la substitution vide.

Algorithme d’unification de Robinson Soit A; et A, deux formules ato-
miques.

1. o=¢

2. Tant que o(A;) # o(A,) faire

(a) Soit w la position du symbole d’opération le plus a gauche de o(A;)
différent du symbole de méme position dans A,,

(b) soitt; = g(Ay)|, et tz = 0(A2)|. les sous-termes qui commencent a
ce symbole,

(c) sini ¢y, ni {; ne sont des variables ou bien un parmi t;,?, est une
variable qui est un sous-terme strict! de 1’autre alors A, et A, ne sont

1Un sous-terme strict d’un terme ¢ est un terme qui apparait dans ¢ mais qui n’est pas
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pas unifiables ;

sinon déterminer z, une variable qui est ou bien ¢; ou bien ¢y, et ¢ qui
est ’autre parmi ¢y, 5.

o=o0U{z/t}.

findusi

findutantque

3. o est’unificateur le plus général de A, et A,.

Autre algorithme d’unification Il existe un autre algorithme d’unification,
plus élégant, et qui utilise des régles de réécriture [Lal90].

2.3 Systémes de réécriture

2.3.1 Réécriture de termes

La réécriture de termes est une technique de raisonnement qui consiste a ré-
duire une expression en la remplagant par une autre (par exemple pour la simpli-
fier).

Plagons nous dans le cadre des termes de la logique du premier ordre (c’est-a-
dire Tx,(V')). Considérons un type figure qui est construit de la mani¢re suivante :
— rien est une constante de type figure,
— carre, triangle et cercle trois opérations qui prennent en argument un
terme de type figure et qui renvoient un type figure.
Le terme cercle(carre(triangle(rien))) est de type figure, on le représente
par une imbrication de figures :

Une régle de réécriture pour ces figures est une expression qui transforme une
figure en une autre figure. Par exemple, on pourrait avoir I’ensemble composé des
deux regles suivantes :

carre(triangle(f)) Y triangle(carre(f))
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cercle(triangle(f)) 3 triangle(f)

avec f une variable.

Cet ensemble, appelé systéme de réécriture de termes, nous permet de trans-
former notre figure de départ de la maniere suivante :

Comme nous le constatons, ces régles peuvent s’ appliquer a I’intérieure d’une
figure, et la variable f des régles peut étre remplacée par n’importe quelle figure.
On ne pouvait pas appliquer la régle (2) avant la régle (1) dans cet exemple. On
ne peut plus appliquer de régles sur la figure triangle(carre(rien)).

Un systeme de réécriture est donc un ensemble de regles de la forme ¢ —
b. Ces regles sont utilisées de maniere répétitive pour obtenir la forme la plus
simple possible. Chaque étape consistant a remplacer les sous-termes d’une ex-
pression donnée apparaissant comme membre gauche d’une régle de réécriture
par le membre droit de cette méme régle. De maniére plus formelle on définit ce
systéme ainsi :

Définition 2.3.1 (Régle et systéme de réécriture) Soit™ = (S, F, V) une signa-
ture équationnelle. Soient | et v des termes de Tx(V'). Une régle de réécriture
est une paire (I,r) de Tx(V) x Tx (V) telle que Var(r) C Var(l) On notera cette
pairel — .

Un ensemble de régles de réécriture R est appelé systéme de réécriture de
termes.

Exemple 2.3.1 Comme exemple de systéme de réécriture, nous pouvons prendre
la définition de la fonction récursive d’Ackermann sur les entiers naturels.

Pour spécifier une fonction telle que celle d’Ackermann nous aurons besoin de
la signature suivante T acr, = (Sack, Fack, Vack) telle que :

— Sack = {entier},

— Faer = {0 : entier, succ : entier — entier, Ack : entier X entier —

entier},

— Vaek = {z,y : entier}.

La fonction d’Ackermann peut alors se définir par le systéeme R s, composé
des trois régles de réécriture suivantes :
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(1) Ack(0,y) — succ(y)
(2) Ack(suce(x),0) —  Ack(z, succ(0))
(3) Ack(succ(x), succ(y)) —  Ack(z, Ack(succ(z),y))
Les systémes de réécriture définissent un ensemble de régles de base a ap-

pliquer sur les termes. L’application d’une seule de ces regles sur un terme est
appelée étape de réécriture :

Définition 2.3.2 (Etape de réécriture) Soit R un systeme de réécriture. On note
—rC Tx(V) x Ts(V) la plus petite relation (au sens de 'inclusion) définie par :
t —gr t' si et seulement s’il existe

-u—vER,

-0V - Tx(V),

- et un contexte 3|},
tels que t = s[o(u)], et t' = s[o(v)],-
On dit que t se réécrit ent’, et on notet —g t'.

Exemple 2.3.2 Pour le systéme de réécriture R .. de la fonction d’Ackermann,
le terme Ack(succ(0), succ(0)) peut se réécrire de la maniére suivante :
— en Ack(0, Ack(succ(0),0)) grdce a la régle (3),
~ en Ack(0, Ack(0, succ(0))) grdce a la régle (2) appliquée sur le sous-terme
Ack(succ(0), 0),
— en Ack(0, succ(succ(0))) grdce a la régle (1) appliquée sur le sous-terme
Ack(0, succ(0)),
— en succ(succ(succ(0))) (c’est-a-dire 3) grdce a la régle (1).

2.3.2 Propriétés des systémes de réécriture

Comme nous I’avons vu dans I’exemple d’introduction, les regles de réécriture
peuvent étre appliquées de maniere répétitive. On parle alors de dérivation :

Définition 2.3.3 (Dérivation) Avec les notations de la définition 2.3.2, une déri-
vation est une séquence de termes de Ts(V), (t1,...,t,) telle que t; —x tipq
pourtouti € {1,...,n— 1}.

L’ application successive de plusieurs étapes de réécriture est également notée

Z%. Elle correspond 2 la fermeture réflexive et transitive de —. Quand il n’y a
pas d’ambiguité sur le systéme de réécriture, on notera simplement —.
On notera aussi —>, la fermeture transitive de —x, ¢’est-a-dire 1’application suc-
cessive de la relation —% au moins une fois. L’ application successive d’une rela-
tion sur un terme peut parfois mener a une forme, dite normale, ou I’on ne peut
plus appliquer aucune regle.
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Définition 2.3.4 Soit —r la relation associée au systeme de réécriture R. Un
élément e € Tx (V') est une forme normale pour la relation —, si et seulement
si il n’existe aucun autre élément ¢’ € Tx(V') tel que e — ¢ €.

¢/ est appelé forme normale d’un terme e € Tg(V) si et seulement si e =g ¢
et € est une forme normale pour — .

Exemple 2.3.3 Dans [’exemple 2.3.2, le terme succ(succ(succ(0))) est une forme
normale pour la relation associée au systeme de réécriture R 4o Aucune régle
ne peut plus s’appliquer.

C’est également une forme normale pour le terme Ack(succ(0), succ(0)).
Ack(succ(0), succ(0)) —n,., succ(suce(succ(0)))

2.3.2.1 Terminaison

L application répétitive de ces régles de réécriture pose un probléme bien
connu en informatique : celui de la terminaison. Un syst¢me de réécriture qui
termine est simplement un systéme qui ne permet pas d’effectuer de dérivation
infinie, ¢’est-a-dire qu’il n’est pas possible d’appliquer des régles indéfiniment.

Définition 2.3.5 (Terminaison d’un systéme de réécriture)

On dit qu’une relation — g d’un systéme de réécriture R termine s’il n’existe
pas de dérivation infinie ay — ay — ... lors de [’application de la relation. On
dit aussi que — 5, est bien-fondée.

Le systeme de réécriture pour la fonction d’ Ackermann est un exemple de
systeme de réécriture qui termine. Cependant la preuve de la terminaison n’est
pas simple, et utilise les ordres récursifs (ou lexicographiques) sur les chemins
que nous allons étudier dans la section 2.4.

2.3.2.2 Confluence

Comme nous I’avons déja expliqué en introduction a ce chapitre, la réécriture
est utilisée comme sémantique opérationnelle de la logique équationnelle. Une
condition naturelle & imposer sur la relation de réécriture —5 est qu’elle soit
fonctionnelle, c’est-a-dire que sa fermeture réflexive et transitive —x ne puisse
pas mener a deux réductions différentes a partir d’'un méme terme. On dit alors
qu’elle est confluente. Ceci se définit de la fagon suivante :

Définition 2.3.6 Un systéme de réécriture R est confluent si et seulement si
* * * *
YY1, 92, %, (N R & T R Y2 = F2, 01 —r 2R < Y2)-
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R ‘A R

La notion de confluence est une propriété difficile & montrer pour un systéme
de réécriture. Souvent, on s’intéresse a une propriété plus faible, la confluence
locale. Celle-ci nous dit que si un terme peut se réécrire en deux termes différents
par une seule étape de réécriture, alors il existe pour chacun de ses termes une
forme normale par application d’un certain nombre d’étapes de réécriture.

Définition 2.3.7 Un systéme de réécriture R est localement confluent si et
seulement siVzT, Y1, Y2, (1 R — T —r Y2 = Iz, n1 N Ya)

Ceci nous amene naturellement a présenter un résultat trés important en ré-
écriture : le lemme de Newman [New42], également appelé lemme du diamant.
Il permet de dire que ces propriétés de confluence et de locale confluence sont
équivalentes pour tout systeme de réécriture qui termine.

Lemme 2.3.1 (Lemme du diamant) Soit R un systéme de réécriture qui termine.
R est localement confluent si et seulement si R est confluent.

Une preuve originale de ce lemme sera donnée dans la section 3.3.2 page 79
de ce manuscrit.
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2.4 Terminaison et ordres de simplification

Comme nous ’avons déja vu précédemment, la réécriture est utilisée comme
sémantique opérationnelle de la logique équationnelle. Une propriété importante a
imposer au systeme de réécriture, en plus de la confluence, est alors la terminaison.
Dans ce cas 13, il est facile de montrer que tout terme posséde nécessairement
une unique forme normale pour —%. Ceci permet alors d’utiliser le systéme de
réécriture R possédant les propriétés de confluence et de terminaison comme un
programme informatique. Le probléme est de montrer la terminaison d’un systéme
de réécriture ; c’est un probleme extrémement difficile.

Au lieu de montrer la terminaison de la relation —z, une stratégie commu-
nément utilisée est de montrer que —x est incluse dans une autre relation bi-
naire qui poss¢de déja cette propriété de terminaison. En effet, une dérivation
pour un systeme de réécriture peut étre vu comme une suite de relation binaire
entre éléments de méme type. Par exemple la transformation, issue de I’arithmé-
tique 2 + (2 4+ 1) — 2+ 3 — 5 s’intégre parfaitement dans une relation binaire
2+ (2+1) > 2+3 > 50ua > bsiet seulement si le nombre de symboles
utilisés dans a est strictement supérieur au nombre de symboles utilisés dans b. La
transformation termine si 1’ordre considéré est bien-fondé.

Pour faciliter cette démarche, des classes particulieres d’ordres bien fondés
ont €té définies. Nous allons désormais présenter une telle classe d’ordres bien-
fondés : les ordres récursifs sur les chemins. Rappelons tout d’abord quelques
notions préliminaires de base.

2.4.1 Préliminaires
2.4.1.1 Les relations binaires et les ordres

Une relation d’ ordre est une relation binaire particuliere. Elle s’ applique sur un
ensemble et permet de comparer les éléments entre eux de maniere cohérente. Un
ordre est un ensemble muni d’une relation d’ordre vérifiant certaines propriétés.

Exemple 2.4.1 L’ensemble des entiers naturels N muni de la relation d’ordre <
classique est un ordre.

Rappelons tout d’abord quelques propriétés bien connues des relations bi-
naires :

Définition 2.4.1 Soit E un ensemble. Une relation binaire r sur F est dite :
réflexive siVz € F,xra,
symétrique siVr,y € E,zry = yra,
antisymétrique siVr,y,z € E,ary N yrx =z =1y,
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transitive siVz,y,z € E,ary A yrz = zrz.

Un ordre n’est rien d’autre qu’une relation binaire particuliére sur un ensemble
d’éléments.

Définition 2.4.2 Un ordre sur E est une relation binaire sur E (notée = ou <)
qui est réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition 2.4.3 Un pré-ordre sur E est une relation binaire qui est réflexive et
transitive.

Une relation d’équivalence sur E est une relation binaire sur E qui est
réflexive, symétrique et transitive.

La relation d’équivalence =, associée & un ordre > sur E est définie
par:Vz,y € E,x =, y si et seulementsiz >~ yety = x.

L’ordre strict > associé a un ordre = est défini par : Vx,y € E,x > y si et
seulement siz = y et T #» Y.

2.4.1.2 Relations bien-fondées

Une relation qui termine est aussi dite relation bien-fondée ou en encore nce-
thérienne?. C’est exactement une relation de ce type qui nous intéresse pour prou-
ver la terminaison, puisqu’elle ne posseédent pas de dérivation infinie. Rappelons
sa définition :

Définition 2.4.4 (Relation et ensemble nwethériens) Soit E un ensemble. Une re-
lation = sur E est dite ncethérienne (ou encore bien-fondée) si et seulement si
toute chaine d’éléments (z;);cn de E liée par = (z1 = 2 = .. .) est stationnaire,
c’est-a-dire qu’il existe un n € N tel que pour tout i > n, z; = x,. L'ensemble
(E, =) est lui aussi dit neethérien.

La preuve de terminaison n’est pas décidable dans le cas général. Le résultat
suivant nous assure alors qu’il est possible de prouver la terminaison d’un syst¢me
2 . * . . . ”

de réécriture R en montrant que —5 est incluse dans une relation bien-fondée.

Proposition 2.4.1 Soient ry une relation binaire sur E et ro une relation neethé-
rienne sur E. Sionary, C rq, alors ry est aussi nethérienne.

Preuve Supposons qu’il existe une séquence décroissante infinie et non-stationnaire

pour rq.
§17T1...T1 8T1...

2d’Emmy Neether, mathématicienne allemande
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Comme on a par définition r; C 7, alors cela implique donc qu’il existe une
séquence décroissante infinie non-stationnaire pour ry

817T9... T2 8 Ty...

Ce qui est une contradiction puisque la relation r est ncethérienne.

*

L’ ordre ncethérien le plus simple est la relation > («est supérieur a») sur les en-
tiers naturels. Mais I’inclusion dans cet ordre, pour prouver la terminaison, n’est
pas toujours facile a trouver. Par exemple, définissons la relation — sur N x N
telle que : (4,5 +1) — (3,5) et (i + 1,5) — (4,4). La fonction f : (4,7) — 12+ j
permet I'inclusion de - dans >, mais elle ne vient pas a 1’esprit immédiate-
ment !

Lorsque les ordres habituels ne suffisent pas, il est possible d’en créer de nou-
veaux par combinaison des premiers. C’est ce que nous allons voir dans la section
2.4.2 avec les ordres récursifs sur les chemins.

2.4.1.3 Les multi-ensembles

Dans cette section, nous allons décrire une structure intermédiaire entre les
ensembles et les listes qui rentre en jeu dans la définition des ordres récursifs sur
les chemins.

Dans un ensemble, les éléments n’apparaissent qu’une seule fois. Il est sou-
vent trés utile d’avoir des ensembles dans lesquels les éléments peuvent apparaitre
plusieurs fois. Les multi-ensembles permettent ceci. Il se comportent comme des
listes non ordonnées ol les répétitions sont autorisées. Ils sont trés utiles notam-
ment en réécriture, et pour ce qui nous concerne pour prouver des résultats de
terminaison tels que nous les verrons dans le chapitre 3. Ils permettent aussi de
définir une classe particuli¢re du calcul des séquents ou certaines régles structu-
relles sont explicites (voir chapitre 3).

Présentation

Définition 2.4.5 Un multi-ensemble est une paire (E,m) o E est un en-
semble et m : E — N une fonction qui a tout élément e € E, associe un nombre
entier positif qui représente le nombre d’occurrences de cet élément dans le multi-
ensemble.

En particulier, un élément a € E n’appartient pas au multi-ensemble (E,m)
si et seulement si m(a) = 0. On notera M(E) 'ensemble de tous les multi-
ensembles construits a partit de I’ensemble E.

On peut écrire les multi-ensembles de manieres différentes :
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~ comme un ensemble de couples |, (e, m(e))
— comme une séquence d’éléments entre double-accolades {1, za, ..., Zn}}

Exemple 2.4.2 {{z,z,v, 2, 2, z}} et {(, 2), (y, 1), (2, 3) } dénorent le méme mulri-
ensemble.

Propriétés des multi-ensembles Les propriétés des multi-ensembles sont
trés proches de celles des ensembles, mais nécessitent des définitions adaptées que
nous donnons dans cette section.

Définition 2.4.6 La taille d’un multi-ensemble (E,m), notée |(E,m)|, est la
somme de toutes les occurrences des éléments de E donnée par la fonction m :

|(E,m)| = Zeepm(e)
Le multi-ensemble C' = {{z, z,y, 2, 2, z}} est de taille |C| =2+ 143 = 6.

Définition 2.4.7 Un multi-ensemble (E',n) est un sous multi-ensemble de
(E,m), noté (E',n) C (E,m), si et seulement si E' est un sous-ensemble de E,
E' C E, et pour tout élément e € E', n(e) < m(e).

{{z,y, 2}} est un sous multi-ensemble de C, mais {{z, y, y, z}} n’en est pas un car
y apparait deux fois alors qu’il n’apparait qu’une fois dans C.

On peut redéfinir les opérations habituelles des ensembles, comme la diffé-
rence et I’union de deux multi-ensembles.

Définition 2.4.8 Soit (E, m) et (E,n) des multi-ensembles.

L'union des deux multi-ensembles, notée (E,m) U (E, n), est définie par la
fonction associée f : E — N telle que, pour tout e € E, f(e) = m(e) +n(e). On
note (E, f) le multi-ensemble résultant de I'union.

La différence des deux multi-ensembles, notée (E,m) — (E, n), est le multi-
ensemble (E, f) tel que la fonction associée f : E — N est définie de la maniére
suivante : pour tout x € E,

f(z) = n(z) — m(z) si n(z) > m(x),
f(z) = 0 sinon.
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Ordres et multi-ensembles Comme pour les ensembles, il est possible de
définir des relations d’ordre sur les multi-ensembles. La comparaison de deux
multi-ensembles (E, n) et (E’, m), se fait via une relation d’ordre sur les multi-
ensembles notée <« obtenue a partir d’une relation < sur les ensembles. Pour
pouvoir dire qu’un des multi-ensembles est plus petit que I’ autre, il faut que (£, n)
soit obtenu 2 partir de (E’, m) en retirant zéro ou plusieurs éléments de (E’, m),
et en remplagant (ou non) chacun de ces éléments x par des éléments plus petit
que x (dans I’ordre associé <).

Exemple 2.4.3 Par exemple, pour une relation d’ordre classique < sur I’ensemble
des entiers naturels N, on aura I'ordre << sur M(N). Ainsi on aura :
{2,3,5,5}} <« {{2,2,3,5,5,5}}

{1,2,3,4,5}} <« {{2,2,3,5,5,5}}

mais on aura pas :

{2,3,5,6}} < {{2,3,5,5}}.
Voici une définition plus formelle :

Définition 2.4.9 Soit < un ordre associé a un ensemble E, la relation < sur
I’ensemble des multi-ensembles M (E).
Soient (E,n) et (E', m) deux multi-ensembles, (E,n) <« (E',m) si et seule-
ment si ;
~ (E,n)=(E',m), ou
~ il existe des multi-ensembles finis (X, g), (Y, h), avec (X, g) C (E',m), tels
que (E,n) = ((E',m)— (X, g))U(Y,h), et pour touty € Y il existex € X
telquey <

2.4.2 Ordres récursifs sur les chemins

Voici donc, la présentation des ordres récursifs (ou lexicographiques) sur les
chemins. Ils nous permettrons également de prouver la terminaison de nos procé-
dures de normalisation d’arbres de preuve dans le chapitre 3.

2.4.2.1 Ordres de réduction

Nous voulons prouver la terminaison d’un syst¢me de réécriture défini sur la
base d’un ensemble R de schémas de regles. L'instanciation de ces regles par
application de substitutions et de contextes permet d’obtenir la relation notée —¢
(voir définition 2.3.2 page 48). Nous avons envie de prouver I’inclusion dans un
ordre neethérien = de touts les schémas de R. Comme on I’a vu dans la définition
2.3.2 de la section sur la réécriture, une étape de réécriture implique que la relation
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soit stable par substitution et par passage au contexte. Pour garantir la terminaison
de la relation compléte, il faut donc que = soit stable par passage au contexte et
par substitution. La relation = est alors appelée ordre de réduction.

Définition 2.4.10 Un ordre de réécriture = est un ordre clos par substitution
et par passage au contexte : si t %= t' alors pour toute substitution o et tout
contexte 8(.|y, s[ot]y = s[ot']y.

Un ordre de réduction est un ordre de réécriture naethérien.

Nous pouvons ainsi introduire le résultat suivant, dont un des sens est une
spécialisation de la proposition 2.4.1 page 52 :

Théoréme 2.4.1 (de Lankford) Un systéme de réécriture de terme —5 termine
si et seulement s’il existe un ordre de réduction = tel que R C= (c’est-a-dire que
l %= r pour toute réglel — r €¢ R).

Preuve

1. (=) On suppose que la relation R termine. Pour toutes expressions s,
telles que s —x ¢, il est évident qu’il existe un ordre ncethérien > tel que
s > t. La relation ne terminerait pas sinon. On peut donc affirmer que >
est un ordre de réduction puisqu’une relation de réécriture est par définition
close par substitution et par contexte.

2. («) Inversement, si il existe un ordre de réduction > tel que pour toute
regle ! — r € Ronal > r, quelque soit la séquence décroissante t; —x
to —% ... comrespondante a la séquence décroissante t; > 1o > f3 > ...
celle-ci termine. En fait, si ce n’était pas le cas, cela signifierait que 1’ordre
de réduction > n’est pas ncethérien.

*

2.4.2.2 Ordres de simplification

Les ordres récursifs sur les chemins font partie d’une classe plus grande d’ordres
de réduction sur les termes : les ordres de simplification.

Définition 2.4.11 (Ordre de simplification) Soit ¥ = (S, F, V') une signature.
Un ordre > sur Tx(V') est un ordre de simplification si pour chaque nom de fonc-
tion f d’arité n € N, on a

1. la stabilité par contexte : sipour toutl < i < n, t; > t}, alors f(t1,...,tn) >
f@, .. t).

2. la propriété de sous-terme : pour tout 1 < i <mn, f(t1,...,t,) > ;.
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Ces ordres sont bien-fondés, ¢’est ce que nous dit le théoréme de Dershowitz
en se fondant sur un résultat plus ancien, le théoréme de Kruskal. La preuve clas-
sique, que 1’on peut trouver dans [Lal90, BN98] s’appuie sur le la notion de bon
pré-ordre, et sur une relation dite de plongement.

Définition 2.4.12 (Relation de plongement) Soit ¥ = (S, F, V) une signature.
La relation C de plongement est définie par :

t=f(tr, - . ta) Cgty,...,tn) =1t

avect,t',t;,t; des termes, sil'une des trois conditions suivantes est satisfaite :

1 t=1¢,
2. f=gett; Tt pourtouti,1 <i<p,
3. ilexistei, 1 <t <mtelquetCt,.

Ainsi, t T t' si ¢t peut étre obtenu 2 partir de ¢’ en “élaguant” ¢'. Placons nous
dans le cadre plus général des pré-ordre.

Définition 2.4.13 Un pré-ordre < est un bon pré-ordre si pour foute séquence
infinie (Tp)nen il existe i,j tel que i < j et x; < ;.

L’intérét des bon pré-ordres est qu’ils sont nécessairement bien fondés. Le
théoreme de Kruskal nous permet alors de prouver que 1’ordre de plongement est
bien un bon pré-ordre et donc qu’il est bien fondé. En voici I’énoncé :

Théoreme 2.4.2 (Kruskal) Soit 3 une signature finie. La relation de plongement
C est un bon pré-ordre sur les termes clos Ty,

Comme nous I’avons déja dit la preuve de ce théoreme est classique, et on
peut la trouver dans [L.al90, BN98]. Il nous permet de montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.4.3 Les ordres de simplification sont bien fondés.

Ce résultat nous permettra ainsi de prouver la terminaison de certains systemes
de réécriture lorsque ceux-ci sont contenus dans un ordre de simplification. C’est
le théoreme de Dershowitz [Der82, DJ90] qui nous I’assure :

Théoréme 2.4.4 (Théoréme de Dershowitz) Un systéme de réécriture R est bien-
fondé s’il existe un ordre de simplification = tel que o(t) > o(t') pour toute régle
t — t' € R et pour toute substitution o.
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2.4.2.3 Ordres récursifs sur les chemins

L’idée sous-jacente aux ordres récursifs sur les chemins (recursive path orde-
rings en anglais) est que deux termes sont ordonnés en comparant leurs symboles
a la racine selon un ordre ncethérien sur les symboles de fonctions de la signature
et, de facon récursive, les multi-ensembles de leurs sous-termes immédiats.

Définition 2.4.14 (Ordre récursif sur les chemins) Soient 3 une signature et V
un ensemble de variables. Soit = un ordre “de précédence” sur LUV tel que deux
variables différentes sont incomparables, et les symboles de fonction et les va-
riables sont incomparables. On construit a partir de > 1’ordre récursif sur les che-
mins (rpo ou recursive path ordering, en anglais) >y, sur l’ensemble des termes
Tx,(V) et I'ordre associé »,p, sur M(Tx(V')) ’ensemble des multi-ensembles de
termes.
On note ~,, I’équivalence par permutation des sous-termes : f(t1,...,tn) ~rpo

f(t15 - tn) ity ~po Ly poUr une permutation des indices allantde 1 an; et
trpo ' SIT >ppo t/ OUT ~oppy .

t: f(t1)7tn) >7'p0 g(t,h""t;n) :t/
si l'une des trois conditions suivantes est satisfaite :
(RPOI) f=g(doncm=n) et {t1,..., e} o {t1,.. ., 1.}
(RPO2) f > g etpourtouti,1 < i< m,t >ppt;
(RPO3) f ¥ getil existei,1 < i < ntelquet; ot

Les ordres récursifs sur les chemins sont des ordres de simplification, donc ils
sont également bien-fondés [Lal90]. Nous allons pouvoir les utiliser pour prouver
la terminaison de systemes de réécriture.

2.4.2.4 Ordres lexicographiques sur les chemins

Un ordre lexicographique est un ordre récursif (lexicographic path order) sur
les chemins particulier o les multi-ensembles sont des n-uplets.

Il faut d’abord définir I’extension lexicographique de n relations d’ordre. De
plusieurs relations d’ordres élémentaires on pourra ainsi définir un nouvel ordre
construit lexicographiquement.

Définition 2.4.15 (Extension lexicographique) Soient (E1, 1), ...,(En, =n), 0
ensembles ordonnés. L’ extension lexicographiquede =1, . .., =p, notée = ey,
est définie sur Fy x ... X E, par:

(l‘1, v "’En) Flex (yh s ’yn)

si et seulement siona:
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- Yi(l <i<n), z =y, oubien
- (1 <i<n), = uAVI(L<j<i), z;=y;

Proposition 2.4.2 Si les ensembles ordonnés (Ey, 1), ..., (En, =n) sont tous
naethériens, alors leur extension lexicographique =, est elle aussi neethériene.

Preuve Par I’absurde, supposons qu’il existe une séquence décroissante infinie
non-stationnaire pour >=e,.

(Sla---;'sn) Flex + +» Flex (tly-'-atn) Flex - -

Par définition de =, on sait qu’il existe un indice ¢ tel que I’on ait une suite
décroissante infinie non-stationnaire telle que :

Si i mi b Fi
Ceci est une contradiction puisque 1’on a supposé que tous les ensembles étaient

munis d’une relation noethérienne. *

Sur le méme principe, il est possible d’étendre la définition de I’extension
lexicographique pour comparer des séquences bornées (mais de tailles différentes)
d’éléments de plusieurs ensembles.

Définition 2.4.16 (Ordre lexicographique) Soient (Ey, 1), ..., (Fn, =n), nen-
sembles ordonnés. L’ordre lexicographique, noté =, est défini de la ma-
niére suivante :

vm)p S n, (817 e 7Sm) #leze (tl) R :tp) = (517 R 7Sk) %lez (tla .. 7tk)7
k étant le minimum entre m et p.

Proposition 2.4.3 Si les ensembles ordonnés (Ey,=1),...,(En, =n) Sont tous
neethériens, alors ’ordre lexicographique .. est lui aussi neethérien.

Preuve Par I’absurde, supposons qu’il existe une séquence décroissante infinie
non-stationnaire pour = jeze.

(31>- . .,Sm) Fleze - - - Fleze (th“ '1tp) = lege - - -

L’ordre de cette séquence s’établit uniquement sur les n premiers éléments des
tuples, sachant que n représente la longueur du tuple de plus petite taille de la
séquence. On pose k& comme étant la longueur du tuple de plus grande taille de la
séquence. Il existe donc un tuple de termes quelconque de taille &, (s, ..., s}),
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tel que 1’on puisse compléter tous les tuples de taille strictement inférieure a k par
les k — [ derniers éléments de cet ensemble, [ étant la taille du tuple a compléter.
On obtient ainsi une séquence infinie ordonnée selon =, :

! ! / /
(815 Sm) Smytr+ -+ k) Flex + -+ Flex (tl,...,tp,spH,...,sk) Flex -+ -

On en arrive donc a une contradiction puisque [’extension lexicographique =,
est neethérienne. *

L’ ordre lexicographique sur les chemins va nous permettre de prouver la ter-
minaison de systémes de réécriture, notamment dans I’exemple 2.3.1 page 47 de
la fonction d’ Ackermann.

Définition 2.4.17 (Ordre lexicographique sur les chemins) Soient 3 une signa-
ture, V un ensemble de variables, et > un ordre neethérien sur F (les symboles
de fonctions). L’ordre lexicographique sur les chemins >7° est défini sur
les termes de Tx, (V') par s>t si
1. (LPO1)t € Var(s) et s # t ou bien
2. (LPO2) s = f(s1,...,8n) ett = g(t1,...,tm) et l'une des conditions
suivantes est vérifiée :
(a) (LPO23a) f =p g, (s1,...,80) >F% (t1, ... tm)etVi € {1,...,m},
s >lpe ti;
(b) (LPO2b) f >pgetVie {1,...,m},s >P¢;
(c) (LPO2c) 3i € {1,...,n} tel que s; >'*° t ou bien s; = t (c’est-a-
dire s; > t).

11 s’agit en fait d’un ordre récursif sur les chemins ou I’on remplace la condi-
tion (RPO1) par la condition (LPO2a).

Théoréme 2.4.5 Les ordres lexicographiques sur les chemins sont des ordres de
simplification.

La preuve est similaire a celle faite pour les ordres récursifs sur les chemins
et pour les lecteurs intéressés, est disponible dans Ia littérature traitant de ce sujet,
par exemple [BN98, L.al90].

2.4.2.5 Exemple : La fonction d’Ackermann

A partir du systéme de réécriture R défini dans I’exemple 2.3.1 page 47, que
I’on rappelle ici, nous allons montrer que la relation 7 est incluse dans un ordre
lexicographique sur les chemins et donc que le systéme de réécriture termine.
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(1) Ack(0,y) —  succ(0)
(2) Ack(succ(x),0) —  Ack(z, succ(0))
3) Ack(succ(zx), suce(y)) —  Ack(z, Ack(succ(z),y))

Commengons d’abord par définir I’ordre bien-fondé > sur les symboles de
fonctions :

Ack >p suce > 0

Montrons alors que la relation — vérifie I’ordre lexicographique sur les che-
mins >'P° sous-jacent & >p. Nous devrons alors montrer que chacune des régles
de la fonction d’Ackermann est incluse dans >'?°, Par fermeture par contexte,
substitution et transitivité, nous aurons alors nécessairement LR§>”’°.

— Pour I’équation (1) de la fonction d’ Ackermann, nous devons montrer que

Ack(0, z) >'P° suce(0).

Nous nous trouvons dans le cas (LPO2b), avec s = Ack(0,z) et t =
succ(0), donc n = 2 et m = 1. Nous savons, d’aprés 1’ordre défini sur
les symboles, que Ack >r succ. Nous devons donc montrer que Vi €
{1,...,m} (c’est-a-dire pour i = 1 car m = 1), s >P° ¢; (c’est-a-dire
que Ack(0,y) > 0).

Pour montrer que Ack(0,y) >%° 0, profitons du fait que I’ordre lexico-
graphique sur les chemins a la propriété de sous-terme, c’est-a-dire que tout
terme est plus grand que chacun de ses sous-termes. Nous avons donc immé-
diatement que Ack(0,y) >'° 0 puisque 0 est un sous-terme de Ack(0,y).
Nous avons donc bien démontré que I’équation (1) de la fonction d’ Acker-
mann vérifie I’ordre lexicographique sur les chemins.

— Pour I’équation (2), montrons que Ack(succ(z),0) >'P° Ack(z, succ(0)).
Nous avons s = Ack(suce(z),0), t = Ack(z, succ(0)), et donc n =
m= 2,

Nous nous trouvons dans le cas (LPO2a) avec f =g g =r Ack. 1l faut
donc prouver deux choses différentes :

1. (s1,82) >0 (t1,t5) ¢’est-a-dire que (succ(z),0) > (x, succ(0)).
Nous allons en fait comparer les ensembles des arguments des deux
cotés de I’équation selon I’ extension lexicographique des ordres (voir
définition 2.4.15).

Nous avons m = n = 2 (la cardinalité des tuples a comparer) et nous
devons montrer (s, s5) > (ty,t) car les deux ensembles sont de
méme cardinalité.

Il nous suffit donc simplement de prouver que succ(z) >'P° z. Ce qui
est immédiat car z est un sous-terme de succ(z).



62 CHAPITRE 2. Réécriture

2. Vi€ {1,2},s > t,.
Pour i = 1, montrons que Ack(succ(z),0) >'° z, ce qui est immédiat
puisque z est un sous-terme de Ack(succ(z), 0). Pour ¢ = 2, montrons
que Ack(succ(z),0) >'%° succ(0). Comme pour I’équation (1), nous
utilisons (LPO2b) et nous devons donc prouver Ack(succ(z),0) >'P°
0, ce qui est de nouveau une conséquence immédiate de la propriété
des ordres de sous-terme.

— Etpuis, pour I’équation (3), nous devons montrer que Ack(succ(z), succ(y))
>0 Ack(z, Ack(succ(z),y)). Comme pour I’équation (2), nous passons
d’abord par (LPO2a),

1. Pour le premier cas nous sommes dans la méme situation.

2. Pour le deuxiéme c’est un peu différent.

Pour i = 1, montrons que Ack(succ(z), succ(y)) > z. Cest le

méme probléme que dans 1’équation (2), nous sommes dans le cas

(LPO1).

Pour i = 2, montrons que Ack(succ(z), succ(y)) >° Ack(succ(z), y).

Nous nous retrouvons dans le cas (LPQO2a) :

(@) (suce(z), succ(y)) >P° (suce(x),y) car succ(z) = suce(z), et
succ(y) >'° y (selon I’ordre de sous-terme)

(b) Pour i = 1, Ack(succ(x), succ(y)) >'"° succ(z), que nous pou-
vons comme dans les cas précédent montrer grice a la propriété
de sous-terme.

Pour i = 2, Ack(succ(z), succ(y)) >'P° y car y est un sous-terme
de Ack(succ(z), succ(y)).
Ceci termine donc I’exemple. Nous avons bien ce que nous voulions démon-
trer.

2.5 Systémes de réécriture conditionnelle

Dans cette section, nous présentons une classe particuliere de systémes de
réécriture [KK06], les systemes de réécriture conditionnelle. Les formules consi-
dérées sont alors des formules conditionnelles de la forme

=t A Atp=th=>l=r
ol t; = ti,...,t, = t, sont les conditions, et | = r la conclusion de la

formule.
Les régles de réécriture conditionnelle sont construites a partir de formules
conditionnelles dont on oriente la conclusion et on les note
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bh=tAAtp=t,=>1—>r

Définition 2.5.1 Un systéme de réécriture conditionnelle est un ensemble
de régles de réécriture conditionnelle de la forme

h=tA Atp=t,=>1->r

outy =ty A---At, =t! sontles conditions, et | et r sont, respectivement, les
parties gauches et droites des conclusions des régles de réécriture conditionnelle.

Pour un systeme de réécriture R, une régle donnée s’applique sur un terme si
ses conditions sont satisfaites lorsqu’elles sont instanciées par la substitution qui
convient.

Dans les systtmes de réécriture classiques, les variables, contenues dans le
membre droit d’une régle, apparaissent également dans le membre gauche. On
généralise cette condition aux systemes de réécriture conditionnelle : les variables
contenues dans les conditions ou dans le membre droit, apparaissent également
dans le membre gauche de la regle. Cette condition n’est pas nécessaire dans le
cas général, mais est bien souvent requise.

Définition 2.5.2 Soit R un systéme de réécriture conditionnelle. Un terme t se
réécrit en un terme t', que 'on note t — 5 t' si il existe :

1. une réglede réécrituret; =ty N---ANt, =t, =1 — rdansR,
une position w dans le terme t,

une substitution o, satisfaisant t|,, = o(l),

N oW N

une substitution T telle que les conditions T(o(t1)) = 7(c(t))) A+ A
7(0(tn)) = 7(0(t])) soient vérifides.

On a ainsi t' = t[T(o(r))]e-

D’apres cette définition, une régle de réécriture conditionnelle est applicable si
il existe une substitution sur les variables telle que les conditions soient satisfaites.
Ce probleme peut étre résolu par un processus appelé “narrowing” en anglais.
Mais la définition 2.5.2 est trop générale pour &tre applicable. Il faut donc poser
des conditions plus restrictives. La premiere chose requise est que chaque variable
apparaissant soit dans les conditions, soit dans la partie droite de la conclusion doit
aussi apparaitre dans la partie gauche de la conclusion, c’est-a-dire

Var(ty =ty AN ANt =1t,)UVar(r) C Var(l)
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Puis dans la condition 4, 7 devient I’identité, et nous la remplacons par la

condition suivante :
4. pour tout i, o(t;) est une forme normale de o(t;)

La propriété suivante de réduction sur les systémes de réécriture conditionnelle
nous permettra de garantir des propriétés pour un de nos criteres de sélection
donné dans le chapitre 6 de ce manuscrit.

Définition 2.5.3 (Réduction) Un systeme de réécriture conditionnelle R est ré-
ducteur si et seulement si il est équipé d’un ordre bien fondé qui satisfait pour
toutes les regles /\ti =t =>t— t' dans R et toutes les substitutions o :
1<i<m
- o(t)>a(t'), et
- Vie{l,...,m},a(t) > a(t;),o(t) > o(t)).



Deuxiéme partie

Un résultat général de
normalisation d’arbres de preuve

65



Chapitre 3

Normalisation d’arbres de preuve

Dans beaucoup de situations en logique, pour faciliter 1’utilisation des sys-
témes d’inférence, ou pour obtenir des résultats de cohérence ou de décidabilité
sur les systemes de preuve, ou encore pour faire de la preuve automatique, on
utilise souvent une stratégie d’application des régles d’inférence. L'intérét est de
réduire I’espace de recherche des arbres de preuve. Citons quelques exemples ol
une stratégie d’application des regles d’inférences peut &tre utilisée :

— le résultat de logicalité pour de nombreuses formes de logiques équation-

nelles [vO04, Bir35, Kap84, ABDO02] ;

— I’élimination des coupures qui montre que la régle de coupure n’est pas
nécessaire pour le calcul des séquents et pour la déduction naturelle dans
de nombreuses logiques (logique du premier ordre [Gen35], logique intui-
tionniste [Kle52], logiques modales [Wal90], déduction modulo [DW99],
display logic [DG03] );

— la propriété de confluence pour les systemes de réécriture (voir la section
2322);

Pour savoir si on ne perd pas en puissance de preuve en utilisant ces stratégies,
il faut montrer que n’importe quel arbre de preuve, sans stratégie d’application des
regles, coincide exactement avec la classe d’arbres de preuve, correspondante a la
stratégie particuliere d’application des reégles. Nous dirons alors qu’elles sont cor-
rectes et completes par rapport au systeme d’inférence de départ.
La correction est trivialement satisfaite car les arbres résultants de telles stratégies
sont avant tout des arbres de preuve.
La complétude est beaucoup plus complexe. En effet, elle demande que pour tout
énoncé de théoréme, il existe un arbre de preuve associé satisfaisant la structu-
ration imposée par la stratégie d’application des régles d’inférence. Usuellement,
dans tous les systemes formels ou ce type de démarche de restriction de I’espace
de recherche des arbres de preuve a été appliqué, la complétude est une consé-
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quence d’un résultat plus fort qui consiste a définir des transformations d’arbre de
preuve élémentaires, de montrer que ces transformations terminent et que I’espace
des preuves ainsi obtenues “couvre” 1’espace des théoremes. On observe alors
que ces transformations se caractérisent par des transformations élémentaires qui
consistent souvent a faire remonter certaines regles sur d’autres. On parle alors
de normalisation d’arbres de preuve. En général, dans les systeémes formels ou de
tels résultats de normalisation ont été appliqués, la difficulté ne réside pas dans la
définition de ces transformations élémentaires mais dans la preuve de terminaison
de ces dernieres. A chaque fois que de tels résultats de normalisation d’arbres de
preuve ont été établis, c’est de fagon ad-hoc au systeme formel sous-jacent.

Dans cette partie, nous allons montrer que de nombreux résultats peuvent
s’unifier et ainsi se généraliser indépendemment du systeéme formel sous-jacent.
Ainsi, nous allons montrer que des résultats de normalisation aussi différents que
la logicalité, le lemme de Newman ou encore 1’élimination des coupures dans
le calcul des séquents et en déduction naturelle s’unifient dans un méme cadre
général que nous allons définir dans cette partie. Les résultats de normalisation
d’arbres de preuve présentés ici seront largement utilisés dans toute la suite de la
these. Nous les utiliserons notamment dans les preuves du chapitre 6 pour prouver
la complétude de notre méthode de dépliage.

Ce travail a été commencé pendant mon stage de DEA [B0i03], a été poursuivi
par la suite pendant ma these, et a donné lieu a un rapport de recherche du LaMI
[ABLOS]. Il est inspiré d’un premier résultat de normalisation d’arbres de preuve
décrit dans [Bah03, ABDO02].

Nous allons tout d’abord énoncer nos résultats de normalisation d’arbre de de
preuve sous la forme de résultats généraux valides pour n’importe quel systéme
formel. Puis, nous donnerons plusieurs exemples détaillés de normalisation.

3.1 Les transformation d’arbres de preuve

3.1.1 Introduction

Dans les systemes de preuves que nous avons étudiés précédemment, plusieurs
arbres de preuve peuvent étre associés a la preuve d’'une méme formule, tout dé-
pend de la facon dont les regles sont appliquées. Par exemple, construisons la
preuve de la formule valide (A A B) = (A V B) dans le calcul des séquents G vu
dans la section 1.2.3.1 page 27 :
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Ax

AGauche

) V Droite

= Droite

AB—AB
(ANB)— A,B
(AANB)— (AVB
— (AANB) = (AV B)

Nous aurions pu I’écrire aussi bien de la maniere suivante, en appliquant
d’abord la regle AGauche puis la régle V Droite :

Az

) V Droite

) AGauche
= Droite

A,B— AB
AB— (AVB
(AANB)— (AVB
>—>(A/\B):>(A\/B)

La conclusion et I’unique feuille (Ax) de I’arbre sont les mémes dans les deux
arbres. Seule la structure interne de 1’arbre a changé.

Normaliser un arbre de preuve consiste alors a transformer cette structure
interne de 1’arbre pour lui donner une configuration particuliere (pas forcément
unique). Nous allons donc donner un cadre générique adapté a la normalisa-
tion d’arbre de preuve le plus indépendant possible d’un systeme formel donné.
Nous allons normaliser via 1’utilisation de transformations élémentaires d’arbres
de preuve. Ces transformations fonctionnent comme des régles de réécriture (voir
section 2.3 page 46). Nous pouvons, par exemple, transformer notre premier arbre
de preuve en notre second arbre, grace a la regle suivante :

LAB—ABA . T, A B A B,A
T,(ANB) — A,B,A " g‘c e T,A B— (AVB),A
T,(AAB)— (AV B),A /Drote T,(ANB) — (AV B),A

V Droite
AGauche

Un telle regle permet de dire que VDroite “remonte” sur AGauche. Quand
on I’applique sur un arbre de preuve, et que la partie a gauche du signe ~~ s’unifie
avec une partie élémentaire de 1’arbre, alors on réécrit cette partie élémentaire par
la partie droite. On peut le faire car les conclusions et les feuilles sont les mémes
des deux cotés.

Pour fonder notre résultat de normalisation d’arbres de preuve nous utilisons
les notions de réécriture et de terminaison que nous avons déja présentées dans la
section 2.3 page 46. Pour normaliser un arbre de preuve, nous utilisons des regles
de transformation élémentaires. Quand elles sont regroupées, elles forment des
systemes de transformation d’arbres de preuve. Il nous faudra alors définir des
conditions sur ces systemes de transformation pour garantir leur terminaison.
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3.1.2 Arbres de preuve élémentaires

La normalisation va donc se faire pas a pas en transformant un arbre de preuve
complet par des transformations de “petits morceaux” ou motifs internes de I’ arbre.
Ces motifs élémentaires sont appelés arbres de preuve élémentaires et sont consti-
tués d’une application de régle, dont les prémisses de celle-ci sont soit des feuilles

soit des applications de regles.
Par exemple, la transformation donnée en début de chapitre

T,A B~ A B,A
T,(AAB)— 4, B,A
T,(AAB)— (AV B),A

est un arbre de preuve élémentaire. Donnons la définition formelle de tels
arbres de preuve élémentaires.

AGauche
vV Droite

Définition 3.1.1 Soit S = (A, F, R) un systéme fc;rrmel. Un arbre de preuve
T ...
élémentaire est un arbre de la forme —I‘T-“n L noté (m, ..., T, @), tel
que, pour touti,1 <i<n:
— soit w; est une formule de F,
— soit il existe une régle 1; € R telle que 71; = (¢, . .., Pipn,, P:)u; Avec pour
tout j,1 < 7 <m, gogmj une formule de F.

Remarque 3.1.1 Les arbres de preuve élémentaires ne sont pas des arbres de
preuve car leurs feuilles ne sont pas nécessairement des axiomes.

3.1.3 Procédure de transformation d’arbres de preuve

A partir de ces arbres de preuve élémentaires nous définissons nos transfor-
mations d’arbres de preuve. Une transformation doit étre vue comme une régle
de réécriture d’arbre qui a pour membre gauche un arbre de preuve élémentaire
7 qui correspond a ce que 1’on veut transformer dans un arbre, et pour membre
droit un arbre de preuve 7' de méme conclusion que 7 et dont les feuilles sont un
sous-ensemble de celle de 7. La partie droite doit bien sir étre un arbre normalisé.

Définition 3.1.2 (Systéme de transformation) Soit S = (A, F, R) un systéme
formel. Un systéme de transformation d’arbre de preuve pour S est une
relation binaire ~~ telle que pour toute régle de transformation de la forme
s
— T est un arbre de preuve élémentaire,
— 7’ est un arbre normalisé, c’est-a-dire qu’on ne peut pas appliquer de régles
sur celui-ci,
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— l’ensemble des feuilles de 7' est inclus dans celui de 7 (noté LS(n') C
L8(r)),

— 7 et 7 ont la méme conclusion.

Nous pouvons transformer tout systtme de transformation d’ arbre de preuve
en un systeme de réécriture. Ceci nous permettra de montrer la normalisation
d’arbres de preuve a partir des nombreux résultats établis sur la terminaison des
systéemes de réécriture.

Nous allons donc nous ramener a un systeme de réécriture dont nous avons
étudié de nombreuses propriétés dans le chapitre précédent. Pour cela, nous al-
lons associer a toute formule ¢ une sorte s, et a chaque régle d’inférence ¢ une
opération f,. Pour les arbres qui ne sont pas des arbres de preuve, et qui pos-
sédent donc des feuilles qui ne sont pas des axiomes, nous allons remplacer ces
feuilles par des variables. Associons au systéme formel S = (A, F, R) la signature
Ys = (Ss, Fs, Vs) telle que :

- Ss={s,|p € F}

~ Fs={cpi— 8|9 € FYU{fi 85, X - X 5, = 5, | 2282 € R}

- Vs={z,|pEF}.

Nous pouvons donc associer a tout arbre de preuve de S un Xs-terme clos.
Ainsi, un systtme de transformations élémentaires d’arbres de preuve peut €tre
vu comme un systeme de réécriture. A toute régle de transformation d’arbre de

preuve
$r_ - Pn o,

Y. ¢ e Ym

¥ v,

nous associons une regle de réécriture de termes :

ft(an" "fL/("E(Pl" ">xs0n)" "’xllim) ~ tﬂ'

telle que y,, ..., Ty,, Tgy,- -, Ty, sont des variables de sortes sy, (resp.
S¢;), €t i est le Ls-terme obtenu a partir de 7 ou toute feuille de ¢ a été rem-
placée dans ¢, par une variable z,, de sorte s,,.

Définition 3.1.3 (Etape de transformation) Soit 7 un systéeme de transforma-
tion d’arbre de preuve. Soit TR le systéeme de réécriture de terme associé a T.

~s1r est la relation associée a ’application d’une étape de réécriture du sys-
téeme TR. Comme nous avons traduit nos arbres de preuve en termes, une étape
de transformation se fera de la méme maniére qu’une étape de réécriture (voir
définition 2.3.2 page 48).

On notera ~1x 'application successive de plusieurs étape transformation
d’arbre de preuve.
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Comme pour tous les systemes de réécriture 1’un des probleémes majeurs est la
terminaison.

Définition 3.1.4 Un systéme de réécriture est dit fortement normalisant si
toutes les séquences de transformation sont finies, ¢’est-a-dire qu’il termine quelle
que soit la maniére d’appliquer les régles, et faiblement normalisant si fout
arbre de preuve a une forme normale.

Nous ne nous occuperons pas ici de la confluence du systeme de réécriture.
Seule la forme de I’arbre normalisé nous intéresse, peu importe que celle-ci soit
unique ou non.

3.2 Conditions et théoréme pour la normalisa-
tion forte

Cette section est dédiée a un théoréme de normalisation forte sur les transfor-
mations d’arbres de preuve, c’est-a-dire un théoréme qui garantit la terminaison
d’un systeme de transformation d’arbres de preuve sous certaines conditions (que
nous allons décrire dans cette section). Ce théoréme est général parce qu’il est
défini indépendamment d’un systéme formel donné (voir section 1.2.2).

Une idée simple et commune 2 la plupart des preuves de terminaison (voir
I’ ordre récursif sur les chemins section 2.4.2) consiste & comparer les termes des
régles de réécriture en commengant par comparer leurs symboles de téte, et puis
récursivement en comparant les collections de leurs sous termes immédiats. Nous
commengons donc par définir un ordre bien-fondé sur les éléments atomiques des
arbres de preuve (i.e. les instances de régles).

Par exemple, dans le cadre du calcul des séquents, et comme nous le verrons
par la suite dans la section 3.3.3 page 82 pour prouver I’élimination des coupures,
nous pouvons définir I’ordre bien fondé€ suivant sur les régles du calcul :

Y@ € {A, ~, 3}, Coupure > @QDroite, @Gauche, Aziome

En classant les régles a 1’aide de cet ordre bien-fondé, nous pouvons carac-
tériser une forme d’arbres de preuve du calcul des séquents, ou la régle de cou-
pure “remonte” sur toutes les régles et s’élimine sous les axiomes. Lorsqu’on
écrit Cut = AGauche cela signifie que la régle C'ut peut remonter sur la régle
AGauche, et ceci nous permet d’accepter cette régle de transformation ! :

1’ordre bien-fondé ~ ne nous garantit pas que cette régle existe mais qu’elle peut
exister.
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A7B’90HA1 F3>_)A2790 A’B)<P>_)Al
Ps— Ao, AANB,p— A gG;zuche I's,A,B— Ay, Ay GCUZ
T3, ANB— A A, u w T3, ANB = A A, NGauche

Nous allons maintenant donner plus précisément nos conditions pour qu’une
procédure de transformation soit fortement normalisante. Nous allons représenter
les arbres de preuve sous la forme de déductions (voir section 1.2.2).

Définition 3.2.1 (Conditions pour la normalisation forte) Soit S = (A, F, R)
un systéme formel. Soit T un systéme de transformation, et < un ordre bien-fondé
sur ’ensemble des régles d’inférences R.

Un procédure de transformation ~»1 vérifie les conditions pour la nor-
malisation forte si pour toute régle de transformation (11, ... ,tn, ), ~> T €
T et pour chaque sous-arbre (4}, ..., ¢ ), dew:

1. o= sipourtoutj,1 < j<m,onali EFUUT‘

ré€R
L1t sinon
2. Siv e~ alors oo, ...t > {0, ..., 6} on > est Uextension de >~
aux multi-ensembles* de F U U T.
r€ER

Notons que ces conditions sont trés simples a vérifier sur un systéme de trans-
formations d’arbres de preuve.

Théoreme 3.2.1 Toute procédure de transformation ~»r satisfaisant les condi-
tions de la définition 3.2.1 est fortement normalisante.

Preuve Les arbres de preuve sont vus comme des termes en utilisant la trans-
formation définie dans la section précédente. Soient ~» un systeme de régles de
réécriture qui vérifie les conditions pour la normalisation forte, et >"° un ordre
récursif sur les chemins (Recursive Path Ordering en anglais) muni d’une relation
d’ordre bien-fondé > sur I’ensemble de regles.

Montrons que ~» C >"P9,

Soit (¢1,. .-, tn, ©), ~> 7 une régle de transformation. Montrons par induction
sur 7 que (1, ..., Lo, @), >0 7.

Cas de base T estune formule ¢.
D’apres la définition 3.1.1, £LS(7) C LS((t1,- -, tn, ®).), c€ qui signifie
que 7 est un sous-terme de (iq, .. ., Ly, ©),. Comme 1’ordre récursif sur les
chemins a la propriété de sous-termes alors (¢1, .. ., tn, @), >"P° .

2Voir section 2.4.1.3 page 53 pour une description détaillée des multi-ensembles.
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Etape d’induction = estde la forme (7,..., T, ).

Deux cas de figure sont possibles :
1. ¢ > /. Par hypothese d’induction, on sait que pour tout ¢, 1 < ¢ < n,

(t1, -y tn, @), >™° m;, donc par le RPO, (¢4, ..., t, @), >"™° 7, car
L.
2. ¢ ~ (/. Par la condition 1, chaque ; est dans F' U U r{l1<i<n)
Tr€R
Par la condition 2, nous avons {{¢1, ..., tn J} > {{¢f, ..., ¢, }}, et donc
Hu,. .. )}t >™ {4,...,u,}} Par le RPO, nous pouvons dire
que (L1, ..y tn, @), >0 .
*

3.3 Exemples de normalisation forte

Dans cette section, nous allons appliquer notre résultat de normalisation forte,
dont le point central est le théoréme 3.2.1, a trois résultats bien connus. Ces ré-
sultats ont pour caractéristique d’avoir des preuves non triviales, mais qui peuvent
étre vues comme corollaires simples de ce théoreme. Ce sont des instances parti-
culieres du résultat général de terminaison énoncé par ce théoreme.

Le premier de ces résultats est 1ié a la complétude du raisonnement algébrique
par rapport au raisonnement équationnel, connu sous le nom de logicalité. Le
deuxiéme est un résultat bien connu en réécriture : le lemme de Newman. Le troi-
si¢me résultat de normalisation auquel nous allons nous intéresser est attaché au
calcul des séquents de Gentzen pour lequel les régles structurelles sont implicites
(présentation dans la section 1.2.3.1) et au fait que I’on peut éliminer la régle de
coupure dans tous les arbres de preuve.

3.3.1 Logicalité

Dans le cadre de la logique équationnelle (voir section 1.3 page 32) on dis-
pose d’un résultat connu sous le nom de logicalité [Bir35, Bah03]. Nous allons le
définir en guise d’exemple d’application pour notre cadre. Ce résultat est 1ié a la
définition d’une relation de convertibilité. Pour commencer nous devons définir le
systeme formel équationnelle sur lequel nous allons travailler.

3.3.1.1 Systéme formel équationnel

Lorsque les formules ne sont que des équations de la forme t = ¢’ avec t,t' €
Tx (V') nous pouvons définir le systeme formel équationnel S;¢ associé de la fagon
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suivante :

Définition 3.3.1 Le systéme formel équationnel Sp¢ = (Are, Fre, Ree) associé
a une signature 3 = (S, F, V') est défini par :
- A£g=VUFU{:}
~ Fre = Eq(Y)
— Uensemble Rp¢ contient les cing schémas de régles d’inférence suivants,
instanciables en remplagant s, t, t' et t" par des termes quelconques de
Tx(V') et o par toute substitution de V dans Tx (V) :

t=t
refl a— Symt/:t
t — t/ tl — t”
trang ——
t=¢"
I t=t
rempl —————
P St = slt]w
t=1t
subst

o(t) = o(t)

3.3.1.2 Relation de convertibilité

A partir du calcul LE, on observe trés vite que le raisonnement défini au travers
de ce calcul ne caractérise pas le raisonnement algébrique usuel. La conséquence
de I'utilisation de ce calcul est que les preuves obtenues, méme pour prouver
des choses simples, sont souvent lourdes et ne correspondent pas a la démarche
habituelle comme le montre cet exemple :

Exemple 3.3.1 Soit ¥ une signature composée de la seule opération binaire _+_,
et Az un ensemble de formules composé des deux axiomes v+ (y+z) = (z+y)+2
qui caractérise l’associativité, et  + y = y + x la commutativité de I’opération
+.

Montrons alors que la formule (a + b) + (a + b) = (a + a) + (b + b) avec
a,b € V est un théoréme de Thre(Ax) :

z+(y+2)=(z+y)+z bat
@+rd)+@+b)=(a+b)+a)+b " 4
(a+b)+(a+b)=(a+a)+ (b+b)

trans

A; étant le sous-arbre de preuve suivant :
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r+(y+z2)=(+y) +2
Ay ((a+a)+b)+b=(a+a)+(b+0b

) subst

(@+b)+a)+b=(at+a)+ (b+D) trans
Ay étant le sous-arbre de preuve suivant :
sty=yts . et@trA=Gintr
(@a+b)+a=a+(a+b) " a+(a+b)=((a+a)+b):;‘azs
((a+b)+a)=((a+a)+Dd) rempl

((a+b)+a)+b=((a+a)+b)+b

Toutes les feuilles de I’arbre sont des axiomes de [’ensemble Az, la formule
(a+b) + (a+b) = (a+ a) + (b+b) est donc bien un théoréme.

Pour mieux appréhender le raisonnement algébrique usuellement employé, on
définit alors une relation binaire < sur 7x(V'), appelée relation de converti-
bilité, de la fagon suivante :

Définition 3.3.2 (Convertibilité) Soient ¥ = (F,ar) une signature et V un en-
semble de variables. Soit T un ensemble d’équations. Notons «—r la relation bi-
naire sur Ts,(V') définie comme étant la plus petite relation (au sens de I’inclusion)
telle que :

1. T’ C &, c’est-a-dire que siu = v € ' alors u —r v
2. sit —rt alorst' <1 t,
3. sit < t' alors, pour toute substitutiono . V — Tx(V),
o(t) or o(t) et
4. sit < t' alors, pour tout contexte c[.|,, de Tx(V), c[t]w <1 c[t']w.
La relation définie ci-dessus représente une étape de raisonnement algébrique.
La composition de plusieurs de ces étapes se définit naturellement par la fermeture

P . .. . < q. *
réflexive et transitive de la relation —r, c’est-d-dire <.
* ’ (3 oy oye, »
«—r est appelée relation de convertibilité.

Exemple 3.3.2 Pour prouver la formule (a +b) + (a +b) = (a+a) + (b +
b) de I’exemple 3.3.1 page 75) a l'aide de la relation de convertibilité, il suffit
d’appliquer la stratégie suivante :

(a+b)+(a+bd) 4 ((a+bd)+a)+b s (a+(a+bd)+b ey
((a+a) +b) +b 4 (a+a)+ (b+b)

Contrairement a la construction d’un arbre de preuve, il faut trés peu d’étapes
pour obtenir une preuve de (a +b) + (a + b) <54, (a+a) + (b+b).
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3.3.1.3 Résultat de logicalité

Nous pouvons constater que cette définition de la relation de convertibilité <>p
désigne des arbres de preuves d’une forme particuliére. En effet, cette relation est
construite a partir de ’ensemble I' et a I’aide des regles d’inférence de la logique
équationnelle :

— le point 1. de la définition 3.3.2 correspond aux axiomes,

— le point 2. correspond la regle sym,

— le point 3. correspond la régle subst,

— le point 4. correspond a une composition de la regle rempl,

— et la fermeture réflexive et transitive correspond une composition des regles

reflet trans.
Pour chaque expression ¢ <> t/, il existe donc un arbre de preuve (voir figure 2.1)
dont les feuilles appartiennent & I" et qui est :

— ou bien réduit a une instance de refi,

— ou bien composé uniquement d’instances de sym, subst, remplet trans et

tel qu’une instance de trans ne se trouve jamais au-dessus d’une instance
de rempl, de subst et de sym.

BEER (rans subst
[Jrempl I sym

FIG. 3.1 — Arbre de preuve associé & <p

La définition de la régle de convertibilité traduit alors une stratégie d’applica-
tion des régles d’inférence. Nous devons alors vérifier que cette stratégie ne perd
pas en puissance de preuve, ¢’est-a-dire qu’elle est correcte et complete. C’est le
résultat de logicalité que 1’on peut exprimer de la fagon suivante :
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Théoréme 3.3.1 (Logicalité) Etant donné un ensemble d’équations T, nous avons
I’équivalence suivante :

t St osiet seulement siT -t =t

Le sens (=) de I’équivalence est trivialement vérifié car la relation de conver-
tibilité traduit un arbre de preuve particulier explicité ci-dessus.

L’ autre sens (<) de I’équivalence est plus complexe car il demande qu’a tout
énoncé de I' + ¢ = ¢/, il existe un arbre de preuve satisfaisant la stratégie dé-
finie précédemment. A 1’aide de notre cadre général, nous pouvons transformer
n’importe quel arbre de preuve en un arbre possédant la structure recherchée.

3.3.1.4 Modélisation dans notre cadre général

Soit Sg.v = (As,v, Fs,v, Rs,v) le systeme formel équationnel de la défini-
tion 3.3.1 page 75. Nous voulons construire des arbres dans lesquels les instances
de trans ne se trouvent jamais au-dessus des celles de sym, subst, et rempl.
Pour cela, nous définissons un systéme de transformation d’arbres de preuve via
les regles de normalisation suivantes :

1. subst remonte sur trans :

4 A Y /4 — ! 7
t=t f, =1 trans L_—t—, subst ’tT——t"ﬁ subst
t=t bst ot = ot gt' = ot ¢
ot — of Subs - pr— rans

2. rempl remonte sur trans :

t=t =t t=t =t
trans rempl . rempl
t=t" ~ S[tlw = $[t')w 8w = s[t"w
rempl . trans
slthy = s[t"]w S[thy = s[t"]w

3. sym remonte sur trans :

t — t/ t/ — t” tl — t// t — t/

trans sym sym
t — t” ~ tl/ — t, tl —

trans
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On remarque également que les régles subst, rempl et sym s’annulent toutes
sous re fl etre fl et trans s’annulent mutuellement. C’est ce que 1I’on montre avec
les regles de transformation suivantes :

refl —

subst ————t=t

=o' s =on
refl —
rempl =t s e
P =l " S = st
refl —
sym tﬂ:tt:t ~ refl —
refl — wit=1t t=t re ]
trans ﬂt:tt—t’ ~ mit=t tmns7T t—t’ﬂt:t ~ Tit=1t

Comme nous I’avons déja observé, les régles de transformation consistent &
“distribuer” les instances des régles sym, subst et rempl sur les instances de
trans, et a éliminer toutes les instances de régles quand elles se trouvent en des-
sous de la régle re fl. Nous considérons alors un ordre bien fondé sur 1’ensemble
des regles du systeme formel tel que sym ~ subst ~ rempl > trans > refl >
Aziom. 1l est facile de vérifier que les reégles de transformation respectent les
conditions de normalisation fortes de la définition 3.2.1 page 73. D’apres le théo-
réeme 3.2.1, ceci assure alors la terminaison de la relation ~.

3.3.2 Lemme de Newman

Dans cette section nous allons donner une preuve originale du lemme de New-
man énoncé dans la définition 2.3.1 page 50 en utilisant I’ approche que nous avons
développé dans ce chapitre.

3.3.2.1 La réécriture (systéme formel)

Pour pouvoir s’intégrer dans notre cadre de normalisation il faut tout d’abord
présenter la réécriture de termes sous la forme d’un systeme formel.
Définition 3.3.3 Soit R un systéme de réécriture. Le systéme formel associé’
Sr = (F, R) est défini de la maniére suivante :

3Ne pas confondre R le systéme de réécriture et R I’ensemble des régles d’inférence.
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*
— F est 'ensemble de toutes les formules de la forme u —g v, u —g v et
U L”R, v,
— R est I’ensemble des régles d’inférences suivant :

*
U —R U U >R U
u—vER , - ~ R~ Der/Pr.
U —g U T0m U —Rv U R v
SR U u SR
U —rR R
——F— Cont. Z Sub.
Cly] == C[v] o(u) =g o(v)
uR & w T U S w wR v
—
R " R Peak RO R Valley
U R U U SR U
U Spw w g v uSrw w SR v
R R R R .
* Proof " Deriv.
U SR U U =R U

Exemple 3.3.3 Reprenons [’exemple simple, déja étudié, du systéme de réécriture

R tig composé des deux regles suivantes :

carre(triangle(f)) — triangle(carre(f))
cercle(triangle(f)) — triangle(f)

Grdce a ce systéme de réécriture, nous pouvons écrire :

cercle(carre(triangle(rien))) —x 1, triangle(carre(rien))

Grdce au systéme formel Sp nous pouvons construire ’arbre de preuve cor-

respond a cette expression®* :

" Aziom
ca(t(u)) =gy, tca(u))

ce(t(v)) —ry, HV)

Azxiom

ce(ca(t(w))) Sry,, ce(t(ca(w)))

Ce(t<ca(u))) —:Rfig t(ca(u))

Sub.

Deriv

ce(ca(t(u))) Sry,, tlca(u))

ce(ca(t(rien))) =g, t(ca(rien))

Sub.

Ce systéme de preuve va nous permettre de décrire une procédure de trans-
formation qui termine et qui transforme une preuve qui contient des pics (Peak)
en une preuve qui n’en contient plus aucun. Les pics locaux vont &tre remplacés
étape par €tape par des vallées équivalentes.

4Pour alléger les notations, on notera cercle en ce, carre en ca, et triangle en t.
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Voici les régles de transformation élémentaires :

: Sl gt . K F ot
Deriv LR=URTY 4y —p v Der/Pri2=% Peak"R-“—RY
U “—w U RU U =R U
Peak B ~+ Proof - R
U SR U U SRV
% . * ; o* * * 7 ;o*
u g — w Derijy *=E=RY Peak¥BE=RY. Der [ Priz82
«—
Peak - 2ZRY— ~» Proof R LIRE
U RV U R U
Rew, 2Ezu=Ry . .
o W ot U—DRIR U
Peak YRTVWRZY o Valley————"——
* *
U R v U o v
Valley*=RER=Y Der [ PrL2et Der | PriRE Peqt REWRY
W > URT TRV
Proof MURE “ZRY a» Proof RE =
U R U U SRV
Der/Pri2=¥ Vglley¥=RERY Peak¥RSYSRT Dep [ Pricry
ueRu uw e RY UCRET TR
Proof " ~ Proof ;
U SRV U oR U

Cet ensemble de régles de transformation décrit une classe particuliere d’arbre
de preuve ol toutes les instances des régles Peak et Proof remontent sur toutes les
autres regles du systeme formel.

La procédure de transformation d’arbres de preuve ~ définie par les regles de
transformation que nous venons de décrire satisfait les conditions pour la norma-
lisation pour I’ ordre bien-fondé < définit par :

Peak, Proof = Rew ~ Cont. ~ Der/Pr. ~ Sub. ~ Valley ~ Deriv.

U Quy, @ug  ,uj @ u) @ uf o . «
L - - L . - Up DR U, AVE=1,2,3 u; »gr u;
Uy <R Us u) SR Ug

t,¢' € Proof U Peak et @,@ € {Sg, Sz}

* %*
Uy R < Ug —R U3

Peak U SR U Uy g uA T =1,3u Sg u

*
U >RV
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3.3.3 Elimination des coupures

L’élimination des coupures dans le calcul des séquents est un résultat bien
connu et siirement un des plus important en théorie de la démonstration [Gal86,
Kle52]. II nous dit que s’il existe une preuve d’une formule quelconque dans le
calcul des séquents alors il existe aussi une preuve de cette formule dans le méme
calcul sans la régle de Coupure. Dans [Gen35], Gentzen a montré que toutes les
coupures peuvent étre éliminées dans des arbres de preuve pour une version clas-
sique du calcul des séquent ou les regles structurelles sont explicites. 1l a donné
une preuve constructive du résultat d’élimination des coupures, en définissant un
procédure pour éliminer les coupures dans une preuve 7 dont la conclusion est
une tautologie A et dont les feuilles sont des axiomes. Il obtient ainsi une preuve
7’ qui prouve A 2 partir d’axiomes sans application de la régle de coupure. Cette
procédure consiste a transformer I’arbre a ’aide de transformations élémentaire
d’arbres de preuve. Nous allons donc pouvoir la modéliser facilement dans notre
cadre abstrait.

3.3.3.1 Le calcul des séquents LK

Nous allons considérer notre version du calcul des séquents vu dans la sec-
tion 1.2.3 pour la logique des prédicats du premier ordre. Pour limiter le nombre
de transformations élémentaires dans la procédure de normalisation, nous allons
considérer un sous-ensemble des formules du premier ordre en nous restreignant
aux connecteurs logique {—, V} et au quantificateur existentielle 3. Tous les autres
connecteurs peuvent étre redéfinis a partir de ce sous-ensemble.

Définition 3.3.4 Soient A une formule quelconque de la logique des prédicats
du premier ordre. La formule simplifiée [A] de la formule quelconque A est
construite de la manieére suivante :

— si A est une formule sans connecteurs, alors [A] = A;

— si A = B, avec B une formule quelconques, alors [A] = —[B];

—~ si A= BV C, avec B et C deux formules quelconques, alors [A] = [B] V

[C];

~ si A = 3z.B, avec B une formule quelconque et x une variable, alors
[A] = 3z.[B];

- si A = B = C, avec B et C deux formules quelconques, alors [A] =
(=[B) v ICl;

- si A = (BAC), avec B et C deux formules quelconques, alors [A] =
=((=B) v (=C));

— si A = Vx.B, avec B une formule quelconque et x une variable, alors
[A] = ~3z.(=[B]).
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Les séquents de ce calcul vont étre construits a partir de formules simplifiées.
Comme pour la logique des prédicats du premier ordre, nous considérons des en-
sembles plutdt que des multi-ensembles ou des listes de formules pour construire
les séquents. C’est un avantage puisque la contraction (inutile en utilisant les en-
sembles) pose des probleme pour I’élimination des coupures.

Définition 3.3.5 Soient ' et A deux ensembles de formules simplifiées.
Un séquent est une formule I' — A.

Le calcul est simplement une restriction de celui présenté définition 1.2.11
page 30. On le représente a I’aide d’un systeme formel.

Définition 3.3.6 Soient ™ = (S, F, R, V) une signature du premier ordre. Sy x =
(ALk, FLk, RLK) est notre systéme formel pour les séquents simplifiées tel que
— Ak estl'alphabet F U RUV U {~,A,V,=V,3} U {—},

— Fpk contient tous les séquents bien formés que I’on peut construire a partir
de ALK:

— Rk est 'ensemble des instances des schémas de régles suivant :

- Ax.
To—Ag
! 1’\ 7
Le—aly— A\/Gauche —H—A—M\/Dmite
LoV — A L AoV
' — A r A
F,—:—;:_—%—'Gauche I%:—,:S;—'Droite
L plz/y] — A I'— A, plz/t] .
—WHGauche WHDI‘OU@
ou la régle IGauche vérifie la condition eigenvariable (x n’est pas libre
dans T, A).

P— Ay The—o A

TT oA A

Dans la regle de coupure, ¢ est appelée formule de coupure. Nous utilise-
rons la notion de formule principale pour une régle r de la maniére suivante :

— — est principale par rapport a ~Gauche et —~Droite,
— @ V ¢ est principale par rapport a VGauche et \/ Droite,
— Jz.p est principale par rapport a 3Gauche et ADroite,
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3.3.3.2 Deux régles supplémentaires

Avant de commencer, nous allons ajouter deux régles a I’ensemble des régles
d’inférences Rpx de notre systeme formel. Quand nous regardons les preuves
du résultat d’élimination des coupures dans la littérature [Gal86, Kle52], nous
constatons que deux lemmes intermédiaires apparaissent. Nous nous apercevons,
en regardant de plus pres, que ces deux lemmes peuvent étre remplacés par des
transformations élémentaires d’arbres de preuve. Mais pour cela, il faut ajouter
deux regles supplémentaires.

— Laregle de substitution :

r—A o
T, — A, Subst
avec 0 : V — Tx(V) une substitutionet I'y = ¢1,,...,¢n, lorsque I' =
P15 Pn-

©i, signifie que I’on applique la substitution o sur la formule ;.

- Laregle d’affaiblissement :

avec :
I'=T,®
I'— A A=AT
F’>—>A’Aff ou I"M=T
A'=AT
ou I"M=T1,9
A=A

Cette seule régle d’affaiblissement permet d’effectuer un affaiblissement a
gauche, a droite, ou les deux simultanément. Il est normalement déja traité im-
plicitement dans le calcul des séquents étudié, mais nous en aurons besoin dans la
suite.

Ces deux regles vont étre ajoutées regles du calcul des séquents. Il faut donc
vérifier si elle sont bien admissibles pour I’ensemble des régles Ry k.

Définition 3.3.7 Soit %r une régle d’inférence, et soit R un systéeme de preuve qui

ne contient pas r.
r est admissible pour R si lorsqu’on a une preuve de A a l’aide de R alors on

a aussi une preuve de B a I'aide de R.

Nous appellerons R} ;- le systeme de régle résultant de 1’ajout de ces deux
régles & Rpx qui sont évidemment admissible pour le calcul des séquents
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3.3.3.3 Modélisation dans notre cadre abstrait

Le résultat d’élimination des coupures (et, en particulier, la terminaison qui
est la partie la plus difficile) peut étre montré en utilisant des transformations
élémentaires d’arbres de preuve que nous allons donner maintenant. Ces regles
ont pour but de faire remonter la régle de coupure dans un arbre et de I’éliminer
ensuite sous les axiomes. L’ ensemble de regles transformations peut &tre divisé en
plusieurs catégories :

1) La formule de coupure n’est pas principale dans au moins une
des prémisses

Voici les transformations lorsqu’une reégle Droite du calcul des séquents (—Droite,
V Droite et 3Droite) est appliquée sur la prémisse gauche de la régle C'ut, puis
le cas symétrique o une régle Gauche (—Gauche, VGauche et 3Gauche) est
appliquée sur la prémisse de droite.

Iy — A [y~ Ay T Ag

o— Ag, @Droite Ty, As I, T — Ay, Ag
I}, Ty = Ag, Ag ut ., I, T — A, Ay

Cut
@QDroite

avec @ € {V,~,3} et} = Iy sauf pour la régle —~Droite , ') = I', ¢ pour
toute formule ).

Iy, p— A Ls— Ag,p Ty, 00— Ay
T3— Ag, 0 Topr— A} QGauche L3, T — AL A e C’u}f
T, T — AL, A, U Ty Ty A, A, CC0uChe

avec @ € {V,—, 3} et A} = A; sauf pour la régle ~Gauche , A} = Ay, —~1 pour
toute formule ).

2) La formule de coupure est principale

Les regles juste au dessus de la coupure Cut utilise la formule de coupure
comme formule principale. Dans ces cas 14, nous avons les régles de transforma-
tion suivantes :

Fp— AT ¢ —A I — AN ¢ .
T oV — A VGauche o AoV z/jDrozte
T.T o A A ut
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T, A T Ap g
Q= — Al

LIV — AA Y Lo — A
T 0 oA A Cut
P A FI, AI
I‘_——%—»ﬁ& —=Gauche m(‘p—‘;—_‘(p = Droite
T T s AN Coupure -
T A, T, s A
T F,QOH A"O X Coupure
L olz/y] — A I — A pla/t] ‘
T,Segp o A SCauehe TN Sg, J0TOU
LI — AA Cut ~
L plz/y] — A Subst
Tly/t, elz/ylly/t] — Aly/t] I A oleft]
T.T — A, A v

3) L’une des prémisses de la régle C'ut est un axiome et ’autre n’en
est pas un

To A 2% Tpm A Do &
T, o0 AN Cut |, T ol AN

Sil’axiome se trouve sur la prémisse de droite, la transformation se fait de maniere
similaire :

Azx.

r A
Cut o

~ DJTV— Ajp, A

'— A TIep—Ayp

T T 5 A, g A Aff

4) Les régles Subst et Aff ont une prémisse qui n’est pas le Cut

Nous pouvons montrer facilement que les regles Subst et Af f remontent sur
toutes les régles @Gauche et @Droite avec @ € {—,V, 3}. Voici les regles de

transformation :
La régle d’ affaiblissement remonte sur toutes les régles de @Gauche et @Droite.

1. Aff remonte sur ~Gauche
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Id— A

m —~Gauche

I, =® — A/ Aff
2. Aff remonte sur - Droite

' — oA

e W

e, & A

87

r — oA
W] @A’Aff

- m —~Gauche

re-— A
Fa—a A7

m ~Drozte

Ay
3. Aff remonte sur VGauche
rye— A o — A
T oV o A ) VGauche
1—1/, VD — A ff s
ro»— A I, — A
o — A AfS I, o »— A/ AfS
F/, PV P — A VGauche
4. Aff remonte sur V Droite
— o,0 A ) I'— o, A
F»—><I>V<I>’A\f£c;mte oo @’A'Afg
' oV o, A - T ova A VDroite
5. Aff remonte sur 3Gauche
L, ®[z/y] — A T, ®z/y] — A
[,32.0 — A j?;}“he ®lz/y] — A’ aéf )
I, 32.9 — A’ T, 320 o A7 CucRe
6. Aff remonte sur 3Droite
I'— A, ®lz/t] ) I'— A, ®z/t]
T 5 320, A JDroite 0 o/, & A7

IV — Jz.®, A/ AfS

75 32.0. A dDroite

La régle de substitution remonte sur toutes les reégles sauf sur les regles C'ut

et Aff.
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1. Subst remonte sur VGauche

rd—A IL,d—A

T.0Vd o A - ;)/Gauche
T, (®V &), = A, Ut
o> A I, »— A
m Subst T,, % = A, Sébst ,
T, 8,V — A, VG auche
2. Subst remonte sur V Droite
— o0 A ) — &9 A Subst
PH(DV(I),’AVDrozte T, = &,,0..A, ubs
Subst V Droite

T, — (2V ), A, Ty &,V A,

3. Subst remonte sur ~Gauche
rie— A — oA
I8~ & ~Couche T, — 8,4, OU0st
T, (=0), — A, ubs - T, %, A, -Gauche

4. Subst remonte sur - Droite

r— & A , [,e— A
I~ —9,8 ~Drote T,, & — A, Subst
T, = (=), Ay ubst | T, o ~®,. A, —Drotte

5. Subst remonte sur IGauche

T, ®ly/z] — A ['— dfy/z], A
T,3e8 o 4 2gauche T, = @ly/e)o B oo
T,,(3z.2), — A, 24 T, (32.90), — A, - 2uene
(y variable non-libre dans I" et A)
6. Subst remonte sur 3 Droite
I'— ot/z], A L, ®t/z] — A
———=-a A~ 3Droite Subst
P 3 .@ A Fg', @t fed Ao’
— 2 Subst (@ft/al)o — dDroite

Ly — (32.9),,A, Ly — (32.9),, A,
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5) Elimination des régles Cut, Subst et Aff sous les axiomes

1. Laregle de substitution s’ annule sous un Axiome :

r,q>>—+q>,AA‘fgb
T,, &, — &, A, *W5 o T,8,— 0,4,

Az

2. Laregle d’Affaiblissement s’annule sous un Axiome :

T 35 A Afof
[o,9— o, 0 A ~ [0 — &V A

Az

3. Avec deux axiomes dans les prémisses du C'ut, la conclusion est elle-méme
un axiome. En effet la coupure s’effectuant au maximum sur une seule for-
mule principale d’un des axiomes, il reste un axiome dans la conclusion.

F’ e q)7 E’ A Awiome FI: \111 = \II, A’ éi;ozbl:e
F>F/7(I>;\II>_>(I),\I’,A,A/ p

T T.0,0— & 0,A,A Aviome

(ou)

T 3.5 0 = A Aziome NN Aziome
’ T.7, 85 8,5 A,A — Coupure

TT @ 8.5 A A Aviome
(ouw)

T = = A ) T~ = = A7 Al‘lom
re—=A Aziome I"E— = A €
Coupure

I=z—Z A A

T, =5 4,4 Aviome

L’ensemble des régles de transformation données est composé de toutes les
régles permettant de faire remonter les regles de coupure, d’affaiblissement, et de
substitution dans un arbre. L’arbre de preuve obtenu ne contiendra donc aucune
instance de @Gauche et @Droite au-dessus de ces regles. Les régles C'ut, Af f



90 CHAPITRE 3. Normalisation d’arbres de preuve

et Subst se trouvent alors directement sous les axiomes, et comme le montre
les régles du point 5), elles s’éliminent toutes pour obtenir un arbre uniquement
constitué d’axiomes et d’instances de @Gauche et @Droite. La forme normale
obtenue apres ’application de ces transformations est nécessairement celle asso-
ciée a un arbre de preuve du calcul des séquents sans la régle de coupure.

Avec la figure 3.2, nous représentons la procédure en deux étapes (méme si en
théorie elle se font simultanément). La premiére, correspondant a la remontée des
regles C'ut, Af f et Subst sur toutes les autres (points 1),2),3),4)) et la seconde,
correspondant a 1’élimination de ces trois régles (point 5) ).

Cut Cut
Aff Aff

Caleul LK @Droite

@Gauche

@Droite
@Gauche

I'— A r— A T A

F1G. 3.2 — Deux étapes pour I’élimination des coupures

3.3.3.4 Veérification des conditions

I est facile de montrer que nos transformations élémentaires vérifient les
conditions pour la normalisation forte de la définition 3.2.1 page 73. grice a
I’ ordre bien-fondé < suivant :

V@ e {v,—,3}, Cut > Aff ~ Subst » QGauche ~ QDroite ~ Ax.

et

I'— Ay F’1,<P1*—’A'10 Ly — Ag, 2 F’Q,SOQ’_’AIQ
T T, = AL A ut T, T — A, A

ut

& |pa| < |1l

avec || la profondeur de la formule telle que |¢| = supx(l + |@x|) siles ¢;
sont les sous-formules directes de ¢. Cette dernieére équivalence signifie que I’on
classe les instances de la régle C'ut, par I’ordre de précédence =, en fonction de
la taille de la formule de coupure. Si deux formules oy, a3 sont de la méme taille
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|y | = |x2| alors deux régles de coupure, utilisant respectivement o et o comme
formule de coupure, seront de rang équivalent dans I’ordre <.

Comme nous pouvons le vérifier facilement, toutes les régles de transforma-
tion pour I’élimination des coupures sont de la forme :

Lan Ll"'[’ml

telles que ¢ > ¢’ et telles que pourtout 1 < i < m, s, € FU U r. Elles vérifient

r€ER
donc toutes les conditions pour la normalisation forte. Ainsi, a I’aide du théoreme
3.2.1, nous pouvons dire que la procédure d’élimination des coupures présentée
ici termine et est fortement normalisante.

3.4 Conditions et théoréme pour la normalisa-
tion faible

De la méme manicre que dans la section 3.2, cette section est dédiée a un théo-
réeme de normalisation faible sur les transformations d’arbres de preuve, et cela
pour n’importe quel syst¢éme formel. Dans beaucoup de situations, la procédure
de normalisation forte fonctionne, mais parfois certaines régles de transformations
peuvent poser des problémes. C’est le cas pour les régles de la forme :

(b1, oy lny @)y~ T

telle qu’il existe des sous-arbres 7' = (41, ..., ¢, ¢')v de mavec t; € FU U r
r€ER
pour tout 7, 1 < j < m satisfaisant :

-t~

— LM() = LM(e1, - tay ).

Ce type de situations empéche parfois 1’utilisation des techniques standards
pour prouver la terminaison (le RPO) et donc d’obtenir un résultat de normalisa-
tion forte.

Par exemple, c’est le cas du calcul des séquents pour lequel on considere la
regle de coupure suivante :

F—Ae Tep—A

'— A
Cependant, avec une telle régle de coupure, nous avons besoin de la régle
structurelle d’affaiblissement pour construire la regle de transformation suivante :

Coupure
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Fl HAI?QO .
- QDroite , ,
'y — Ay, L — A
R1 s AT Coupure
I'yo— A, 1, e o— Al
: . Aff.
1—‘17]-—‘/1 — Al’Allagp Aff PI,FII,QO — A17Zyl C‘Zl{ ure
F17F/1 HA;.’Al @D it P
T s AL rotte

Pour cette régle de transformation, seul diminue le nombre d’occurrences des
regles @QDroite et @QGauche (c’est-a-dire les régles qui n’appartiennent pas a
I’ensemble Elim défini ci-dessous) qui apparaissent au-dessus de la régle de cou-
pure. En appliquant une stratégie qui élimine les arbres de preuves maximaux
(voir définition ci-dessous) les plus proches des feuilles, cela suffit pour obtenir
un résultat de normalisation faible.

Définition 3.4.1 (Arbre de preuve maximal) Soit ~~ une procédure de transfor-
mations. Un arbre de preuve ™ = (71, . .., T, @), est dit maximal pour ~ si et
seulement si pour tout i, 1 < i < n, chaque ; est un arbre de preuve normalisé,
mais o w ne [’est pas.

Commengons par définir, pour une procédure de transformation donnée, 1’en-
semble Elim de toutes les régles qui remonteront au moins une fois, parmi les
regles de transformation, au-dessus des d’autres régles.

Définition 3.4.2 Soit ~7 une procédure de transformation. L’ensemble des régles
Elim est défini de la maniére suivante :

Elim = {¢]|3(t1,. . tn, ), ~ 7}

La reégle de Coupure dans 1’élimination des coupures fait évidemment partie
de cette ensemble, ainsi que les regles d’Affaiblissement, et de Substitution. Si
une reégle « n’appartient pas a Elim, cela signifie qu’il n’existe pas de régles de
transformation de la forme (i1, ..., ty, @), ~> 7. Pour I’élimination des coupures,
toutes les instances de @Gauche et @QDroite avec @ € {A,—, 3} font partie de
I’ensemble Elim.

Nous parlerons également de la longueur d’une preuve qui nous donne le
nombre d’instances de régles n’appartenant pas a Elim dans une preuve 7.

Définition 3.4.3 Soit # = (my, ..., T, ), un arbre de preuve. La longueur de
la preuve , notée ||, est définie inductivement de la maniére suivante :
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—~ si T est une feuille alors
[r| =0

WZZ!WI
|7T|=Z|7Ti|+1

De la méme maniére, les notions de rang et de mesure nous permettront de
comparer les arbres de preuves.
Tous les ensembles bien-fondés sont isomorphiques a un unique ordinal. No-
tons d : (U r, =) — o cet isomorphisme ol o est un ordinal.
r€ER

— sit € Elim alors

— sit ¢ Elim alors

Définition 3.4.4 Soit 7 une preuve, et soit 7' = (1, ..., Tp, ), Une sous-preuve
de w avec . € Elim.
Le rang de . dans , noté rk. (1), est égal a d(¢) + |7'|.

Le rang de . est le nombre d’instances de régles qui ne sont pas dans Elim et
qui apparaissent au-dessus de ¢ dans 7.

Définition 3.4.5 La mesure d’une preuve 7, notée meas(rw), est égale a
> rka(1)
12

ont 1 couvre toutes les régles d’inférence de © qui appartiennent a Elim.

Définition 3.4.6 (Conditions pour la normalisation faible) Soit S = (A, F, R)
un systéme formel. Soit T un systéme de transformation, et X un ordre bien-fondé
sur ’ensemble des régles d’inférences R.

Un procédure de transformation ~» vérifie les conditions pour la nor-

malisation faible si pour toute régle de transformation (11, ..., tn, ), ~> T €
T:

L il existe1, 1 < i <, tel que 1; ¢ Elim,

2. le multi-ensemble des feuilles  est inclus dans celui de (11, . .., tn, ©), (00

notera LM(1) € LM((t1,. .y tn, ©)u))
3. pour toute occurrence de régle . apparaissant dans pi, v > U,

4. si 7 estde la forme (71, ..., Ty, @) alors toute les instances de régles de
7 différentes de ' appartiennent a Elim.
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I1 est facile de vérifier que toutes ces conditions sont vérifiées pour R1. Nous
verrons que toutes les autres regles pour 1’élimination des coupures vérifient ces

conditions.
Nous pouvons maintenant donner notre théoréme de normalisation faible.

Théoreme 3.4.1 Toute procédure de transformation ~~1 satisfaisant les condi-
tions de la définition 3.4.6 est faiblement normalisante.

Preuve La preuve de ce théoréme est obtenue en généralisant la preuve de Tait
[Tai89].

Nous allons le prouver en montrant que ’application de n’importe qu’elle
regle de transformation d’arbre de preuve n’augmente pas la mesure des preuves
(voir définition 3.4.5). Cette preuve est construite en deux étapes. Premiérement,
nous montrerons que pour tout arbre de preuve maximal 7 transformé en 7 par une
régle de transformation nous avons meas(7) < meas(7). Puis, nous montrerons
que ce résultat peut étre étendu a une preuve quelconque en suivant la stratégie
qui consiste a réduire les sous-arbres maximaux.

1. Soitw = (71, ..., 7y, ), un arbre de preuve maximal. Soit (¢1, . . ., tn, @), ~
7’ une régle de transformation. Cette régle transforme 7 en 7. Comme 7 est
un arbre de preuve maximal, pour toute sous-preuve 7’ = (77, ..., T, , @)

de 7 telle que " € FElim, cela signifie que /" apparait dans 7/, la partie
gauche de la regle de transformation. Par la condition 4 de la définition
3.4.6, nous savons qu’aucune instance de régle, n’appartenant pas a Elim,
n’a été introduite dans 7” au-dessus de ¢”. De plus, par la condition 1, nous
savons qu’il y a au moins une occurrence d’une instance de régle n’ apparte-
nant pas a Elim qui n’apparait plus dans 7, et par la condition 2, les autres
occurrences de ces régles sont déja dans 7. Ainsi nous pouvons conclure
que |7”| < || — 1. Finalement, par la condition 3, nous avons ¢ > ¢”. Donc,
() + |7"| < d(e) + |7 — 1.

2. Soit 7 un arbre de preuve qui n’est ni en forme normale, ni maximal. Soit
7’ = (m{,..., 7, ¢)s un sous-arbre de preuve de 7 qui n’est pas maximal
et tel que ¢ € Elim. Toutes les regles de transformation qui peuvent &tre
appliquées a 7 sont appliquées soit sur un sous-arbre maximal 7” de 7 (qui
n’est pas 7’), soit sur un sous-arbre maximal de #’. Dans le premier cas,
rk.(t") = rk=(.') ou T est la preuve obtenue a partir de 7 apres application
de la régle de transformation que 1’on considére. Dans le second cas, par
les conditions 1 et 4, la régle de transformation a éliminé au moins une
occurrence d’une régle n’appartenant pas a Elim, et en a ajouté au plus
une. Ainsi nous avons, rk, (') > rkz(¢).
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Dans les deux cas que nous venons de voir, nous pouvons dire que meas(w) >
meas(7), et donc en conclure que la procédure de transformation termine.

*

3.5 Exemple de normalisation faible

3.5.1 Un calcul des séquents un peu différent

Nous pouvons reprendre I’exemple de I’élimination des coupures vue dans la
section 3.3.3 page 82 de ce chapitre, en considérant cette fois la regle de coupure
suivante :

'—Ap Tiop— A
'—A
Avec une telle régle, les conditions pour la normalisation forte ne peuvent

plus étre vérifiées pour toutes les régles de transformation, comme nous 1’avons
vu dans la section précédente pour la regle R1.

Coupure

3.5.2 Les régles de transformation

Toutes les transformations qui ne font pas intervenir la régle de coupure ne
vont pas changer. Par contre il va falloir adapter les autres. Voici ces regles de
transformations adaptées en suivant la méthode déja vue dans la section 3.3.3.

1) La formule de coupure n’est pas principale dans au moins une
des prémisses

Voici les transformations lorsqu’une régle Drotte du calcul des séquents (—Droite,

V Droite et ADroite) est appliquée sur la prémisse gauche de la regle C'oupure.
On retrouve la régle R1 déja vue dans la section précédente. Le cas symétrique
ou I’on a une regle Gauche se résout de maniere similaire.

1_‘1 HAI)SO

———— QDroite /
N Ae De = Ay Coupure
R1 I — A P
F1>—>A1,Q0 ,1)(10>_>A,1
Fl,F’1>—>A1,A’1,<pAff' Iy, T o— A, A ASS
- - Coupure
Fl, Fl land Al, Al .
@Droite

I — A}
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avec @ € {V,—,3} et} = I'; sauf pour la regle —~Droite , I'} = I'y, ™ pour
toute formule ).

2) La formule de coupure est principale

Les regles juste au dessus de la coupure Coupure utilise la formule de coupure
comme formule principale. Dans ces cas 1a, nous avons les régles de transforma-
tion suivantes :

> AT, — A L Ap ¢

T.ovy A VGauche T AoV V Droite
Coupure
r—A ~

Lp— A ff
P)‘PHA7¢, FHA7()07
L'— A ¢

(p/
Coupure ,
Ly il Coupure

r—oA

—Ap Lp— A
T,op o A Cdawhe  FoR—p
r—A

—Droite
Coupure
PUNY

F'—ApTle—A
'— A

Coupure

Loolz/yl—A . . I'— A, p[z/t]

T,3z.0— A —CUe  TUUA Tz
' — A

L olz/y] — A

/1, ola/vllv /i — A/l >
' — A

dDroite
Coupure
s

— A, plz/t]

Coupure

3) L’une des prémisses de la régle Coupure est un axiome

ToAe % Te—a,
S A oupure I A
si il existe une formule ¢’ telle que ¢’ € T'et ¢’ € A,
(ou)
e A,
I'— A Lip— A Lp— A

5 A Coupure - ToSA Aff
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sipel.

Le cas symétrique, lorsque I’axiome se trouve sur la prémisse de droite, se fait de
maniére similaire.

4) Les transformations ne changent pas par rapport a la section
3.3.3

5) Remplacé par le paragraphe 3) de cette section pour la partie
concernant la régle de Coupure, sinon les autres transformations ne
changent pas.

3.5.3 Vérification des conditions

Toutes ces transformations respectent les conditions pour la normalisation
forte sauf la regle R1 qui pose probleme. Cependant, celle-ci respecte les condi-
tions pour la normalisation faible de la définition 3.4.6. On peut vérifier trés fa-
cilement que les autres transformations vérifient également les conditions pour la
normalisation faible. Donc cette procédure de transformation d’arbres de preuve
est faiblement normalisante.
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Chapitre 4

Etat de ’art

Les méthodes pour tester des logiciels sont nombreuses et variées comme nous
avons pu le voir dans I’ introduction de ce manuscrit. L’ approche que nous étudions
dans les prochains chapitres est celle du test fonctionnel, qui consiste a tester un
programme uniquement a partir de sa description, sans utiliser son code.

Dans ce chapitre, apres une introduction sur le test fonctionnel, nous allons
présenter plusieurs outils qui illustrent bien la problématique de la sélection de
tests a partir de spécifications formelles axiomatiques.

4.1 Introduction

4.1.1 Le test fonctionnel

Notre approche pour tester un programme informatique s’inscrit dans le cadre
du test fonctionnel. Cette pratique de vérification a pour caractéristique principale
le fait que I’on ne se sert pas du code du programme (d’ ot le nom parfois utilisé de
test “boite noire”’). Nous ne connaissons pas le contenu du code mais uniquement
la relation entre ses entrées/sorties. I1 s’oppose au test dit structurel, ou “boite
blanche”, ou I’on s’appuie sur ce contenu.

L’un des principaux avantages du test fonctionnel, par rapport au structurel,
est qu’il utilise le méme support (la spécification) pour sélectionner les entrées de
test et les sorties attendues (c’est-a-dire résoudre le probleme de 1’oracle). Dans
1’approche fonctionnelle, les services que doit rendre le programme sont décrits
d’une maniere ou d’une autre.

Les spécifications répondent a ce besoin de description de propriétés atten-
dues. Elle permettent de donner le comportement voulu pour un programme. C’est
une idée ancienne [GG75] qui a été reprise de nombreuses fois comme nous al-
lons le voir dans ce chapitre. Cette approche a un gros avantage par rapport a
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d’autre méthodes : méme si le programme change, sa spécification reste la méme.
Les tests construits n’auront pas besoin d’étre modifiés méme apres des phases
de correction du code (non régression). En outre, quand on écrit la spécification
on décrit le comportement d’une fonction pour des valeurs données, et on dispose
ainsi du résultat attendu en fonction des données d’entrée. C’est cette donnée du
résultat attendu qui facilite la résolution du probleme de 1’oracle.

Dans le cadre de cette thése nous allons parler du test a partir de spécifications
algébriques (voir chapitre III pour la présentation détaillée), mais il existe d’autres
méthodes de test fonctionnel largement utilisées ol la description du comporte-
ment du programme est donnée sous d’autres formes. Par exemple a I’aide d’auto-
mates, on parle alors de test de conformité [Tre92, Tre96, LY 96] ; ou bien a I’aide
d’une spécification écrite en B ou Z [LPUGO2] (pour tester des systemes dans des
valeurs aux limites).

4.1.2 La sélection

Dans cette section, les tests sont sélectionnés a partir d’une spécification du
programme donnée sous forme axiomatique. L’idée premiere [BGM91] fut donc
de prendre simplement les axiomes de la spécification, et de dire que ceux-ci
sont des tests (2 substitution prés des variables par des termes clos). En effet,
les axiomes sont des propriétés que doit vérifier le programme. Si I’on sélectionne
des jeux de valeurs pour les variables présentes dans un axiome donné, nous ob-
tenons des tests que I’on peut soumettre au programme. Par exemple, dans le cas
de I’axiome (Add2) de I’addition (voir exemple 1.4.1 page 36),

suce(z) +y = succ(z +y)
si I’on substitue 0 a z et succ(0) a y, on obtient la formule close suivante :
succ(0) + suce(0) = succ(0 + suce(0))

Cette formule est un test pour I’opération d’addition +. En effet, il suffit d’exécu-
ter successivement les deux expressions succ(0) + succ(0) et succ(0 + succ(0))
et de récupérer les deux résultats respectivement v, et vo. Si les valeurs vy et vo
coincident, le test est en succes, sinon le test est en échec. Cette idée est a I’ origine
des criteres d’uniformité et de régularité [BGM91, Mar91a]. Le critere d’unifor-
mité est couvert lorsque 1’on sélectionne au moins un test pour chaque axiome
(par exemple le test de + donné précédemment). Le critere de régularité d’ordre
k est couvert lorsque tous les termes d’un type s donné et de taille inférieure
ou égale a k sont sélectionnés. Par exemple, I’application du critere de régularité
d’ordre 3 sur les entiers de I’axiome précédent consiste a substituer z et y succes-
sivement par 0, succ(0) et succ(succ(0)). De méme, la régularité d’ordre 3 sur
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une pile d’entiers p (voir exemple 1.4.3 page 38) consisterait a substituer p par
vide, empiler(z, vide), empiler(y, empiler(z, vide)) ou x et y sont des entiers
sur lesquels on peut appliquer un critére d’uniformité ou & nouveau un critere de
régularité.

Idéalement, la validation compléte d’un programme par rapport a une spécifi-
cation peut étre obtenue par le test, a condition de soumettre I’ensemble des tests
du jeu exhaustif des tests (dans I'’exemple qui précede, I’ensemble de toutes les
substitutions de tous les axiomes). Ceci est bien slir impossible a réaliser en pra-
tique, car le plus souvent le jeu de tests exhaustif contient une infinité de tests ou
au moins un ensemble impraticable. La sélection d’un ensemble de tests (trés pe-
tit par rapport a I’ensemble exhaustif) est donc une nécessité. Cette sélection doit
donc étre effectuée le plus judicieusement possible, car elle détermine directement
la qualité de la vérification réalisée lors de I’activité de test. Il existe deux grandes
classes de méthodes de sélection : les méthodes aléatoires, et les méthodes par
partitionnement.

— Dans le cas de méthodes aléatoires [CH00, BBG97], les tests sont
choisis parmi I’ensemble de tous les tests possibles (donc des substitu-
tions d’axiomes) en sélectionnant de manicre aléatoire. Elles ont 1’avantage
d’étre faciles & implémenter, et permettent de générer une grande quantité
de tests sans difficulté. Cependant, I’un des inconvénients majeur des mé-
thodes aléatoires est le cas ol un sous-domaine a une probabilité trés faible
d’apparaitre. Dans le cas des spécifications conditionnelles positives, sup-
posons que 1’on a un axiome de la forme :
est_triee(y :: 1) = true Az < y = true = insert(z,y =) =z 1y 1 |
avec z, y des variables de types entier, [ une variable de type liste, est_triee
un prédicat qui vérifie qu’une liste est triée, :: le constructeur de liste et
insert I’opération d’insertion d’un €élément dans un liste triée (opération
sous test). La génération de données de tests de maniére aléatoire risque
de poser des problémes pour cet axiome. Mis & part pour de toutes petites
listes, il est difficile de générer aléatoirement des listes triées parmi toutes
les listes. De maniere plus générale, il est souvent difficile de trouver de ma-
niere aléatoire des tests intéressants qui vérifient les prémisses des axiomes.

— Les méthodes qui vont nous intéresser dans cette thése relevent d’une dé-
marche plus dirigée. On parle de méthodes par partition [BGM91,
DF93, BW05c, KATP02]. Les tests sont sélectionnés a partir des axiomes
dans le but de réaliser une partition, la plus judicieuse possible, de 1’en-
semble de tous les tests. On réalise un découpage en sous-domaines de
I’ensemble de tous les cas de tests possibles, puis on choisit des tests dans
chaque sous-domaine. Ces tests (au moins un par sous-domaine) pourront
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étre soumis au programme. Ces tests sont également générés de manicre
aléatoire, mais sur un domaine beaucoup plus petit puisque 1’on a “décou-
pé” le domaine de définition principal. Le test par partition ne pose pas le
probleme des méthodes aléatoires puisque le découpage, s’il est bien fait,
couvrira tous les sous-domaines pertinents de la spécification. Pour ce faire,
I’utilisateur défini lui méme son découpage selon ses besoins. Ainsi, il peut
découper (et donc tester) plus ou moins finement les différentes parties de la
spécification selon qu’elles sont plus ou moins critiques. Dans le chapitre 6
de cette thése nous introduirons nos propres méthodes de sé€lection de tests
par partition.

4.1.3 Les outils

Plusieurs méthodes et outils de génération automatique de tests a partir de
spécifications ont été développés. Nous allons présenter plusieurs de ces outils
dans les sections suivantes. Ces outils fonctionnent tous plus ou moins selon les
trois phases suivantes :

— Il faut tout d’abord écrire une spécification qui contient les propriétés que
I’on veut tester. Le langage utilisé dépend des outils, mais ce sont le plus
souvent des formules proches de la logique des prédicats du premier ordre.

— Ensuite vient une phase de sélection, ot les outils générent un ensemble de
tests construits en accord avec la spécification.

— Puis pour finir, une phase ol ces tests sont soumis a un programme (€écrit
dans divers langages, le plus souvent fonctionnels) et ot 1’on vérifie qu’ils
sont corrects (c’est-a-dire que la valeur calculée via la spécification n’est
pas mise en échec par le programme).

Nous allons commencer par présenter I’outil HOL-TestGen, qui sélectionne
des tests pour un programme (écrit en SML, ou en C) a partir d’une spécification
écrite dans le langage HOL (un langage de spécification de haut niveau). Les tests
sont sélectionnés a partir d’une partition du domaine de tous les tests.

Ensuite nous présenterons, 1’outil QuickCheck qui s’integre completement
dans le langage de programmation Haskell, avec une spécification écrite égale-
ment en Haskell. Contrairement, 8 HOL-TestGen, QuickCheck est un outil qui
génere les tests de maniere aléatoire.

Pour finir, nous nous intéresserons a I’outil LOFT, plus ancien que les deux

outils précédent, mais dont nous nous sommes inspirés pour décrire les méthodes
de sélection de tests décrites dans cette these.
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4.2 HOL-TestGen

HOL-TestGen est un outil développé par Achim D. Brucker et Burkhart Wolff
[BWO0Sa, BW05b, BWO07]. Cet outil s’intégre a I’assistant de preuve Isabelle
comme une nouvelle “logique”. Ces nouveaux éléments permettent de générer
des tests pour des programmes écrit en SML ou bien en C. C’est un outil qui uti-
lise une méthode par partition pour sélectionner les tests a I’aide des axiomes de
la spécification.

Dans un premier temps nous allons présenter Isabelle et la logique HOL utili-
sée par I’outil HOL-TestGen. Ensuite nous présenterons le fonctionnement géné-
ral de HOL-TestGen, que nous illustrerons ensuite sur un exemple.

4.2.1 Isabelle/HOL

Isabelle est un assistant de preuve générique [Wen05]. De nombreuses lo-
giques sont supportées par Isabelle, notamment la logique du premier ordre (FOL),
la théorie des ensembles de Zermelo-Frinkel (ZF), et bien stir HOL que les auteurs
ont choisis pour développer HOL-TestGen.

HOL, qui signifie Higher-order logic en anglais, est une logique classique
enrichie. Elle est plus expressive que la logique du premier ordre car elle com-
bine un langage de programmation fonctionnelle typé (tels que CAML, SML, ou
Haskell...) et les quantificateurs. HOL est le langage de spécification utilisé par
I’outil HOL-TestGen. I’ association entre Isabelle et HOL s’appelle Isabelle/HOL
[NPWO2].

Isabelle/HOL est utilisé par HOL-TestGen comme un environnement de cal-
cul symbolique. Cet environnement, via HOL, dispose d’un ensemble important
de théories comme par exemple les ensembles, les listes, les multi-ensembles, les
relations d’ordres... C’est également un véritable langage de spécification qui per-
met de définir nos propres types et fonctions. Les manipulées par Isabelle/HOL

sont de la forme A; = --- = A, = A,4; que ’on note aussi [|A;, ..., A,]] =
Apn1. Elles signifient qu’a partir des contraintes A, ..., A,, on infére la conclu-
sion A, 1.

4.2.2 HOL-TestGen

HOL-TestGen est un outil de test qui permet

— d’écrire des spécifications (pour le test) en HOL, c’est-a-dire de spécifier
des structures de données et des opérations (via HOL), ainsi que des expres-
sions a tester.

— de partitionner I’espace d’entrée de ces expressions (en utilisant la spéci-
fication) et de générer ainsi des tests abstraits (en s’appuyant sur les
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hypothéses d’uniformité et de régularité que nous étudierons plus en détail
dans le prochain chapitre)

— de sélectionner automatiquement des tests concrets a partir des tests abs-
traits,

~ de générer des scripts en SML pour exécuter ces tests concrets sur des
programmes écrits en SML : ces scripts contiennent les données de test a
soumettre au programme ainsi que le résultat attendu (calculé via la spéci-
fication). La soumission au programme se fait via un “harnais” de test qui
est une sorte d’outillage pour les scripts.

— tester des implantations dans d’autres langages comme C.

Je vais seulement expliquer la partie génération de tests abstraits a 1’aide d’un
exemple, et simplement commenter la génération des tests concrets. En revanche,
je ne parlerai pas de la génération de scripts.

4.2.3 Exemple

A titre d’exemple, nous allons tester une opération d’insertion dans un arbre
binaire de recherche. Isabelle manipule des modules, que 1I’on appelle théories.
Ces théories peuvent étre définies a partir d’autres théories existantes. Dans HOL-
TestGen, on importe une théorie appelée Testing, qui contient un ensemble im-
portant de structures de données prédéfinies, ainsi qu’un ensemble de fonctions
pour générer des tests.

En mettant dans un seul fichier I’ensemble des expressions qui vont suivre, on
obtient une séquence utilisable par HOL-TestGen. La théorie que I’on définit ici a
pour nom ABR :

theory ABR = Testing:

11 est possible de spécifier des types comme dans un type somme d’un langage
fonctionnel, par exemple le type ’a tree des arbres binaires, ou ’a est un type
générique.

datatype ’a tree = ET | MKT ’a "’a tree" "’a tree"

ol ET est ’arbre vide, et MKT le constructeur d’arbre avec deux fils et une
racine de type ’a.

Ensuite, il est possible de déclarer des opérations ou des prédicats en donnant
leurs profils (c’est notre signature).

consts
is_in :: "(’a::order) => ’a tree => bool"
is_ord :: "(’a::order) tree => bool"

insert :: "(’a::order) => ’a tree => ’a tree"
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is_in est un prédicat qui vérifie qu’un élément est bien dans un arbre binaire.

is_ord est un prédicat qui vérifie si un arbre binaire est un arbre binaire de
recherche.

insert est une opération qui insére un élément au bon endroit dans un arbre
binaire de recherche.

Letype (’a : :order) signifie que le type ’a est muni d’une relation d’ordre
(c’est-a-dire que ’on pourra utiliser les prédicats <, >, ... sur ce type).

En respectant les profils des opérations on peut les spécifier récursivement a
I’aide d’un certain nombre de formules (les axiomes) spécifiées en HOL.

primrec
"is_in k ET = False"
"is_in k (MKT n 1 r) = ((k = n) \ (is_in k 1) V (is_in k r))"

primrec

isord_base : "is_ord ET = True"

isord_rec : "is_ord (MKT n 1 r) = ((Vn’. is_in n’ 1 -> n’> < n) A
(Yn’. is_in n’> r -> n < n’) A
is_ord 1 A is_ord r)"

primrec

insert_base: "insert x ET = MKT x ET ET"

insert_rec: "insert x (MKT n 1l r) =

(if x=n

then MKT n 1 r

else if x<n
then MKT n (insert x 1) r
else MKT n 1 (insert x r))"

Tout ce que nous venons de définir correspond & notre spécification. Les €lé-
ments syntaxiques sont faciles a interpréter conformément a I’intuition dénotée
par les différents symboles ou identificateurs. Pour 1’instant la syntaxe utilisée
est celle d’Isabelle. Nous allons maintenant expliquer la partie test, dont voici un
exemple pour la fonction d’insertion :

test_spec "prog x t = insert x t"

apply(gen_test_cases 1 1 "prog")
store_test_thm “test"
gen_test_data "test"

thm test.test_data
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Le mot clé test_spec spécifie ce que 1’on veut tester (notre objectif de test).
Ici, nous voulons vérifier que I’implantation prog de I’opération insert est cor-
recte (c’est-a-dire renvoie la méme chose que la spécification).

Voici ce que Isabelle répond apres cette premiere étape.

> test_spec "prog x t = insert x t"
proof (prove): step 0
fixed variables: prog, x, t

goal (test_spec, 1 subgoal):
1. prog x t = ABR.insert x t

Un seul sous-but a été construit directernent a partir de notre objectif. Isabelle
est un prouveur, et ce sous-but est la formule & prouver. On ne peut pas prouver
cette formule directement, mais on peut la tester. C’est ce que fait HOL-TestGen
en appliquant une stratégie de sélection par découpage.

Cette méthode s’appelle gen_test_cases dans HOL-TestGen. Voila ce qu’elle
renvoie :

> apply(gen_test_cases 1 1 "prog")

proof (prove) : step 1
fixed variables : prog, x, t
goal (test_spec, 9 subgoals)

1. prog?X1X33 ET = MKT ?X1X33 ET ET

2. THYP ((3 x. prog x ET = MKT x ET ET) — (V x. prog x ET =
MKT x ET ET))

3. [l 7X1X25 £ 7X3X27 ; 7X1X25 <7X3X27|] — prog?X1X25 (MKT 7X3X27
ET 7X2X26) = MKT 7X3X27 (MKT 7X1X25 ET ET) 7X2X26

4. THYP ((d x xa xb. x # xb — x < xb — prog x (MKT xb ET
xa) = MKT xb (MKT x ET ET) xa) — (V x xa xb. x # xb — x < xb
— prog x (MKT xb ET xa) = MKT xb (MKT x ET ET) xa))

5. prog 7X1X16 (MKT ?X1X16 ET ?X2X17) = MKT ?X1X16 ET ?X2X17

6. THYP ((d x xa. prog x (MKT x ET xa) = MKT x ET xa) — (V x
xa. prog x (MKT x ET xa) = MKT x ET xa))

7. [l ?X1X7 #7X3X9; 7ZX1X7 <7X3X9|] — prog?X1X7 (MKT 7X3X9 ET ?X2X8)
= MKT 7X3X9 ET (ABR.insert ?X1X7 7X2X8)
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8. THYP ((3 x xa xb. x # xb — /x < xb — prog x (MKT xb ET
xa) = MKT xb ET (ABR.insert x xa)) — (V x xa xb. x # xb — /x
< xb — prog x (MKT xb ET xa) = MKT xb ET (ABR.insert x xa)))

9. THYP (Suc 0 < size t — prog x t = ABR.insert x t)

Expliquons un peu les arguments de gen_test_cases :

— Le premier argument est une profondeur de découpage. La procédure construit
tous les cas de test possibles pour des entrées de test dont Ia taille est infé-
rieure ou égale a cette valeur. Dans cet exemple, cet argument est a un, dont
elle construit tous les cas possibles (en fonction des axiomes de la spécifi-
cation) pour des arbres ne contenant au plus qu'un seul constructeur M KT

— Le deuxieme argument ne nous intéresse pas ici : il faut le laisser a 1.

— Le troisieme argument est le nom de 1’opération que I’on veut tester.

L’application de la stratégie gen_test_cases produit différents sous-buts.
Certains correspondent aux tests abstraits (les sous-buts impairs). Ainsi le pre-
mier sous-but permet de tester I’insertion d’un €lément dans 1’arbre vide. Les
autres buts sont les hypothe¢ses de tests (les sous-buts pairs). Ces dernieres servent
a combler la distance entre la preuve de correction du programme et la vérification
effectuée par les tests. Par exemple, le deuxieéme sous-but exprime que si le test
d’insertion d’un élément dans I’arbre vide est en succes, le programme sera correct
pour toute insertion d’un élément dans I’arbre vide. Cette hypothese est issue du
critere d’uniformité sur le premier sous-domaine (dans lequel I’arbre est vide). De
méme, la derniere hypothese est issue du critere de régularité sur les arbres. Ces
hypothéses permettent a Isabelle de disposer d’un ensemble de sous-buts équiva-
lents au but de départ qui exprime la correction (compléte) du programme.

Voici les quatre sous-buts générés qui nous intéressent. Pour plus de lisibilité,
les variables de type ’a sont notées a I’aide des lettres x, y, et les variables de type
’a tree al’aide de la variable X

1. prog(x, ET) = MKT(x, ET, ET)

3. [Ix # y; x < yl] = prog (x, MKT( y, ET, X)) = MKT( y ,MKT
(x ,ET, ET), XD

5. prog(x, MKT(x, ET, X) = MKT(x, ET, X)

7. [lx #y; - x < yl]l] = prog(x, MKT( y, ET, X)) = MKT(y, ET,
ABR.insert( x, X))

Rappelons que la notation [|A1; ... ; An|] == B est logiquement équi-
valentea A; A---ANA, = B.

Il est bien stir possible de générer des cas de tests pour des profondeurs plus
grandes. Sur ce petit tableau les temps approximatifs pour générer les sous-buts
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a une profondeur donnée dans I’exemple du test de la fonction insert dans les
arbres binaires de recherche.

Profondeur | Temps nécessaire | Sous-buts
0 <1” 3
1 <1” 9
2 2" 45
3 1'40” 217
4 Des heures 1425

On s’apercoit que le temps nécessaire a la génération des sous-buts pour une
profondeur supérieure a 3 est beaucoup trop important. A chaque étape 1’outil fait
du dépliage sur toutes les sous branches possibles. Les auteurs de I’outil ont déve-
loppé des techniques pour améliorer le temps de réponse en ajoutant des lemmes
a la procédure de simplification d’Isabelle.

La commande store_test_thm ‘‘test’’ permet de stocker les tests abstraits
dans une variable test.

Puis la séquence suivante génere les données de tests pour les cas de tests
contenus dans la variable test, et puis les affichent.

gen_test_data "test"
thm test.test_data

Voici les tests que 1’on obtient comme tests concrets grace a la deuxiéme ligne
(c’est-a-dire le critére d’uniformité pour les sous-buts 1, 3, 5, et 7) :

prog 8 ET = MKT 8 ET ET
prog 4 (MKT 7 ET ET) = MKT 7 (MKT 4 ET ET) ET
prog 1 (MKT 1 ET (MKT 1 ET ET)) = MKT 1 ET (MKT 1 ET ET)
prog 9 (MKT 8 ET ET) = MKT 8 ET (MKT 9 ET ET)

Les valeurs assignées aux variables sont générées aléatoirement mais doivent
respecter les pré-conditions. Comme pour les tests abstraits, cette phase peut donc
durer trés longtemps car il n’est pas forcément évident de trouver un test qui vé-
rifie les pré-conditions. HOL-TestGen intégre des moyen de limiter le nombre
d’itérations pour cette génération aléatoire. Il est ensuite possible de générer un
script de test pour soumettre ces données de test 2 un programme prog (en SML).

HOL-TestGen est un outil de test par partition complet. Il utilise toute la puis-
sance de Isabelle/HOL pour spécifier des opérations, permet de partitionner des
ensembles de tests a partir de cette spécification, et integre également des moyens
de soumettre automatiquement les tests générés. Il a été utilisé dans de nombreux




4.3. QuickCheck 111

cas de figures, et encore récemment dans [BWO07]. Cependant, la prise en main
de cet outil est un peu lourde, notamment a cause de son intégration dans Isa-
belle/HOL. La méthode de partition, si elle couvre bien les axiomes de la spé-
cification, est plut6t lente dés qu’il s’agit de tester des données de grande taille.
En effet, le découpage s’effectue dans toutes les directions en méme temps, et le
nombre de cas possibles explose trés rapidement méme pour des profondeurs peu
conséquentes.

4.3 QuickCheck

QuickCheck est un outil développé par K. Claessen et John Hughes [CHOO].
C’est un outil tres léger qui fait environ 300 lignes de code. Il permet d’aider
les programmeurs, dans le langage Haskell, a formuler et tester des propriétés (les
objectifs de test) sur des programmes. Les propriétés sont décrites dans ce langage
de programmation et peuvent étre testées automatiquement de maniére aléatoire.
Contrairement &8 HOL-TestGen et a LOFT (voir section suivante), QuickCheck
utilise une méthode aléatoire pour sélectionner les tests. Ainsi, afin de réaliser
une bonne couverture des propriétés a vérifier, il faut que 1’ utilisateur sépare bien
les composants a tester.

Pour décrire les propriétés, ils utilisent une spécification qui est intégrée dans
le langage Haskell, et qui se trouve dans le méme module que la fonction a tes-
ter. Les tests concrets sont générés aléatoirement. Les auteurs défendent la theése
selon laquelle les méthodes de test aléatoire sont finalement assez compétitives
par rapport aux autres méthodes de tests. Pour améliorer les problemes de distri-
bution des valeurs que peuvent rencontrer les méthodes de test aléatoire, 1’outil
QuickCheck int¢gre des mécanismes de contréle humains.

4.3.1 Un exemple simple

La syntaxe pour tester une fonction est assez simple. Si 1’on veut tester 1’ opé-
ration classique reverse sur les listes, il suffit d’écrire la propriété€ que 1’on veut
tester dans le langage Haskell de la maniére suivante :

prop_Rev x y =
reverse (x ++ y) == reverse y ++ reverse Xx

avec ++ qui désigne la concaténation de deux listes.

Ensuite, 1’outil s’occupe de tout, il suffit de taper la commande suivante :

quickCheck prop_Rev
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L’outil géneére par défaut 100 tests concrets qu’il soumet a 1’implantation de
1’ opération reverse, et renvoie soit :
— DOK: passed 100 tests.
lorsque les 100 tests sont en succes,

— Falsifiable
lorsque au moins 1’un des tests est en échec. Il donne en plus les valeurs
incriminées.

Il est également possible de tester des propriétés plus complexes que des équa-
tions, comme des formule conditionnelles de la forme A ==> B. QuickCheck
génére alors 100 tests qui vérifient la condition A. Si il ne trouve pas 100 tests
valides lors des 1000 premier essais, il renvoie simplement le nombre de tests
trouvés.

4.3.2 Génération des données de tests

Pour les types de données classiques, Quickcheck integre directement des mé-
canismes de génération de tests. Comme cette génération se fait de maniere aléa-
toire, Quickcheck permet de classer les tests générés :

— détection des tests triviaux, par exemple les listes vides pour le type de

données des listes,

— classement des tests en fonction de la taille des données, ce qui permet de
voir si la génération aléatoire réalise une bonne couverture du domaine ou
bien se restreint & des données de petite taille.

Pour éviter de générer, par exemple, des listes qui ont toujours une taille trés
petite et ainsi de passer a c6té de plein d’erreurs potentielles, ou bien des listes
trop grande et risquer de ne pas terminer, QuickCheck posseéde des mécanismes
pour régler la fréquence d’apparition d’un élément et des bornes a ne pas dépasser.

En revanche, la génération des données de test est laissé aux utilisateurs pour
des types définis par eux. Cela se fait a I’aide de I’opérateur Arbitrary, qui permet
par exemple pour un type somme

data Couleur = Rouge | Bleu | Vert

de définir le générateur suivant :
instance Arbitrary Couleur where
arbitrary = oneof

[return Rouge, return Bleu, return Vertl]

Les données de tests seront ainsi choisies parmi Rouge, Bleu et Vert.
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4.3.3 Comparaison avec HOL-TestGen

L’intégration complete de QuickCheck dans le langage Haskell le rend trés
simple a utiliser et utilisable par tout programmeur. C’est son avantage principal
face a HOL-TestGen qui est plus complexe. Rappelons que I’intégration de celui-
ci dans Isabelle le rend assez lourd a utiliser. Par contre, il permet de réaliser une
meilleure couverture des tests que QuickCheck puisqu’il realise un découpage
précis a I’aide des axiomes, et il est plus facilement transposable dans des langages
de programmation différents.

4.4 LOFT

Plus ancien que les outils précédents, LOFT [BGM91, Mar91b, Mar91a, Mar95]
est un outil qui a été développé par Bruno Marre pour automatiser une méthode
de sélection de tests par dépliage des axiomes (donc par partition). Il est déve-
loppé dans le langage de programmation logique ECLIPSE [ECRO06], qui est un
langage de la méme famille que PROLOG. L’idée était d’utiliser les principes de
la programmation logique pour implémenter une méthode de sélection de tests a
partir de spécifications algébriques.

Son noyau est une procédure de résolution équationnelle, qui permet de géné-
rer des tests 4 partir d’une formule équationnelle caractérisant un sous-domaine
d’entrées d’une opération. Cette procédure est appelé surréduction conditionnelle
(“narrowing” en anglais). Elle permet également de résoudre des problémes équa-
tionnels dans une théorie décrite par des axiomes conditionnels positifs.

C’est cette approche qui a ét€ a la base du travail que nous présentons dans le
prochain chapitre de cette these. En effet, nos procédures de dépliage sont inspi-
rées de ce que fait I’outi] LOFT.

4.4.1 Les axiomes : définition et restrictions

Dans LOFT, a chaque axiome de la spécification est associé une clause de
Horn ! sans égalité. Reprenons 1’exemple de la spécification des entiers naturels
donnée section 1.4.1 page 36. Les axiomes définissant 1’ opération + doivent tout
d’abord étre écrit de maniere préfixe :

add(0,z) = =z
add(succ(z),y) = succ(add(z,y))

1En logique des prédicats, une clause de Horn est une formule de la forme [;A- - -Al, = p
avec l;, p des formules atomiques. Ces clauses sont 3 la base des langages de programmation
logique tels que PROLOG
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Ensuite, pour étre intégré dans LOFT, ils sont transformés en clauses de Horn
sans prédicats d’égalité. La notation : — est celle des langages de programmation
logique tels que PROL.OG. Elle remplace le symbole d’implication < de la lo-
gique des prédicats du premier ordre (a : — b se lit “a si b”). Les variables sont
notées a I’aide des lettres majuscules.

add(0, M, M)
add(succ(N), M, succ(Z)) : — add(N, M, Z)

A toute opération définie d’arité n, LOFT associe une relation (un prédicat)
d’arité n + 1, et a tout constructeur d’arité n un nom de fonction d’arité n. Toute
les formules manipulées par LOFT devront étre transformées de cette maniére.
On obtient ainsi un programme logique a partir d’une spécification conditionnelle
positive.

La stratégie de LOFT permet de calculer, a partir de ces formules, des substi-
tutions qui permettront de générer des tests. Cependant des solutions ne peuvent
pas toujours étre trouvées. Cette stratégie n’est valide que pour une classe parti-
culiere de spécifications conditionnelles positives. La signature ¥ = (S, F, V) est
une signature avec un ensembles de constructeurs 2 C dans F'. Les équations de la
conclusion des axiomes sont de la forme g(uy,...,u,) =vtellessque g € F\ C,
u; € To(V) avec Q = (S, C), et toutes les opérations non-constructeurs dans
v sont toutes plus petites que g selon un ordre bien-fondé > construit sur F'.
La conclusion g(us, .. .,u,) = v peut donc étre orientée de gauche a droite (i.e.
g(uy, ..., u,) — v) comme une regle de réécriture. De plus, le systeme de réécri-
ture conditionnelle associé a ces axiomes forme un systéme qui termine et qui est
confiluent. Pour simplifier, les axiomes doivent étre “exécutables” pour pouvoir
&tre compris par LOFT (nous étudierons en détail les restrictions dans le dernier
chapitre de cette theése page 139).

4.4.2 Le dépliage

Ce qui nous intéresse dans cet outil, c’est sa méthode de dépliage. Elle utilise
la structure des axiomes de la spécification, et un but qui est une formule qui
caractérise un objectif de test. Nous allons la présenter succinctement ici dans un
cadre restreint, celui de 1’outil LOFT. Nous I’étendrons dans le chapitre 6.

Exemple 4.4.1 Considérons la spécification de I’addition donnée précédemment
a l'aide des deux clauses de Horn. LOFT permet de déplier un but construit a
I’aide de I’opération add. Par exemple, I’équation add(n,n) = r, avec n, m, r des
variables, peut étre utilisée comme un objectif de test (un but dans LOFT). Cette

2?Les comstructeurs sont des symboles d’opérations qui ne sont pas définis par les axiomes
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équation caractérise tous les tests de cette forme (obtenus par substitution des
variables et conséquences des axiomes). Le but add(N, M, R) est alors soumis
a LOFT. Le dépliage de I'opération add, dans le but add(N, M, R), permet de
construire les deux sous-buts suivants :

— Le premier correspond au premier axiome de l’opération add. La substitu-
tion des variables est donnée par les unificateursde N = Q0 et R = M et
le sous-but est vide. Les tests ainsi décrits sont donc toutes les équations de
la forme add(0,r) = r o r est substituée par un terme construit sur les
constructeurs de entier (0 et succ).

— Le deuxiéme correspond au deuxiéme axiome. La substitution des variables
est donnée par les unificateurs de N = succ(N'), R = succ(R') ou N' et R/
sont des nouvelles variables. Le nouveau sous-but est add(N', M, R'). Les
tests ainsi décrits sont de la forme add(succ(n'), m) = succ(r'), oun', m et
1’ sont substituées par des termes construits sur 0 et succ et add(n’,m) =r
est une conséquence des axiomes de ’addition.

Comme le premier sous-but est vide, il ne peut plus étre déplié. Au contraire,
le deuxieme sous-but construit par LOFT peut étre déplié de nouveau selon les
axiomes de I’addition :

— Un premier sous-but vide est obtenu avec la substitution des variables cons-
truite selon Uunification de N = succ(0) et R = succ(M). Il caractérise
les tests de la forme add(succ(0),m) = succ(m) ou m est substituée par
tout terme construit sur 0 et succ. Ce sous-but étant vide, il ne pourra plus
étre déplié.

— Un deuxiéme sous-but est obtenu avec la substitution des variables obte-
nue par l'unification de N = succ(succ(N")) et R = succ(succ(R")). Le
nouveau sous-but est add(N", M, R"). Il caractérise I’ensemble des tests
de la forme add(succ(succ(n)), m) = succ(succ(r)) ot n, m et r sont sub-
stituées par des termes construit sur 0 et succ. Comme dans la premiére
étape de dépliage, ce cas pourrait étre dépliée a nouveau sur les axiomes
de I’addition.

Ainsi, en stoppant le processus aprés deux dépliages successifs de ’addition,

on obtient les 3 sous-buts ci-dessus construits a partir du but de départ.

Dans LOFT, I’opération de dépliage est réalisée a I’aide de la commande sui-
vante :

unfold_std([#(’f: s1, ..., sn -> s’,m), ... ], eq )
avec f un nom d’opération muni de son profil s; X ...s, — s, qui est I’opé-

ration & déplier, eq qui est une équation qui représente un but (I’objectif de test),
et m la profondeur de dépliage souhaitée.
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Exemple 4.4.2 Dans ['exemple de I’opération d’addition, I’application de la fonc-
tion de dépliage (sur deux étapes) va se faire de la maniére suivante :

??7- unfold_std([#(’add: nat, nat -> nat’,2)], add(N,M) = R).

FINAL BINDING:

N:nat = 0
R:nat = M:nat
=0

CPUTIME

FINAL BINDING:
N:nat = succ(0)
R:nat = succ(M:nat)
CPUTIME = 0

I

FINAL BINDING:
N:nat = succ(succ(_vO:nat))
R:nat = succ(succ(_vl:nat))

REMAINING CONSTRAINTS = {
add(_vO:nat, M:nat) = _vi:nat

}

CPUTIME = 0

)

GLOBAL TIME ELAPSED = 17
NUMBER OF SOLUTIONS

yes

n
w

Les trois FINAL BINDING trouvés correspondent bien aux trois sous-buts ob-
tenus par deux étapes de dépliage.

Dans cet exemple simple, le dépliage n’est effectué que sur 1’opération add
mais dans d’autres cas il est possible de déplier n’importe quelle opération définie
et permet donc a I'utilisateur de guider la sélection par dépliage. Par exemple,
pour la définition de I’opération x a I’aide de I’axiome z * succ(y) = (z x y) + z,
la partie droite utilise I’opération +. Apres une étape de dépliage, on pourra donc
déplier soit cette opération soit 1’opération initiale.
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La solution donnée par LOFT apres une ou plusieurs étapes de dépliage n’est
pas nécessairement close. Il reste des variables qui ne sont pas instanciées. L’ins-
tanciation compléte des variables peut étre forcée et on obtient ainsi, non plus
des sous-buts non résolus, mais bien des valeurs qui pourront €tre soumises a un
programme.

Exemple 4.4.3 Voici la commande a taper pour obtenir le résultat voulu pour le
dépliage de I’opération d’addition :

?7- unfold_std([#(’add:nat,nat -> nat’,2)], add(N,M) = R), 7,
?(is_a_nat(M) = true).

FINAL BINDING:

N:nat = 0
M:nat = succ(succ(succ(0)))
R:nat = succ(succ(succ(0)))

CPUTIME = 17

3

FINAL BINDING:

N:nat = succ(0)

M:nat = succ(succ(succ(succ(0))))

R:nat = succ(succ(succ(succ{succ(0)))))
CPUTIME = 0

b

FINAL BINDING:
N:nat = succ(succ(0))

M:nat = succ(0)
R:nat = succ(succ(succ(0)))

CPUTIME = 16

t

GLOBAL TIME ELAPSED
NUMBER OF SOLUTIONS
yes

50

n
w

Les tests obtenus sont donc au nombre de trois, un par sous-but construit :
add(0, succ(succ(suce(0)))) = suce(suce(succ(0)))
add(succ(0), succ(succ(suce(suce(0))))) = suce(suce(succ(suce(succ(0)))))
add(succ(succ(0)), succ(0)) = succ(suce(succ(0)))
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L’ outil LOFT, plus ancien que HOL-TestGen et QuickCheck, permet plus que
ces deux autres outils de s’intéresser a la sélection par dépliage. En effet, " uti-
lisateur peut déplier ou il le souhaite, et il est donc sur ce point plus précis que
HOL-TestGen.

C’est donc la finesse de cette méthode de dépliage de I’outil LOFT qui nous
a le plus intéressée. Cependant, la classe de spécifications utilisée par LOFT doit
respecter des conditions tres restrictives sur la forme des axiomes. Dans les pro-
chains chapitres, nous verrons comment la procédure de dépliage peut étre étendue
a des spécifications beaucoup moins restrictives.

La procédure de sélection de LOFT a été récemment réutilisée dans I’outil
GATeL [MAOO, MB04] qui permet de produire des tests a partir de spécifica-
tions LUSTRE. LUSTRE est un langage largement utilisé dans 1’industrie pour
construire des systemes réactifs. L’outil GATeL déplie les équations LUSTRE
pour obtenir des sous-domaines de test également caractérisé par des contraintes.
Les contraintes sont résolus en générant aléatoirement un test pour chaque sous-
domaine.



Chapitre 5

Notre approche du test

Dans ce chapitre, nous allons présenter plus particulierement notre approche
pour tester un programme a partir de sa spécification formelle. Comme nous
I’avons vu dans le chapitre précédent, la sélection des tests est une nécessité dans
le cadre du test. Afin de garantir la qualité de nos méthodes de sélection, nous al-
lons présenter un cadre formel général pour le test a partir de spécifications axio-
matiques. Nous nous plagons dans le cas particulier des spécifications algébriques
(vue dans la section 1.4 page 35).

Les spécifications algébriques fournissent un langage non ambigu qui est une
référence solide pour garantir la correction d’un programme. Cette affirmation
repose sur ’idée simple que les modéles de la spécification représentent des
programmes acceptables. Cependant, nous ne pouvons pas comparer directe-
ment le programme et sa spécification. En effet, le programme est souvent plus
riche en détails de fonctionnement que la spécification qui ne donne pas forcé-
ment toutes les informations nécessaires pour étre directement exécutée sur une
machine. Cette distance est embarrassante dans le cadre du test puisque I'idée
intuitive que nous venons de donner est que le programme est représenté par un
modele de la spécification. Nous devrons donc nous accorder sur des moyens de
comparer programme et spécification. L’ hypothése considérée pour tester un pro-
gramme est de considérer que le programme doit avoir la méme interface que
la spécification (c’est-a-dire la mé€me signature), et étre déterministe (¢’ est-a-dire
qu’un mé€me calcul renvoie toujours la méme valeur). De plus, pour €tre compa-
rable avec la spécification le langage de programmation doit fournir un prédicat
de comparaison entre deux valeurs de méme type. Ce prédicat d’égalité est dit ob-
servable par la spécification ; c’est la partie du programme ol le comportement
des deux entités est censé &tre le méme. C’est sur cette partie commune que nous
comparerons le comportement du programme avec celui attendu par la spécifica-
tion. Les tests seront donc des formules observables validées par la spécification.
Cette partie observable du programme constituera la base pour la définition d’un
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Jjeu de tests de référence a partir duquel nous pourrons commencer un processus
de sélection de tests.

La premiére section de ce chapitre est dédiée a la formalisation de notre ap-
proche du test, et la deuxiéme aborde plus en détail le probleéme des criteres de
sélection d’un jeu de tests.

5.1 Test & partir de spécifications algébriques

Dans cette section, nous allons décrire un cadre formel de test précédemment
étudié dans [LGA96, ALGO02, BGM91, Arn97] et montrer comment construire
nos tests a partir d’une spécification algébrique.

5.1.1 Rappel : les spécifications algébriques

Les spécifications algébriques étudiées dans la section 1.4 page 35 permettent
de décrire le comportement d’un programme a 1’aide d’axiomes.

Exemple 5.1.1 Placons nous dans le cadre de la spécification Piles que nous
avons donnée section 1.4.3 page 38. Nous voulons étre capable, par exemple,
de vérifier qu’un programme, ou est implanté ’opération hauteur d’une pile, a
bien un comportement correct vis a vis des axiomes de la spécification Piles. Par
exemple, nous voudrions étre sir que ’opération hauteur du programme appli-
quée sur une pile vide rend bien 0, ¢’est-a-dire que I’axiome hauteur(vide) = 0
est bien vérifié.

5.1.2 Programmes

La soumission d’un test sur un programme doit permettre de vérifier la cor-
rection locale du programme. Un test soumis a un programme doit pouvoir étre
exécuté. Le résultat obtenu doit alors pouvoir étre comparé au résultat attendu (dé-
fini par la spécification) et pour cela disposer d’un moyen pour pouvoir trancher
quant au succes ou a 1’échec d’un test. C’est ce que 1’on appelle le probléme de
Uoracle.

Pour permettre la comparaison entre un programme P et une spécification
SP = (X, Az), nous interprétons le programme comme un X-modele (voir sec-
tion 1.1.2 page 19). Ceci n’a de sens que si le programme a un comportement
fonctionnel sur la signature ¥, c’est-a-dire si toute formule de For(X) peut étre
calculée par le programme de maniere déterministe.

Par la suite, nous assimilerons un programme P et son interprétation comme
un L-modele (P € Mod(X). Le soumission et le résultat (succes ou échec) d’un
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test £ € For(X) sur un programme P est donc assimilée a la validation P = t.
C’est I’'un des avantages du test a partir de spécifications car il fournit a la fois la
donnée de test a fournir au programme et le résultat attendu par la spécification.

Exemple 5.1.2 Imaginons que nous voulions tester un programme P de la fonc-
tion hauteur pour les Piles. Comme P est un X-modéle, il est possible par
exemple de vérifier que I’axiome hauteur(vide) = 0 est bien validé par le pro-
gramme, puisque c’est une formule logique construite sur la signature ¥. Nous
avons donc un moyen de dire si P |= hauteur(vide) = 0. En pratique, cela
consiste @ soumettre au programme successivement hauteur(vide) et O puis de
comparer les deux résultats obtenus. Cela n’est possible que si il existe un prédi-
cat = prédéfini du langage pour comparer des données de ce type, c’est-d-dire,
dans ce cas, ou la sorte des entiers est observable.

5.1.3 Observabilité

Le programme et la spécification partagent la méme signature, et les tests sont
des formules construites sur cette signature. Cependant nous devons &tre capable
de dire si une formule qui représente un test est vraie ou fausse pour le programme.
Or le programme ne permet pas forcément de rendre compte du comportement de
toutes les opérations et prédicats de la spécification.

Du point de vue du test fonctionnel, seul le comportement observable du pro-
gramme est intéressant. Nous considérerons donc une classe de formules que le
programme peut manipuler : les formules observables (ou exécutables). En pra-
tique, les formules observables sont des formules closes qui ne font intervenir
qu’un ensemble donné de sortes dites observables (par exemple, toutes les équa-
tions pour lesquels le prédicat d’égalité est inclus dans le langage de programma-
tion).

Nous disposons donc d’un ensemble Obs C For(X) de formules dites obser-
vables. Ce sont les formules que 1’on peut tester sur le programme.

Exemple 5.1.3
Dans le cadre des spécifications conditionnelles positives, nous pouvons supposer
que nos tests sont simplement les équations closes entre sortes observables consé-
quences de la spécification, c’est-a-dire Obs = {t = t' | t,t' € Ty} avec t,t’ des
termes de sorte observable.

Ainsi, pour la spécification des piles, nous considérons que les équations closes
hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3, vide)) = vide sont des formules ob-
servables.

11 est également possible de tester des formules qui contiennent des données
de sortes non observables. Cela se fait a I’aide de contexte observable, c’est-a-
dire d’un contexte c|.],, (voir définition 2.1.2 page 42) de sorte s observable pour
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laquelle on dispose du prédicat d’égalité. Le terme placé a la position w est de
sorte non observable.

Exemple 5.1.4 Dans I’exemple des piles, supposons que les entiers soient obser-
vables par le langage de programmation, mais pas les piles. Le contexte obser-
vable construit a partir hauteur permet de tester les piles via les entiers; par
exemple pour ’axiome depiler(vide) = vide, que I’on peut tester a I'aide de
I’égalité suivante hauteur(depiler(vide)) = hauteur(vide) car les entiers sont
observables.

Dans la suite, nous n’entrerons pas dans les détails d’une telle approche et
travaillerons sur des criteres de sélection ot toutes les sortes mises en présence
sont observables.

5.1.4 Forme de nos tests

La soumission d’un test sur un programme doit comprendre un verdict qui
nous permet de décider si le test est en succes ou en échec. Les tests pour une
spécification SP = (3, Az) sont des formules construites sur la signature ¥. La
formes des tests dépend donc du langage utilisé.

Dans le cas particulier de spécifications construites a partir d’axiomes équa-
tionnels ou conditionnels positifs, nos tests sont des équations entre termes clos.
Cela pourrait &tre des formules conditionnelles. On se restreint aux équations a
des fins de facilité de soumission.

Exemple 5.1.5 Soit Piles = (Lpyes, ATpies) la spécification des piles que 'on
vient de définir, et soit Ppye.s un programme qui réalise les mémes opérations que
la spécification sur les piles (empilement, dépilement, hauteur, etc ...). Pour la
spécification Piles, hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3,vide)) = vide
sont des tests, mais hauteur(z) = n n’en est pas un car il contient des variables
qui ne sont pas observables par le programme.

Les équations que nous allons voir comme des tests sont construites a partir
d’une opération définie de la spécification. En opposition aux opérations construc-
teurs qui ne sont pas définies a partir d’axiomes mais permettent de construire
les structures de données. Les tests que nous allons privilégier seront donc de la
forme f(ui,...,u,) = v avec f une opération définie, u,, ..., u,,v € Ty, avec
uq, ..., U, les données que nous allons soumettre au programme et v le résultat
attendu par la spécification.
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5.1.5 Correction d’un programme par rapport i sa spé-
cification

Tester un programme, c’est essayer de trouver des erreurs dans celui-ci. Tes-
ter un programme a partir de sa spécification, c’est essayer de montrer qu’il est
incorrect par rapport a elle. La spécification permet de déduire des formules (des
tests) qui si elles sont validées par le programme nous renseignent sur la correc-
tion de celui-ci. Si toutes les formules que 1’on peut déduire de la spécification
(a observation pres), sont des conséquences du programme (un X-modgle), alors
nous allons pouvoir assurer correction (partielle ou totale) pour ce programme.

Cette notion de correction d’un programme par rapport a sa spécification peut
étre formalisée. Pour étre dit correct par rapport a une spécification, un programme
doit étre observationnellement équivalent & un modele de la spécification pour les
formules observables de Obs.

Définition 5.1.1 (Correction) Soir SP = (¥, Az) une spécification, P un pro-
gramme qui est un Y-modéle, et Obs un ensemble de X-formules. P est correct
pour SP via Obs, noté Correctops(P, SP), si et seulement si il existe un modéle
M € Mod(SP) telle que M =cps P. Ce qui signifie que les deux modéles sont
équivalents' pour I’ensemble de formules Obs.

5.1.6 Les tests

Comme nous 1’avons vu dans les sections 5.1.3 et 5.1.4, les jeux de tests sont
composés de formules observables ayant une forme particulieére. Pour étre utili-
sables, ces jeu de tests doivent étre en succes sur un programme P correct, ¢’est-
a-dire valides pour le -modele associé a P. On parle alors de jeux de tests non-
biaisés. Nous allons pour cela considérer que les tests sont des conséquences de
la spécification. Nous pouvons les définir de maniére formelle :

Définition 5.1.2 Un test est une formule de S P* N Obs, c’est-a-dire une formule
observable conséquence sémantique de la spécification.

Un jeu de tests est un ensemble de tests. Un jeu de tests T est en succés
sur un programme P si et seulement siVy € T, P |= ¢, sinon on dit qu’il est en
échec. On notera P |=T lorsque T est en succés sur P.

Exemple 5.1.6
hauteur(vide) = 0 ou depiler(empiler(3, vide)) = vide sont des tests pour la
spécification S Pp;.,, mais depiler(empiler(3,vide)) = empiler(3,vide) n’en

!T.a notion d’équivalence =g entre deux modéles est donnée dans la définition 1.1.10
page 21
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est pas un, car la formule n’est pas une conséquence sémantique de la spécifica-
tion. Cela signifie qu’elle ne correspond pas a un comportement valide pour la
spécification. Si nous mettions un tel test en oeuvre sur un programme, son échec
ne serait pas synonyme d’erreur. Il détecterait une erreur qui n’existe pas si le
programme est correct, et pourrait ne pas détecter une erreur sur un programme
qui en contient une.

Un jeu de test est dit non-biaisé si et seulement si ce jeu de tests est en succes
sur tout programme. C’est nécessairement le cas pour les tests de SP* N Obs.

Proposition 5.1.1 Soient SP = (X, Az) une spécification algébrique, Obs un
ensemble de formules de For(¥X), P un programme vu comme un X-modéle et T
un jeu de test de SP* N Obs.

Pour tout programme P observable via Obs, si P est correct par rapport d
S P via Obs alors T est en succes sur P.

Correctops(P,SP) = P T

Preuve

Par définition, P est un ¥-modele de Mod(X) donc il existe un modele M €
Mod(SP) tel que M =g, P. Nous savons également que T C SP*NObs et que
toutes les formules de SP* N Obs sont valides dans Mod(SP). Donc toutes les
formules de T" sont valides dans le modele M donc dans P, donc par définition
PET.

*

SP* N Obs est le plus grand ensemble de formules qui est a la fois satisfait
par tous les S P-modeles, et exécutable par n’importe quel programme sous test
capable d’interpréter les formules de Obs.

5.1.7 Comparaison des jeu de tests

Le but du test étant de détecter des erreurs, il est intéressant de comparer les
différents jeux de tests en fonction des propri€tés qu’il permettent de vérifier. Nous
pouvons comparer leur efficacité, laquelle considére qu’un jeu de tests " est plus
efficace qu’un jeu de tests 7" si son succes sur un programme implique que le jeu
de tests 7 soit également en succes.

Définition 5.1.3 Soient SP une spécification, Obs un ensemble de formules ob-
servables, et T, T’ deux jeux de tests.
T est plus efficace que T" si et seulement pour tout programme P € Mod(X)

onaPET=PET.OnnoteT <T.
T et T sont équivalents si et seulement si T < T et T' < T. On notera

T=T.
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5.1.8 Exhaustivité d’un jeu de tests

Quand un jeu de tests en succes sur un programme permet de garantir la cor-
rection de celui-ci, on dit que ce jeu de tests est exhaustif.

Définition 5.1.4 (Exhaustivité) Un jeu de tests T est exhaustif pour SP =
(2, Ax) via Obs si et seulement si

VP € Mod(%),P =T & Correctops(P, SP)

Il n’existe pas nécessairement un jen de tests exhaustif. Cela dépend de la
nature de la spécification SP et de I’ensemble Obs. De plus, un tel jeu de tests
est souvent infini. Son existence signifie simplement que la correction d’un pro-
gramme peut étre approchée asymptotiquement. Son intérét est que n’importe
quelle erreur d’un programme est susceptible d’€tre découverte. Il permet égale-
ment de démarrer un processus de sélection d’un jeu de tests de taille fini comme
nous le verrons dans la section 5.2.3 de ce chapitre, puis dans le chapitre 6.

5.2 Les critéres de sélection

L’idée de définir des criteres de sélection vient du probleme de la taille des
jeux de tests que I’on doit gérer. Comme il n’est pas possible de tout tester, il faut
faire des choix, et donc appliquer des critéres les plus judicieux possibles. Dans
notre cas, nous appliquons des critéres de sélection sur un jeu de test de référence
dans le but d’extraire un jeu de tests de taille raisonnable pour &tre soumis a un
programme. L’idée sous-jacente est que tous les tests qui satisfont un critere de
sélection révelent la méme classe d’erreurs.

Nous allons tout d’abord présenter les criteres d’uniformité et de régularité
[BGM9I1, BCFG86] qui sont des criteres tres simples a mettre en oeuvre. Ensuite
nous formaliserons cette notion de critére de sélection, ce qui nous permettra d’y
inclure des criteéres plus complexes et surtout de pouvoir garantir certaines pro-
priétés sur ces criteres.

5.2.1 Critére d’uniformité

Comme nous I’avons dit précédemment, en général nous manipulons des jeux
de tests abstraits construits a partir d’un objectif de test. Cet objectif est une for-
mule de For(X) (souvent un axiome). Or les formules (c’est-a-dire les tests) que
I’on peut soumettre a un programme sont des formules sans variables.

Le critére d’uniformité s’ appuie sur I’idée qu’un ou plusieurs tests, choisis de
maniére arbitraire pour un objectif de test permettent de mettre en évidence une
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méme classe d’erreur. La validation de ces tests pour le programme vaut pour la
validation de I’ objectif de test. C’est ce que 1’on appelle I’hypothése d’uniformité.
Formalisons cette notion :

Définition 5.2.1 Soit ¢ une formule de For(X). Un jeu de tests T vérifie le cri-
tére d’uniformité sur o si et seulement si

{oilp) | Vi,1<i<k,30;,:V >Tx,SPloi(p)}eT

avec k le nombre de tests a choisir pour la formule . L'ensemble des jeux de
tests satisfaisant ce critére est noté Cy i.(). Il est possible de formuler I’hypothése
d’uniformité suivante :

(T € Cyu(p) APET) = (Yo : V — T, SP = o(p) = P = o(p))

Exemple 5.2.1 Placons nous encore une fois dans le cas de la spécification des
piles (voir section 1.4.3). Soit la formule hauteur(z) = y avec x,y des variables.
Le jeu de test

T_ hauteur(vide) = 0, hauteur(empiler(succ(0), vide)) = 1,
| hauteur(depiler(empiler(succ(succ(0)), vide))) = 0

satisfait le critére d’uniformité Cy s(hauteur(z) = y). Dans ce cas, la va-
riable k vaut 3, il faut donc trois tests pour qu’un jeu de tests satisfasse le critere.
Par hypothése d’uniformité, il est possible d’affirmer que si un programme P va-
lide le jeu de tests T alors il valide toutes les formules closes conséquences de la
spécification de la forme hauteur(z) = y (c’est-a-dire qu’il y a une substitution
qui transforme les deux variables x,y par des termes clos).

Il existe d’autres criteres dont le fonctionnement est similaire a celui du critére
d’uniformité. On parle par exemple du critére d’uniformité sur les constructeurs.
Sa seule différence est de considérer que les substitutions o; a construire doivent
I’étre vers des termes sur les constructeurs uniquement.

5.2.2 Critére de régularité

Le critére de régularité joue sur la taille des termes, et permet de construire
tous les tests dont la taille des termes est inférieure a une valeur donnée. Pour cela,
on introduit une notion particuliére de taille.
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Définition 5.2.2 Soir t un terme de Tx(V). La taille, pour une sorte s donnée,
d’un terme t est le nombre d’opérations f : s X - -+ X 8, — §(a co-domaine dans
s) apparaissant dans t. On la notera |t|, .

Exemple 5.2.2

|hauteur(vide)|pie = 1 car seule I'opération vide est a co-domaine dans
pile,

|hauteur(depiler(empiler (succ(succ(0)), vide)))|pue = 3 car depiler et empiler
sont a co-domaine dans pile,

|hauteur(empiler(succ(0), vide))|entier = 2 car 0 et succ sont a co-domaine
dans entier.

Le critere de régularité d’ordre k& pour une sorte s construit pour toute va-
riable de sorte s, apparaissant dans un objectif de test ¢, tous les termes de taille
inférieure ou égale a trois. Puis ensuite, il génére un test abstrait pour toutes les
combinaisons de termes possibles, et les instancient a 1I’aide du critere d’unifor-
mité.

Définition 5.2.3 Soit ¢ une formule de For(X). Un jeu de tests T vérifie le cri-
tére de régularité d’ordre k£ pour une sorte s sur ¢ si et seulement si

Vi € Regy o(9), (T € Cya(¥))

tel que Regy o(0) = {o(p) | 0 € Subs}
avec Suby s = {0 : Vs = Tx(V) | Vz € V,, |o(z)| < k}.

On notera Cr (i) 'ensemble des jeux de tests satisfaisants ce critére de
régularité.

Suby, s est I’ensemble des substitutions V; — Tx (V) qui associent a toute va-
riable z de sorte s un terme de taille au plus %, ne comportant que des opérations
a co-domaine dans s et des variables distinctes pour tout sous-terme de sorte autre
que s. Regy () construit tous les termes possibles a partir de toutes les substitu-
tions Suby, s de taille inférieure a k pour une formule ¢ donnée.

Exemple 5.2.3 Soit hauteur(z) = y notre objectif de test. Pour construire le cri-
tére de régularité d’ordre 3 (par exemple) pour la sorte pile, on considére d’abord
I’ensemble Subs . qui contient pour toutes les variables de sorte s I’ensemble
des substitutions vers des termes de taille inférieure a 3. En considérant toutes les
opérations dont le co-domaine est celui des piles, on obtient les termes suivants :

vide
empiler(a, vide)
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depiler(vide)

empiler(a, empiler(b, vide))
empiler(a, depiler(vide))
depiler(empiler(a,vide))

avec a,b des variables de type entier. On obtient donc ’ensemble de tests
abstraits suivant :

Regs pue(hauteur(z) =y) ={ hauteur(vide) =y
hauteur(empiler(a,vide)) =y
hauteur(depiler(vide)) =y
hauteur(empiler(a, empiler(b, vide))) =y
hauteur(empiler(a, depiler(vide))) = y
hauteur(depiler(empiler(a,vide))) =y }

1l ne reste plus qu’a substituer a toutes les variables un terme clos en utili-
sant le critére d’uniformité vu précédemment. On obtient alors le jeu de tests T'
satisfaisant le critére Cr 3 pie(hauteur(z) = y) suivant :

T ={ hauteur(vide) =0
hauteur(empiler(succ(0), vide)) = succ(0)
hauteur(depiler(vide)) = 0
hauteur(empiler(succ(succ(0)), empiler(0, vide))) = succ(succ(0))
hauteur(empiler(succ(0), depiler(vide))) = succ(0)
hauteur(depiler (empiler(succ(succ(0)), vide))) =0 }

Le choix des valeurs pour les variables est donné par le critére d’uniformité.

Ce critere peut également étre restreint & une version ot I’on ne consideére que
les termes construits 4 1’aide des constructeurs d’une sorte donnée. On parle alors
de critére de régularité sur les constructeurs.

5.2.3 Formalisation

Comme nous I’avons vu dans la section précédente, les jeux de tests sont
construits a 1’aide d’une propriété ¢ qui est un axiome, ou n’importe quelle for-
mule choisie comme objectif de test. Tous les tests qui peuvent étre construits a
partir d’un objectif de test forment un ensemble qui caractérise un jeu de tests.
Celui-ci contient, pour un objectif donné ¢, tous les tests a(p) tels que o(yp) €
SP* N Obs.

Ce jeu de tests peut étre de taille infinie. Il est possible de le couvrir partielle-
ment par des tests sélectionnés a I’aide des criteres d’uniformité et de régularité,
mais ce sont des méthodes ou 1’aléatoire joue un grand rdle.
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Les méthodes de sélection que nous utilisons dans cette thése sont des mé-
thodes par découpage d’un jeu de tests en une famille de sous-jeux de tests. Dans
ce cadre, un critére de sélection est en fait une application qui effectue ce décou-
page. Il nous faut des outils pour raisonner sur ces criteéres de sélection.

Le critére de sélection C est une application qui découpe un jeu des tests de
départ T" en une famille de sous-jeux de tests {7 }ic1, avec Io(r) un ensemble
d’”indices” résultant de I’ application du critere de sélection C sur le jeu de tests 7.

Définition 5.2.4 (Criteére de sélection) Un critére de sélection est une appli-
cation C : P(SP* N Obs) — P(P((SP* N Obs)) 2. Pour un jeu de tests T on
note C(T) = {Ti}iciory- On note alors |C(T)| = Uiergq, (Ti) 'ensemble des
tests obtenus apres l'application du critére de sélection C sur T.

Le nombre de sous-jeux de tests 7; construits par découpage dépend du critere
de sélection et du jeu de tests de départ. Les jeux de tests T; caractérisent des
sous propriétés de T, c’est-a-dire des sortes de sous objectifs de tests. Comme
pour le jeu de tests de départ ils peuvent étre couverts par les criteres d’uniformité
et de régularité. Cela consistera a sélectionner un ou plusieurs tests pour chaque
sous-jeu de tests construit.

Exemple 5.2.4 Soit ¢ un objectif de test. Le critére de régularité Cg q (), pour
une taille k et une sorte s données, nous donne un ensemble de tests abstraits
Regy, s () qui caractérise tous les tests pour des données de taille inférieure a k.
Il est possible, par exemple, de définir un critére de sélection Cy qui découpe le
Jjeu de tests abstrait Regy, () en n sous-jeux de tests Reg; () pour 1 < i < k.
Un jeu de tests T vérifie le critere C| si et seulement si

U {Cua(®)IV4 € Regio(¢)}

1<i<k

5.2.4 Propriétés

La définition générale que nous venons de donner permet de décrire une large
classe de critéres de sélection par découpage. Afin de garantir I’efficacité d’un
critere particulier, il est possible de vérifier des propriétés sur celui-ci :
Définition 5.2.5 Soit C, C’ des critéres de sélection, et T, T' des jeux de tests :

— C est correct pour T si et seulement si |C(T)| C T,

— C est complet pour T si et seulement si |C(T)| =T,

2Soit un ensemble E, P(E) désigne I'ensemble des tous les sous-ensembles de £
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— C partitionne T si et seulement siVi, j € Iory,i # j = TiNT; =0,

Les propriétés de correction et complétude sont essentielles pour qu’un critere
de sélection soit utilisable : la correction assure que les tests sont bien sélectionnés
dans le jeu de tests de départ (aucun test n’est ajouté), et la complétude assure que
nous conservons bien tous les tests (aucun test n’est perdu). Quand on partitionne
T avec C, cela signifie que les 7; ne se superposent pas, et assure ainsi que I’on
ne sélectionnera pas deux tests identiques.

Exemple 5.2.5 Le critére C; de ’exemple 5.2.4 de la section précédente est un
critére de sélection correct et complet au sens de la définition que 1’on vient de
donner. L’ensemble des tests caractérisé par le découpage est exactement le méme
que celui du jeu de tests de départ. Cependant, ce critéere C) n’est pas un critére
qui partitionne. Les sous-jeux de tests construits ne sont pas distincts les uns des
autres.

Pour obtenir un critére qui partitionne vraiment, on pourrait par exemple
construire un critére de régularité d’ordre k identique a celui de la définition
5.2.3 mais ou I’on remplace Suby s par Suby , telle que

Sub, = {0 : Vo = Tx(V) | Vz € V;, |o(a)| = K}

Ce critere C’ﬁ’&k construit les tests pour une taille k et ne considére pas les
données de taille inférieure. Il est alors possible de définir un critére C, ayant le
méme fonctionnement que Cy sauf pour I’ensemble Suby, ;. Ce critére de sélection
partitionne le jeu de tests de départ, il n’y a plus de probléme de chevauchement
entre les sous-jeux de tests.

5.2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment formaliser une maniére de tester un
programme a partir de sa spécification. Nous avons également pu formaliser la no-
tion de critere de sélection. Les criteres de sélection que nous allons étudier dans
le prochain chapitre rentrent complétement dans ce cadre. Leur particularité est
d’utiliser la structure des axiomes de la spécification pour effectuer le découpage.
La qualité attendue pour ces criteres pourra étre étudiée grace aux différentes pro-
priétés de la section précédente (correction, complétude, partitionnement).



Chapitre 6

Une méthode de sélection par
dépliage des axiomes

Dans ce chapitre, nous allons décrire deux criteres de sélection de tests a partir
de spécifications algébriques. Les fondements de cette méthode de test ont été
donnés dans le chapitre 5. Nous voulons donc décrire des criteres de sélection
qui découpent le domaine des tests de maniere pertinente par une méthode de
sélection de tests par partition.

6.1 Introduction

Le dépliage est un critére de sélection qui utilise la structure des axiomes de la
spécification pour faire ce découpage. Cette méthode peut étre appliquée plusieurs
fois de suite. Ainsi, aprés un premier découpage, il est tout a fait possible de
découper de nouveau les sous-domaines, et ainsi de suite. La figure suivante donne
une idée de quelques étapes dépliage, ou chaque élément de surface schématise
un domaine, ou un sous-domaine de test.

— — U
L]

T—

L
LI

Domaine de départ Premiére étape de dépliage Aprés plusieurs étapes

F1G. 6.1 — Exemple de dépliage
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Dans les sections suivantes, nous allons décrire différentes procédure de dé-
pliage pour différentes formes de spécifications. Nous nous intéresserons aussi
spécialement a prouver que nos procédures de dépliage sont correctes, c’est-a-
dire qu’elles ne construisent pas des tests qui n’existaient pas dans le domaine de
test de départ, et compleétes, c’est-a-dire qu’elles n’en perdent pas en cours de pro-
cédure. En d’autres termes, a chaque étape de dépliage I’union des sous-domaines
reste identique. Sur la figure 6.1, cela est schématisé par le fait qu’a chaque étape
la somme des surfaces correspond au carré de départ. La correction est trés im-
portante parce que sans cette propriété on pourrait créer des tests qui n’en sont
pas et donc détecter des erreurs qui n’en sont pas. La complétude n’est pas néces-
saire mais plutdt souhaitable si I’on ne veut pas perdre en pouvoir de détection des
erreurs au fil des étapes de dépliage.

Les spécifications considérées sont des spécifications conditionnelles positives
(Ia présentation complete est donnée dans la section 1.3.2.1). Dans la premiére
section, nous allons donner I’idée du dépliage sur un exemple simple de spécifica-
tion conditionnelle positive. Dans les deux sections suivantes, nous allons décrire
deux criteres de sélection par dépliage. Le premier critere est une reformulation
de la procédure de sélection de tests par dépliage qui a été implanté dans I’ outil
de sélection LOFT (voir section 4.4 page 113). Nous proposerons également une
nouvelle preuve de correction et complétude pour ce critére, beaucoup plus simple
que celle donnée dans [Mar91b], en utilisant la notion de systéme de réécriture
conditionnelle positive présentée dans la section 2.5 page 62. Le deuxiéme critere
est une extension du précédent pour des spécifications conditionnelles positives
quelconques. La preuve de cormrection et de complétude de cette derni¢re utilise
la notion de normalisation d’arbre de preuve étudiée dans le chapitre 3. Ce tra-
vail a fait I’objet d’une publication & la conférence FATES’05 [AAB*05a] et d’'un
rapport de recherche plus détaillé [AAB*05b].

6.2 Un exemple simple

6.2.1 Une spécification conditionnelle positive

Avant de rentrer dans les détails, considérons un exemple simple de spécifica-
tion dont les axiomes sont conditionnels positifs. SOit X r;ses = (SListess FListess Viistes)
une signature telle que :



6.2. Un exemple simple

Sristes = {entier, liste, bool}

Fristes = {0: entier, succ : entier — entier,
true : bool, false : bool,
[ :— liste,

i _:entier X liste — liste,

_ < _ :entier x entier — bool,

insert : entier X liste — liste}
Viistes = {,y: entier, L : liste}
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La spécifications Listes est composé de la signature Xy €t de ’ensemble
Az pistes d’axiomes conditionnels positifs suivant qui définissent les opérations <

(inférieur ou égal) et insert (insertion dans une liste triée) :

0<z = ftrue
succ(z) <0 = false
suce(z) < succ(y) = z<y

insert(z,[]) =z = ||
z<y=true = insert(z,y:L)=z:uy:L

z<y= false = insert(z,y:: L) =y :: insert(z, L)

6.2.2 Tester une opération de la spécification

Nous voulons vérifier que 1’opération d’insertion insert dans un programme

sous test fait bien ce qui est écrit dans la spécification.

Pour I’opération d’insertion que 1’on veut tester, les tests seront de la forme
insert(e,l) = v, ou e et [ sont les entrées de test (des termes clos) que I’on veut
soumettre au programme, et v le résultat attendu. On parle alors du domaine des

tests pour I’opération insert.
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6.2.3 La sélection par dépliage

Le dépliage utilise les axiomes de la spécification pour réaliser une sélection.
Pour les tests de la forme insert(e,[) = v on distingue, grice aux axiomes, trois
sous-ensembles de tests :
1. les tests de la forme insert(z, [|) = z :: [|, pour I’axiome (6.4),
2. les tests de la forme insert(z,y : L) = z = y = L avec x < y, pour
I’axiome (6.5),

3. les tests de la forme insert(z,y :: L) =y :: insert(z, L) avec z > y, pour
I’axiome (6.6).

Pour caractériser ces sous-ensembles, nous utiliserons des ensembles de couples

composés d’un ensemble d’équations (les contraintes) et d’une équation (I’ob jec-
tif de test). Le domaine de test de I’opération insert s’écrira :

({insert(e,l) = v},insert(e,l) = v)

Les trois sous-ensembles construits par dépliage s’écriront a I’aide des couples
(contraintes, objectif de test) suivants :

1. pour I’axiome (6.4) : ({}, insert(z,[]) =z :: [])
2. pour ’axiome (6.5) : ({z < y = true},insert(z,y : L) =z 1y :: L)
3. pourl’axiome (6.6): ({z <y = false,v =y :: insert(z, L)}, insert(z,y :
L)=v)
La construction des sous-domaines se fait grice a la notion d’unification (voir
section 2.2 page 43). On peut déplier une contrainte insert(z,l) = v si celle-

ci s’unifie avec la partie gauche d’un axiome conditionnel positif de la forme
ty =t A+ ANt, =t, = insert(e,t) = t'. Par unification, nous construisons

une substitution o :

1. Unification de insert(z,l) et insert(z, (])
o ={l/}

2. Unification de insert(z,l) etinsert(z,y :: L)
o={l/y: L},

3. Unification insert(z,l) et insert(z,y :: L)
o={l/y: L}

Seule la contrainte de I’axiome (6.6) peut étre de nouveau dépliée sur insert.
Si nous déplions cette contrainte sur les trois axiomes de insert nous obtenons les
trois couples suivants :

3.1 ({z <y = false},insert(z,y = [|) =y =z 2 [])
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32 ({z <y = false,z < z =true},insert(z,y =z = L) =y x: z: L)
33 ({x <y= false,x < z = false,v =1y :: z = insert(z, L)}, insert(z,y ::
zuL)=v)

Les contraintes pour les axiomes (6.5) et (6.6) peuvent étre dépliées sur 1’opé-
ration <. La contrainte pour I’axiome (6.4) ne peut pas étre dépliée plus. Le do-
maine caractérisé par le couple 1 est celui qui contient tous les tests de la forme
insert(z, []) = x = [] avec z un entier naturel. Comme nous I’avons vu, le sous-
domaine correspondant a 1’ajout d’un entier dans la liste vide (1er sous-domaine)
ne peut étre dépliée. L utilisateur peut donc choisir, selon ses besoins, de couvrir
directement ce sous-domaine (par uniformité) ou au contraire de poursuivre le
découpage par une autre méthode (par exemple une régularité sur I’entier inséré).

Le dépliage découpe donc le domaine de test d’une opération en plusieurs
sous-domaines construits a partir de la structure des axiomes. Une fois que nous
avons réalisé un découpage assez fin du domaine de test, il sera possible de générer
des tests pour chacun des sous-domaines construits. Nous ne détaillerons pas ici
cette opération. Des outils existent, comme ceux décrits dans le chapitre 4 qui
permettent de générer des tests a partir des sous-domaines.

6.3 Dépliage pour des spécifications condition-
nelles positives

Dans cette section, nous allons définir nos critéres de sélection pour des spé-
cifications conditionnelles positives. Avant de présenter ces criteres, nous allons
commencer par donner le jeu de tests de référence sur lequel vont s’appliquer nos
criteres de sélection par dépliage, puis ensuite nous préciserons 1’idée du fonc-
tionnement du dépliage, et enfin nous définirons la notion de contrainte.

6.3.1 Jeu de tests de référence

A partir d’une spécification conditionnelle positive SP, ’ensemble de tests
SP* N Obs contient toutes les équations closes qui peuvent étre déduites de SP
(voir définition 5.1.2 page 123). Comme nous I’avons déja dit, cet ensemble est
trés grand, souvent infini. Il peut contenir des tautologies, des formules redon-
dantes ...

Pour débuter un processus de sélection de tests, nous avons besoin d’un jeu de
tests de référence. Nous allons restreindre notre ensemble de tests aux équations
closes de la forme f(¢y,...,t,) = tppouVl<i<n+1l ¢ €IgetfeF.
Le jeu de tests de référence sera donc défini de la maniere suivante pour nos deux
criteres de sélection,



136 CHAPITRE 6. Une méthode de sélection par dépliage des axiomes

Définition 6.3.1 (Jeu de tests de référence ) Soir SP = (X, Az) une spécifica-
tionou = (S, F, V) est la signature. Nous définissons I’ensemble To(SP) de la
maniére suivante :

To(SP) = {f(u1,...,un) =v | f€Fuy,...,upv€ Ty,
SPt f(ui,...,un)=v}

Exemple 6.3.1 Pour l’opération insert, la formule insert(2,3 :: 4 = []) = 2 =
3 1 4 :: [] fait partie du jeu de tests de référence. Par contre 2 < 3 = true =
insert(2,3 :: [|) = 2 :: 3 :: [| n’en est pas un car ce n’est pas une équation, et
insert(z,[|) = x :: [| non plus car x est une variable.

Nous pouvons remarquer que cet ensemble de formule 75(SP) correspond
exactement a I’ensemble des tests que nous avons donnée dans la définition 5.1.2.
En effet, I’ensemble des formules observables Obs contient toutes les équations
closes qui sont des conséquences de la spécification. La principale différence ré-
side dans le fait que I’ensemble T5(S P) est défini a I’aide du calcul - pour les
spécification conditionnelles positives, alors que I’ensemble SP* est défini sé-
mantiquement a 1’aide de la relation |=. L’égalité To(SP) = SP* N Obs est vraie
parce que le calcul conditionnel positif est correct est complet.

L’ensemble T5(SP) contient tous les tests qui sont des équations closes de
Obs conséquences de la spécification SP. Cela représente encore beaucoup de
tests, et surtout cela ne sélectionne rien du tout. L’idée est donc, pour commencer,
de considérer les sous-jeux de tests de T (.S P) construits a partir d’une opération.
Par exemple tous les tests de la forme f(t1,...,%,) = tp41 pour f une opération
donnée de SP, et les t; des termes clos. Ce sous-jeu de tests est le domaine de test
d’une opération.

Définition 6.3.2 Soit SP = (X, Ax) une spécification. Soit f : 51 X -+ X 5, — 8
une opération de la signature 3. Le domaine de f, noté To(S P)| 4, est I’ensemble
défini de la manieére suivante :

To(SP)s = {f(u,...,un) =v| fur,...,us) =v € To(SP)}

L’ensemble des tests défini par To(SP)|s est encore trop général pour per-
mettre de sélectionner des tests pertinent. En effet, le critere d’uniformité appliqué
a un tel jeu de tests ne permettrait pas de réaliser une couverture des cas possibles.
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6.3.2 Le modus ponens

L’idée du dépliage est d’utiliser la structure des axiomes de la spécification
conditionnelle positive pour construire des sous-jeux de tests. Les axiomes sont
delaformet; =t A---At, =t = to41 =t ;. lls sont construits a partir d’un
certain nombre de prémisses. Pour sélectionner des tests (qui sont des équations
closes) par dépliage, il nous faudra donc éliminer ces prémisses. Pour cela nous
allons utiliser la régle de modus-ponens du calcul conditionnel positif présenté
dans la section 1.3.2.1 page 33) :

ANu=v=aqa A=su=v
1= a M.P

avec A une conjonction d’équations /\ai.
1<i<m
Pour un axiome de la forme a; A -+ A a, = f(t1,...,t,) = t laregle de
modus-ponens permet “d’éliminer” les prémisses quand il existe une preuve de
celles-ci. Une fois toutes les prémisses éliminées il ne reste qu’une équation a la
racine. Cette équation n’est vérifiée que si toutes les prémisses sont vérifiées.

ozl/\azl\-~/\am=>f(tl,...,tn):tAmom

a1 g Nag A\ Aoy = f(a(tl)a cot 7U(tn)) - U(t) Subst
(07 g N\ N Qo1 Ny ':> f(U(tl)’ ) U(tn)) = O'(t) MA}-{P
-1 Q-1 N\ Oy =>f(0'(t.1)7-~70(tn)) :U(t) M.P
U am = flo(t),...,0(tn)) = olt) MP '

flo(tr),...,o(ts)) = o(t)

Les équations qui ont un arbre de preuve de cette forme correspondent a une
classe particuliere de tests f(o(t1),...,0(ts)) = v associée a cet axiome. Nous
pouvons ainsi construire I’ensemble de tests pour un axiome :

{fle(tr)...,o(tn)) =0c(t) | o : V — Tx,Ve € {}ic1.m, SPF o(e)}

Les prémisses sont des sortes de contraintes qui doivent &tre vérifiées pour
la substitution construite sur 1’un des axiomes de la spécification. L’équation de
la conclusion de I’axiome, f(ti,...,t,) = t, nous donne la forme des tests a
construire (objectif de test) et les prémisses les contraintes & vérifier.

6.3.3 Les contraintes

Plus généralement, nous définissons ces contraintes ainsi :
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Définition 6.3.3 (X-Contrainte) Un ensemble de de %-équations est appelé en-
semble de ¥-contraintes.

A partir d’un ensemble de X-contraintes et d’un objectif de test représenté par
une équation ayant pour opérateur de téte une opération f, nous construisons un
jeu de tests de la maniére suivante :

Définition 6.3.4 (Ensemble des tests pour les opérations) Soit SP = (X, Az)
une spécification conditionnelle positive ou & = (S, F') est la signature. Soit C
un ensemble de Y-contraintes. Soit f : s X --- X 8§, — 8 une opération de la
signature %, et f(t1,...,t,) = t une équation avec ty,...,t,,t des termes de
T (V).

L’ ensemble de tests pour 1’opération f et pour la contrainte C,
noté T(C, f(t1,...,tn) =1t), est ’ensemble d’équations closes défini de la ma-
niére suivante :

TC, f(tr,...,tn) =t) ={f(o(t1)...,0(tn) =0(t) | o:V =Tk,
VeeC SPEo(e)}

Remarquons que ’ensemble T'({ f(t1, . ..,t,) = t}, f(t1,...,tn) =t), OUles
t; et t sont des variables, correspond au jeu de test de référence To(SP)|;.

Exemple 6.3.2 Prenons l’exemple de 'axiome © < y = true = insert(z,y =
L) =z :: y :: L vu précédemment. L’ensemble des tests pour cet axiome peut étre
caractérisé par 'ensemble T({x < y = true},insert(z,y :: L) =z =y = L).

Les ensembles de tests pour les opérations s’étendent naturellement aux en-
sembles de couples (contraintes, objectif de test) de la maniere suivante :
Soit I un ensemble de couples (X-contraintes, $-équation) :

T(F) = U T(C’ f(tl’ coe 7tn) = t)
(Cf(t1ytn)=t)€T
Les procédures de dépliage que nous allons définir dans les deux prochaines
sections prennent en argument un jeu de test de référence Ty5(SP)|s pour une
opération f de la spécification. Avec notre notation, ce jeu de tests s’écrit :

TH{f (- ta) = v}, Flt, o0 t0) = 0)})

6.3.4 Dépliage

Dans cette section nous allons détailler notre procédure de dépliage qui est une
reformulation de celle de ’outil LOFT [Mar91b, Mar91a] (description détaillée
de I’ outil page 113).
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6.3.4.1 Restrictions sur les spécifications

Dans notre procédure de dépliage, les axiomes des spécifications sont écrits
d’une maniere bien précise de la méme maniere que dans I’outil LOFT (voir
section 4.4.1 page 113). Les signatures ¥ = (.5, F, V') sont des signatures avec
constructeurs c’est-a-dire que 1’on désigne dans I’ensemble F' des noms d’opé-
rations un sous-ensemble C' de constructeurs. Les équations de la conclusion des
axiomes sont de la forme g(uy,...,u,) = v telles que g € F \ C, u; € To(V)!
avec 2 = (S,C,V), et toutes les opérations qui ne sont pas des constructeurs
dans v sont toutes plus petites que g selon un ordre bien-fondé > construit sur
F. La conclusion g(ug,...,u,) = v peut donc étre orientée de gauche a droite
Gi.e. g(u1,...,u,) — v) comme un regle de réécriture.

Nous allons donc présenter les spécifications sous la forme d’un systeme de
réécriture conditionnelle R (voir section 2.5 page 62), tel que tous les axiomes
sont des reégles de réécriture de la forme

/\ai = g(v1,...,0n) =V

1<i<m

avec v,vy,...,v, € Ixs(V)etge F\ C.

Exemple 6.3.3 Avec de telles restrictions sur les spécifications, il est facile de
transformer une spécification conditionnelle positive en un systéme de réécriture
équivalent en orientant chaque conclusion d’axiomes de gauche a droite. Pour
U’exemple de la spécification de U'insertion, nous obtenons ainsi le systéme de
réécriture conditionnelle suivant :

insert(z,[]) — z x| (6.7)
x<y=true = insert(z,y:L)—zuy:L (6.8
r <y= false = insert(z,y:: L) — y : insert(z, L) (6.9)

Cette maniere de représenter les spécifications nous permettra d’assurer la cor-
rection et la complétude de la procédure de dépliage par rapport au jeu de test de
référence Tp(SP), dans le cas ou le systtme de réécriture conditionnelle R est
confluent et réducteur (voir définitions 2.3.6 page 49 et 2.5.3 page 64).

Exemple 6.3.4 Grdce a l’ordre récursif sur les chemins >"P° résultant de ’ordre

de priorité : insert = _ < _ = _ i _ = [| = false ~ true, le systéme de
réécriture de la spécification de ’insertion est réducteur.
En effet,

'L’ensemble T (V') contient tous les termes construits uniquement sur les constructeurs,
C’est-a-dire 4 Paide de symboles contenus dans C.
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— insert(z,[]) =" x :: [| carinsert = _:: _

~ insert(xz,y :: L) »™° z :: y :: L pour la méme raison, et insert(z,y :
L) =™° g < y ="P° true

— insert(z,y = L) =" y :: insert(z, L) car insert = _ :: _, et {z,y
L} >0 {x, L}, etinsert(z,y :: L) ="° z < y =" false

La confluence est évidente dans le cas de ce systéme de réécriture. A chaque
étape, il n’y aura qu’au plus un seul axiome applicable quelque soit la formule a
réécrire.

6.3.4.2 La procédure de dépliage

Notre procédure de dépliage prend donc en entrée :

— une spécification conditionnelle positive SP = (3, Az) présentée sous la

forme d’un systéme de réécriture conditionnelle réducteur et confluent, et

— un ensemble I' de couples composés d’un ensemble de 3 -contraintes, et

d’une X -équation qui est I’objectif de test.

Pour garantir la correction et la complétude du critere de dépliage, le pre-
mier ensemble de ¥-contraintes que 1’on considere est I'g = {({ f(z1,...,2,) =
yh f(z1,...,zn) = y)}obz,y € V(1 <i<n)etf € F 'opération que
I’on veut tester. Dans la suite, nos dépliages sont construits a partir de I’ensemble
des tests T, qui correspond au jeu de tests de référence Tp(SP)| s (voir définition
6.3.1).

La procédure de dépliage est construite comme un systeme formel ou les for-
mules sont des ensembles de couples (2-contraintes, objectif de test), et a ’aide
des deux régles d’inférences suivantes :

TUu{Cu{r=r}, fts,....tn) =1t)}
ru (U(C)7U(f(tla -'-;tn) - t))

avec o I'unificateur le plus général (mgu?) des deux termes 7,7’ € To(V)
(construits sur les constructeurs uniquernent).

Cette regle a pour rle de nettoyer nos couples construits par dépliage en
simplifiant les contraintes qui peuvent €tre unifiées et qui ne pourront plus
étre dépliée puisqu’elles ne contiennent aucune opération définie.

Réduction

FU{(CU{r=s}, flts,....tn) =1)}
Tu |J {(e@Uco(fts,...ta) =1)}

(c,0)ETr(u,,r=8)

Dépliage

2Voir section 2.2 pour la définition de mgu
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avec w une position dans u € {r, s} et Tr(u),,r = s), pour r et s que ’'on
ne peut pas unifier sur les constructeurs, 1’ensemble de couples défini par :

o mgu de uy, et g(v1, ..., ),
({U(T[U]w) - 0'(8), U(al)y ey U(am)}’ U) /\ai=>g(v1,...,vn)—>v€Az
1<i<m

Cette reégle réalise le découpage par dépliage des axiomes en transformant
un domaine de test caractérisé par un couple (contraintes, objectif de tests)
en un ensemble de sous-domaines caractérisés également par des couples.
Comme la définition de T'r(u,,r = s) est basée sur la relation de sous-
terme et sur I’unification, I’ensemble est calculable si le nombre d’axiomes
de la spécification S P est fini.

Le fonctionnement de la procédure de dépliage est le suivant : on prend un
ensemble de couple (Z-contraintes, objectif de test), et € : r = s une équa-
tion qui est la contrainte & déplier. Le critére de sélection C;, qui corres-
pond 2 une étape de la procédure de dépliage, transforme 1’ensemble :

TU{(CU{r=s},f(t1, .., tn) =1)}

en un ensemble de couples

T'u {((C \ {’r‘ = 8}) Ug, O'(f(tl, . ,tn) = t))}(cyg)eTr(ulwrzs)

On notera I" Fp I pour indiquer que I’ensemble de de couple (X-contraintes,
objectif de test) I" peut étre transformé en I en appliquant I'une des regles de
dépliage.

Exemple 6.3.1 Reprenons [’exemple de ’insertion dans une liste triée. Grice a
cette procédure nous allons pouvoir construire un arbre de dépliage de la maniére
suivante :

{({insert(zx,l) = v},insert(z, lzz v)} Dépliage

{ ({v = a :: [|},insert(z,[]) = v),
({z <y =true,v =z :: y : L},insert(z,y :: L) = v),
({z <y = false,v =y :: insert(z, L)}, insert(z,y :: L) = v) }
{  {}rinsert(z,[) =z =),
({z <y =true},insert(z,y = L)y =z 1y : L),
({z <y = false,v =y :: insert(z, L)}, insert(z,y = L) =v) }

Réduction (x2)
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La procédure transforme le couple caractérisant I’ensemble de tests de réfé-
rence de I’opération insert, en un ensemble de couples correspondant aux sous-
domaines construits par dépliage des axiomes de la spécification. L’étape de ré-
duction permet de simplifier les deux premiéres contraintes a [’aide de |’ unifica-
teur le plus général pour les contraintes de la forme v = t ot t un terme construit
uniquement sur les constructeurs.

Pour garantir le fonctionnement correct de notre critere de sélection, nous de-
vons éviter, a chaque étape de dépliage, que les variables rentrent en conflit. Nous
devons vérifier la condition suivante : pour tout I' résultant de la procédure de
dépliage, pour tout (C, ¥) € T, pour tout € € C, et pour tout ¢ € Az (les axiomes
sur lesquels nous voulons déplier le couple (C, ¥)), on a

(Var(T)U Var(e)) N Var(p) =0

Ceci peut étre obtenu facilement en renommant les variables des axiomes par
des variables fraiches a chaque itération de la procédure.

Ainsi, une procédure de dépliage est un programme qui accepte en entrée une
spécification conditionnelle positive SP = (¥, Az) (qui vérifie les restrictions
données dans la section 6.3.4.1 page 139) et qui utilise les regles de dépliage
données ci-dessus pour générer une séquence (finie ou infinie) de dépliages

LobpDibpobpabp ...

ouly = {({f(z1,...,zn) =y}, f(z1,...,2) =y }avecz,y e V(A < <
n), et f une opération de la spécification.

6.3.4.3 Correction et complétude du critére de sélection

Dans le chapitre précédent, page 129, nous avons vu qu’il est souhaitable de
garantir certaines propriétés sur les criteres de sélection. La correction est la pro-
priété la plus importante puisque sans elle la jeu de tests construit par découpage
risque de comporter des tests qui n’en sont pas. La complétude est également une
propriété importante, puisque celle-ci nous garantie que le jeu de test obtenu apres
application d’une étape du critére de sélection est le méme que celui de départ
(1C(T)| =1).

Nous allons maintenant montrer la correction et la complétude de cette pro-
cédure de dépliage. Cette preuve est plus simple que la preuve originale donnée
dans [Mar91b] qui est tres longue et contient beaucoup d’étapes intermédiaires.

Théoréme 6.3.1 Soient SP une spécification conditionnelle positive présentée
sous la forme d’un systéme de réécriture confluent et réducteur R, f une opération
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définie de la spécification SP, et T'g tp I'y Fp Iy Fp - -+ bp Ty, Uapplication
de n étapes de dépliage, avec Tg = {({f(t1, ..., tn) =t}, f(t1,...,tn) =)}
Toutes les étapes de dépliage sont correctes et complétes,

VO S ) S n,T(PZ) = T(Fi+1).

Preuve

La correction et la complétude pour la regle Réduction est évidente. Cette
reégle ne fait que simplifier I’écriture des contraintes en unifiant celles qui sont de
la forme r = r’ avec r et 7’ des termes construits uniquement sur les constructeurs.

Pour la régle Dépliage, la preuve est la suivante :
— (Correction) Ty 5 C Tt 5
Par définition de la regle d’inférence, cela revient 2 montrer

Vee Tr(u,,t=71), Tef # 0= Te 5 C Tii=r) s

pour tout C € T et pour toutt = r € C. Soit ¢ € Tr(u,t = r) tel
que T, s # (. On suppose, en s’inspirant de la transformation de régle de
dépliage, que

d ={o(tv)y) =0o(r),o(a),...,0(am)}

avect|, = g(u1,...,Un), €t /\ai = g(v1,...,v,) — v € Az, et puis une
1<i<m

substitution o telle que SP + o(t[v],) = o(r),V1 <i < m,et SP I o(e;)

et telle que o est aussi 'unificateur de g(vy, ..., v,) et g(ug, . .., Uy),.

Comme S P est présentée sont la forme d’un systeme de réécriture réducteur

et confluent, nous obtenons directement o (t{g(vy, ..., vn)w) — o(t[v],).

De plus, par la propriété de confluence, nous avons o(t[v],) < o(r), et

donc o (t[g(vy, . .., Vn)|w) < o(T).

Grice 2 I'unification dans o, nous avons aussi o(u;) < o(v;) et donc

o(g(uy, ..., un)) & a(glv,...,v)) doto(t) < a(tlg(vr,- -\ Unlw])

Nous pouvons donc en conclure que o(t) <> o(r) et donc SP ¢t = r en
utilisant simplement les contraintes de notre ¢’ quelconque.

- (Complétude) Tp,f g Tp/,f
Pour montrer la complétude, on suppose que I' a été transformé en IV a
partir d’une contrainte ¢t = r € I' et une position w € t. Comme le systeme
de réécriture conditionnelle qui représente S P est confluent, nous avons :
SP | o(t) = o(r) <= o(t) < o(r). On a nécessairement, pour t, =
gluy, ..., u,), un axiome /\ti =t; = g(v1,...,v,) — v dans SP et une
1<i<m
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substitution close p : V' — T; tels que o(t),) = p(g(v1, ..., vn)), et donc,

par la confluence SP, o(t) —r o(t[p(g(vy,. .., v))|w) &= o(r) et pour

tout 1 < i < m, p(t;) < p(t)). Comme Var(t = r) N Var( /\ai =

1<i<m

g(vy,...,u,) = v) = 0, il y a une unique substitution close ¢’ telle que

o'(t) = o(t), a'(r) = a(r), o' (g(v, ..., vn)) = p(g(v1,...,v)), 0'(v) =

p(v) et pour tout 4, o’(t; = t;) = p(t; = t;). Par conséquent, ¢o'(t) =

o'(t[g(v1,. .., vn)|w), et donc ¢’ est un unificateur de ¢, et g(vi,...,vn).
Donc pour tout 1 < i < m, nous avons o’ (u;) <x o' (v;).

*

Grice au théoreme 6.3.1, nous avons prouvé la correction et la complétude

de cette premiere procédure de sélection de tests. Ainsi, un découpage peut étre

réalisé par I'utilisateur ou il peut guider le processus de dépliage comme il le

souhaite, tout en sachant qu’il conservera intact le pouvoir de détection d’erreurs

de son jeu de tests de référence.

6.3.5 Dépliage étendu
6.3.5.1 Cadre de la procédure

L’un des inconvénients majeur de la procédure de dépliage que nous venons
d’étudier est que les spécifications conditionnelles positives doivent respecter des
restrictions fortes (voir section 6.3.4.1 page 139). Ces restrictions permettent de
garantir la correction et la complétude de la procédure. Cependant, de telles res-
trictions réduisent considérablement le pouvoir d’expression des formules condi-
tionnelles positives.

Exemple 6.3.2 Considérons les axiomes suivants pour définir les opérations first,
reverse et last sur les listes :

first{z 2l) = (6.10)
reverse(f]) = || (6.11)
reverse(reverse(l)) = 1 (6.12)
last(l) = first(reverse(l)) (6.13)

Nous appellerons S P, la spécification composée des 4 axiomes précédents et
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de la signature T, = (S,, F,,V,) telle que :

S, = {entier,liste}

F, = {0: entier, succ : entier — entier,
[| :— liste, _ :: _: entier X liste — liste,
first : liste — entier, last : liste — entier,
reverse : liste — liste}

Vo = {z:entier,|: liste}

Les quatre axiomes de S P, sont des équations, ils rentrent donc bien dans le
cadre des axiomes conditionnels positifs. Cependant, ils ne respectent les restric-
tions du premier critére de sélection par dépliage (voir section 6.3.4.1). L’axiome
pour first n’est pas défini dans le cas de la liste vide. Le deuxiéme axiome
pour reverse n’est pas constructif : il décrit une propriété abstraite sur les listes
mais ne permet pas de construire les listes qui correspondent. L'unique axiome
pour last est également abstrait puisqu’il ne définit I’opération last qu’a par-
tir d’autres opérations qui elles-mémes ne vérifient pas les restrictions que nous
avons donné.

Nous allons maintenant décrire une nouvelle procédure de dépliage étendu
qui prend en compte des spécifications quelconques (comme celle donnée en
exemple). La seule contrainte requise, pour des résultats semblables de correc-
tion et de complétude, est que les spécifications sont conditionnelles positives.
Les axiomes ne sont plus orientés comme des regles de réécriture conditionnelles.
Cependant, cette liberté a I’étape de spécification rend plus complexe la procédure
de dépliage étendu.

6.3.5.2 La procédure de dépliage étendu

Comme dans la section précédente, la procédure de dépliage prend en entrée :
— une spécification conditionnelle positive SP = (X, Az) (sans aucune autre
contrainte), et
— un ensemble I" de couples (Z-contraintes, objectif de test).
Le premier ensemble considéré, correspondant au jeu de test de référence,
sera également 'y = {({f(z1,...,2,) = y}, f(z1,...,2p) = y)} oz, y € V
1<<n).

Exemple 6.3.3 Pour ’opération first dont les axiomes sont donnés dans [’exemple
6.3.2, nous pouvons poser ’ensemble de couples (contraintes-objectif de test) sui-
vant :

Tiirst = {({ first(L) = e}, first(L) = e)}
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avec e et L des variables de type entier et liste respectivement. Ce couple
caractérise tous les tests de la forme first(l) = x avec z et | des termes clos tels
que first(zx) =l est une conséquence de la spécification SP,.

Le fonctionnement de ce dépliage est similaire a celui présenté dans la sec-
tion précédente. Le dépliage tel que nous I’avons étudié précédemment est un
sous cas de ce dépliage étendu. La principale différence de fonctionnement ré-
side dans le fait que 1’on ne déplie pas seulement sur des axiomes de la forme

/\ai:g(vl,...,vn)=v, c’est-a-dire ou 1’opération dépliable se trouve en téte de la

1<i<m
partie gauche de la conclusion d’un axiome. Le dépliage étendu s’effectue pour

tous les axiomes dont la partie droite ou gauche peut s’unifier avec un sous-terme
des contraintes.

La procédure de dépliage étendu est définie par les deux régles d’inférence
suivantes :

TU{Cu{r=r} ftr,..ta) =)}
TU{(a(C),a(f(t, ., tn) = 1))}

t
avec o le mgu des deux termes r, " € T(V') (construits sur les constructeurs
uniquement).

Réduction

TU{(CU{e}, fltr, s tn) = £}
ro U {©@ueo(ft,...t) = 1)}

(e,0)€Tr ()

Dépliage

ou T'r(e) pour ¢ = (r = s) (ou symétriquement s = r) avec 7 et s qui ne peuvent
pas étre toutes les deux des variables, est I’ensemble de X-contraintes défini ainsi :

( omguder et g(vi,..., ),
( /\aiﬁg(vl,...,vn) =v € Az
3 (olrlol) = o(s), o), .. olan)),0) | ==
/\ai =v=g(v,...,v,) € Az)
\ 1<i<m
U
( o mgude s, et g(vi, ..., ),
( /\ozi=>g(vl,...,vn) =v € Ax
{ ({o(r) = o(spln), o(ar),...,o0(am)},0) | 1557 ou

/\ai = v =g(vy,...,v,) € Az)

1<i<m
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Comme la définition de T'r(¢t = r) est basée sur la relation de sous-terme et
sur I’unification, I’ensemble est calculable si la spécification SP a un nombre fini
d’axiomes.

Le fonctionnement de la procédure est le suivant : soit une équation €, le critére
de sélection C; transforme ’ensemble I' U {(C U {e}, f(t1, ..., t,) = t)} caracté-
risant un jeu de tests, en un ensemble de couples :

rv {((C \ {E}) Ue, O-(f(tly ooy tn) = t)}(C,O’)ETT(E)

On notera I" Fp, IV pour indiquer que I' peut étre transformé en I'” en appli-
quant I’une des regles de dépliage étendu.

Exemple 6.3.4 Nous allons déplier sur I’exemple de 1’opération first pour le-
quel nous avons donné I'ensemble T s;y.p = {({ first(L) = e}, first(L) = e)}.
Il n’y a qu’une seule contrainte first(L) = e qui contient seulement I’opération
first. Nous allons donc déplier par rapports aux axiomes qui la définissent c’est-
a-dire les axiomes first(z :: 1) = z (6.10) et last(l) = first(reverse(l)) (6.13).
En effet, pour ce dépliage, la partie droite de ’axiome (6.13) est également prise
en compte, contrairement au dépliage “classique”.

Aprés une étape de dépliage nous obtenons les deux couples suivants :

1. Pour I'axiome (6.10), on construit 'unificateur de L et x :: | et on obtient
ainsi le couple ({z = e}, first(z :: ) = e) qui une fois simplifié a I’aide
de la régle de Réduction caractérise tous les tests de la forme first(x :
[) = x avec z et | des termes clos. L’ensemble de contraintes ne contient
plus d’opérations définies de la spécification, il n’est donc plus possible de
déplier.

2. Pour ’axiome (6.13), on construit [’unificateur de L et reverse(l) et on ob-
tient ainsi le couple ({last(l) = e}, first(reverse(l)) = e) qui caractérise
tous les tests de la forme first(reverse(l)) = e avec SP k= last(l) = e
et | un terme clos tels que first(reverse(l)) = e est conséquence de la
spécification. L’ensemble de contraintes contient I’opération last qu’il est
possible de déplier a nouveau grace a I’axiome 6.13.

Le deuxiéme couple est dépliable a nouveau de la maniére suivante :

2.1. Le dépliage sur I’axiome (6.13) donne le couple ({ first(reverse(l)) =
e}, first(reverse(l)) = e) qui caractérise tous les tests de la forme
first(reverse(l)) = e tels que SP &= e = first(reverse(l)) avec | un
terme clos tel que 1’équation est une conséquence de la spécification. Il y a
a maintenant deux opérations définies dans 1’ensemble des contraintes, et
I’on doit effectuer le dépliage sur tous les axiomes possibles :
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2.1.1. Pourl’axiome (6.10), il n’est pas possible d’unifier z :: | et reverse(l),
le dépliage n’est donc pas possible.

2.1.2 Pour (6.11), on obtient le couple ({ first([]) = e}, first(reverse([])) =
e) qui caractérise le test first(reverse(]])) = first([]). Il n’est donc
évidemment plus possible de déplier ici.

2.1.3 Pour(6.12), le couple ({ first(l) = e}, first(reverse(reverse(l))) =
e) caractérise tous les tests de la forme first(reverse(reverse(l))) =e
avec SP = e = first(l). 1l serait possible de déplier a nouveau la
contrainte sur [’opération first.

2.1.4 Pour (6.13), on revient sur le deuxiéme couple de la premiére étape
de dépliage ({last(l) = e}, first(reverse(l)) = e) qui caractérise donc
les mémes tests.

Nous pouvons observer que la procédure de dépliage décrite ci-dessus est for-
tement combinatoire. C’est le résultat d’un dépliage complet sur tous les sous
termes des contraintes. Ceci assure la complétude de la procédure par rapport au
jeu de tests de référence Tp(.S P) (voir section suivante).

L’intérét de cette procédure de dépliage est qu’elle peut étre appliquée a n’im-
porte quelle spécification conditionnelle positive qui a un nombre fini d’axiomes.
Aucune autre condition n’est imposée pour assurer la correction et la complétude.
Par conséquent, cette procédure nous permet de faire du test fonctionnel a un ni-
veau plus abstrait que dans le cadre des spécifications “exécutables”.

6.3.5.3 Correction et complétude du critére de sélection

Comme précédemment, pour le résultat de complétude de notre premiére pro-
cédure de dépliage, nous allons montrer que le critere de sélection du dépliage
étendu est complet. Il est également nécessaire de renommer les variables par des
variables fraiches a chaque étape de dépliage.

Théoreme 6.3.2 SiT Fp, I" alors T(T') = T(I").

Preuve
Le cas de la regle Réduction est évident.
Pour la regle Dépliage, la preuve est la suivante :
~ (Correction) T(I') C T(I).
Par définition de la regle d’inférence cela revient & montrer

Y(c,0) € Tr(t = 1), Te f(o(u)sotun))=o @) # @
= Tt f(o(ur)ymoun))=v S L{t=r}, f(u,...tn)=v

pour tout (C, f(u1,...,u,) =v) € 'etpourtoutt =r € C.
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Dong, soit (¢,0) € Tr(t = r) tel que T,y # 0. Sans perte de généralité,
nous supposons que

c={o(tlv],) = a(r), (1), ...,0(am)}

avec t, = g(v1,...,vn), €t /\ai = g(v1,...,0s) = v € Az et puis
1<i<m

p: V — Tx une substitution close, tels que SP + p(o(t[v].)) = p(o(r)) et

V1 < i <m, SPt p(o(a;)). Lunification nous assure que SP F o(u;) =

o(v1),...,SPF a(u,) = o(vy,).

Nous pouvons construire I’arbre de preuve :

A Trans 5
pa(t)) = p(o(tvlw)) plo(t[v]w)) = plo(r))
p(o(t)) = p(o(r))

avec A le sous-arbre de preuve suivant :

] T :
G ) I ) G ) ETI GG I ey M) T G e P B G C3W)) :
2 (DA Ao (6 (am )= (o (Hlg {0y areosvmw)) =plo (o) o(elaz))
G Y Y G ) Y GO T ey M) ETI GG O PD)

plo(uy))=p(a(v1))...0(a(un))=p(a(vn))

_p(a(am))=p(etg(vr,. vn)lw)=plo (t[viw))

plolam))

P =P (tlg(v1,0m)]w) pla(tlg(v,....vn)lw))=p(a(t[v]. )

p(o(t)) = p(o(tv].))

Cela signifie donc que I’on prouve SP + p(o(t)) = p(o(r)) en se servant
uniquement de la contrainte c.

— (Complétude) Tty C Tt g.
Par définition de la régle d’inférence, cela revient a montrer

T{t:r},f - U Tc,f

ceTr(t=r)

Ceci est équivalent & montrer que pour toute substitutionclose o : V — Ty,
telle que SP F o(t) = o(r), il existe ¢ € Tr(t = r) telle que pour toute
e€c, SPFoa(e).

On remarque que cette procédure de dépliage définit une stratégie qui limite
I’espace de recherche pour les arbres de preuve a une classe donnée d’arbres
qui ont un forme spécifique. Par conséquent, la procédure de dépliage défi-
nit un stratégie qui sélectionne des arbres de preuves (voir les regles de la
section 1.3.2.1 page 33) ou
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— aucune instance de la transitivité n’apparait au-dessus des instances des
regles de symétrie, substitution, remplacement, et modus-ponens seule-
ment quand la transitivité apparait sur la prémisse gauche du modus-
ponens,

— aucune instance de modus-ponens n’apparait au-dessus des instances de
symétrie, substitution, et remplacement,

— aucune instance de symétrie et remplacement n’apparait au-dessus de la
substitution.

L’inclusion ci-dessus, est prouvée en montrant qu’il y a un arbre de preuve,

del’énoncé SP I o(t) = o(r) satisfaisant la structure spécifique décrite ci-

dessus. Pour cela, nous allons utiliser le résultat du chapitre 3 qui consiste

a définir des transformations élémentaires d’arbre de preuve, et 2 montrer

ainsi que la transformation globale termine.

Voici les regles nécessaires pour cette transformation :

— La substitution remonte sur la transitivité

F'=>t=u I‘:>u=vTT
[ot=v g
o) = a(t) = o(v)

IFI'=>t=u FT'=u=v
o(T) = 0(t) = o) 2™t S0 = o(u) = o(0) 205t
o) = o(t) = o(v)

Trans

— La substitution remonte sur le modus-ponens

Tha=8 TI'sa

MP
I'=p
——J(F) = o (8) Subst
F'hNa= 3 I'=>a
o) Ao(a) = 0@ "W G = o(a) f;;st
o(l') = o(B)

— Laregle de substitution remonte sur la régle de symétrie

F=>t1:t2 I-‘:>t1=t2
Tot,=f V™ o(T) = o(ty) = olty) 200

o(T) = o(ta) = o(ty) Lbst o(T) = o(ta) = a(ty)

Sym

-~ Laregle de substitution remonte sur la regle de remplacement
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Fétizt;
Pﬁ’f(tl,...,ti,...,tn)=f(t1,...,t2,...,tn)
o) = flo(tr),...,ot;),...,0(tn)) = flo(tr),...,0(t),...,0(tn))

I'=t; —_—t;
o) = a(t:) = o(t;)

Rempl

Subst

Subst

Rempl
~ o) = flo(tr),...,o(ts),...,0(t,)) = f(o(tr),...,0(t}),...,0(tn))
— La regle de remplacement remonte sur la régle de transitivité
=t =t 1‘=>t§:t;’T
L=t =t gmsl
em;
T= f(ti ) =f(.tr..) P
P=t; =t =t =t
2 Rempl S — Rempl
T= fl . ) =f(..f..) P I‘=>f(...t§...)=f(...t§’...)Temp
rans
P=f(..ty.)=f(..t...)
- Laregle de remplacement remonte sur la régle de modus ponens
Fhna=t =t A=>aMP
F/\Aitizté R I
em,
TAAS Fly oo atn) = et TP
F/\O[ﬁti———tg Rempl
TAa= f(tr, . tiy . oytn) = f(t1,- .yt oy tn A=a
7t ) =1t ) P

TAA= f(tr,... tiy...,tn) =f(t1,...,t§,...,tn)
— Laregle de symétrie remonte sur la regle de transitivité

I'=t, =13 I'=st;3=1

S P Trans
F=>t1=t2 y ~

I'=>t3=1; I'=st;3 =13
F=>t1=t35ym Pitg-:tgsym
Trans

I‘#tl:tg
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— Laregle de symétrie remonte sur la regle de modus ponens

F'Na=t =1, '= o

F:>t1=t25,ym MP

I'=t=1% ~
F'na=t =1t
F/\Olitgztlsym I'=a

IF'=ty=1t MP

- Laregle de modus-ponens remonte sur la regle de transitivité (lorsque
celle-ci se trouve sur la partie gauche du modus-ponens)

F'Na=t =1ty Tha=ty =13

TAa=t; =1, Trans  p_, 4 VP
I'=t =t ~y
I'Na=t; =1, I'=a IF'ANa=ty=1t3 I'= o
I'=t =t MP F$t2=t3T MP
Tt =t rans

Nous remarquons que les transformations élémentaires d’arbres de preuve
effectuent une sorte de “distribution” des instances de substitutions au-dessus
des autres régles, de symétrie et remplacement au-dessus de transitivité et
modus-ponens, et modus-ponens au-dessus de transitivité.

Nous obtenons un arbre de la forme suivante :

Les parties hachurées représentent les arbres qui se trouvent au-dessus de
la partie droite des régles de modus-ponens (ce sont en fait les preuves des
prémisses éliminées par le modus-ponens).
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Nous pouvons définir un ordre récursif sur les chemins (recursive path or-
dering) >"P° pour ordonner les instances de régles du calcul conditionnel
positif & I’aide de la relation de priorité suivante

Subst > Sym ~ Rempl > MP > Trans

* .
on montre que ~»C>"P° et donc que ~ termine 2.

Par conséquent, pour n’importe quel énoncé SP + o(t) = o(r), sit =r
n’est pas une tautologie (i.e. de la forme u = u), il y a nécessairement un

axiome /\ai = g(vi,...,Vs) = v, une position w dans o(t) ou o(r) et
1<i<m
une substitution close p tels que soit o (¢), = p(g(v1,...,vs)) ouo(r), =
p(g(vy,...,v,)). Comme Var(t = r) N Var( /\ai = g(vy,...,v,) =
1<i<m
v) = 0, il y a une unique substitution close ¢’ telle que o’(t) = o(t),
a(r) = o(r), o(g(v,...,v) = p(g(vi,...,vn)), o'(v) = p(v) et pour
tout 4, o’(c;) = p(oy). Par conséquent, o'(t) = o'(t[g(v1,...,Un)]w) OU
o'(r) = o'(t[g(v1, - . ., vn)|w), et donc ¢’ est un unificateur de ¢, ou |, et
g(v1,...,v,). Donc, par notre transformation globale d’arbre de preuve, il

existe nécessairement un arbre de preuve associé a I’énoncé SP + o(t) =
o(r) de la forme suivante :

oy A Aan=g(v],--,0n)=v
o(a))A. . N (am)=0" (g(vy,....0n))=0" (v) 7(#1) :
/(oz2)/\ Aal(am)ﬁa’(g(vL,vn))—a (v) a’(az)

o (am) = (G(o1ommin)) =0 () o ()
o’ (g(vy,....,vn))=0" (v)

T=o"0) )=o)

o(t) = o(r)

Donc, nous avons ¢ = {d’(t[v],) = o’'(r), 0 (c1), ..., 0 (o)}

3.5 est la fermeture transitive et réflexive de ~.
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6.4 Conclusion

Le dépliage permet de réaliser une couverture de tous les sous-cas possibles a
partir des axiomes. Cependant, les couples qu’il construit caractérisent des sous-
domaines de tests, mais pas des tests concrets. En pratique, afin de pouvoir tester
un programme, il faut ensuite générer des tests par uniformité ou régularité (voir
section 5.2.1). A I’'image des outils de sélection LOFT et HOL-TestGen (voir
chapitre 4), il est tout a fait possible de générer automatiquement et aléatoirement
des tests a partir des contraintes construites par dépliage. Ainsi, on peut obtenir des
jeux de tests concrets de taille raisonnable mais qui couvrent de maniére judicieuse
I’ensemble de tous les tests possibles.



Conclusion et Perspectives

Nous avons présenté dans cette these des résultats faisant partie de deux do-
maines importants en vérification formelle : la preuve et le test. Les résultats que
nous avons donnés sur la normalisation d’arbres de preuve, nous ont permis de
prouver la complétude de notre critere de sélection de tests par dépliage.

Apres une premiére partie composée de rappels théoriques, la deuxie¢me partie
est une présentation de deux résultats de normalisation d’arbres de preuve. Ces
résultats généraux ont pour cadre les systemes formels. Ils nous ont permis de ga-
rantir la terminaison de procédures de transformation d’arbres de preuve. Celles-ci
fonctionnent par application successive de régles de transformation élémentaires
(assimilables a des régles de réécriture) sur un arbre de preuve. Si ces regles élé-
mentaires vérifient certaines conditions alors nous garantissons que la procédure
de normalisation termine. Nous avons donné deux ensembles de conditions suf-
fisantes pour deux résultats : le premier dit de normalisation forte et le deuxieme
dit de normalisation faible.

Nous avons validé cette approche en donnant de nombreux exemples d’appli-
cation a des théorémes connus : 1’élimination des coupures dans le calcul des sé-
quents, la logicalité dans la logique équationnelle, ou encore le lemme de Newman
en réécriture. Les preuves de ces résultats ont pour caractéristique commune de
pouvoir étre exprimées sous la forme d’une procédure de transformation d’arbres
de preuve définie par un ensemble de régles de transformations élémentaires. En-
suite, comme ces régles vérifient bien nos conditions suffisantes, les preuves de
ces théoremes sont fortement simplifiées. Outre la reformulation de ces résultats
bien connus, nous avons validé 1’apport de notre méthode de normalisation sur
un nouveau résultat dans le cadre du test de logiciel. Nous avons pu ainsi prou-
ver la complétude de notre critere de sé€lection par dépliage des axiomes (dans le
cas de spécifications conditionnelles positives sans restrictions sur la forme des
axiomes).

Dans la troisieme partie de ce manuscrit, divisée en trois chapitres, nous nous
intéressons a définir des criteres de sélection de tests a partir de spécifications
algébriques.
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— Dans le chapitre 4, nous avons donné un bref état de 1’art pour le test fonc-
tionnel qui nous a amené a présenter un panel d’outils existants (LOFT
[Mar95], HOL-TestGen [BWO05b] et QuickCheck [CHO00]).

— Dans le chapitre 5, nous avons présenté un cadre générique de test A par-
tir de spécifications axiomatiques [LGA96]. Nous avons introduit la notion
importante de critere de sélection. Cela nous a permis de formaliser deux
propriétés pour les critéres de sélection de tests par partition : la correction
et la complétude.

— Dans le chapitre 6 nous avons donné nos deux critéres particuliers de sé-
lection de jeux de tests a partir de spécifications algébriques [AABT05a].
La sélection se fait a partir des axiomes de la spécification. Elle consiste
a faire un découpage du domaine de tous les tests possibles par dépliage
des axiomes. Un premier critere a été donné pour le cas de spécifications
conditionnelles positives “exécutables”. Les principes de ce dépliage sont
les mémes que dans 1’outil LOFT, mais nous avons reformulé le critére
dans notre cadre générique et simplifié la preuve de correction et de com-
plétude. La classe de spécifications considérée pour ce critere peut paraitre
trop restreinte. Nous avons donc généralisé le dépliage pour des spécifi-
cations conditionnelles positives abstraites (sans autres restrictions sur la
forme des axiomes). C’est une nouveauté par rapport aux outils d’aide a la
sélection de tests qui utilisent toujours des spécifications exécutables. Fi-
nalement, nous avons pu donner la preuve de correction et de complétude
pour ce critére de sélection de tests par dépliage étendu. A 1’aide des résul-
tats de normalisation de la deuxiéme partie de ce manuscrit nous avons pu
donner la preuve de complétude. Nous avons construit pour cela des regles
de transformations élémentaires d’arbres de preuve et utilisé le théoréme de
normalisation forte pour prouver la terminaison.

Perspectives

Nous pouvons, en guise de perspectives, nous demander s’il n’est pas possible
de généraliser ces critéres de sélection a des classes plus larges de spécifications.
Y aura-t-il toujours un moyen de garantir des propriétés intéressantes (correction
et complétude) sur les critéres de sélection ? Pour cela, il faudra stirement com-
mencer par trouver une classe de spécifications plus seulement conditionnelles
positives mais vérifiant un certain nombre de conditions (un peu comme notre
premiére procédure pour des spécifications conditionnelles exécutables). A priori,
I’utilisation du calcul des séquents et de la regle de coupure (au lieu du modus
ponens pour les formules conditionnelles) est une perspective intéressante.
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Récemment, les travaux de Delphine Longuet ont permis d’étendre les criteres
de sélection par dépliage a d’autres formalismes : pour la logique du premier ordre
sans les quantificateurs [AAGILO07] et pour la logique modale {LAO7].

Sous une autre approche, nous pouvons également citer les spécifications struc-
turées [Mac00a, MS02]. Celles-ci sont construites par combinaison de plusieurs
spécifications a I’aide de primitives telles que celles du langage CASL [ABK*02,
CoF04]. Un objectif intéressant serait d’adapter le dépliage a de telles spécifica-
tions.

A moyen terme et & I’image des outils existants, il serait intéressant d’im-
planter nos stratégies de sélection de tests. L’intégration de celles-ci dans HOL-
TestGen [BWO0O5b, BW05c] (présenté dans la section 4.2) permettrait de bénéfi-
cier de toutes les fonctionnalités de cet outil pour tester un programme. En effet,
le dépliage tel que nous I’avons présenté permet de guider la sélection des sous-
domaines, ce que ne permet pas la stratégie de HOL-TestGen.

Pour notre cadre de normalisation d’arbres de preuve, I’intégration a un assis-
tant de preuve comme Isabelle serait envisageable. Il serait également tres utile de
confronter nos conditions pour la normalisation forte et faible a d’autres résultats
de normalisation en logique (notamment I’ élimination des coupures présente dans
de nombreux formalismes).
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