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Résumeé

Nous étudions des approximations des équations de Navier-Stokes compatibles avec la

recherche de solutions auto-similaires. Pour ce faire, nous utilisons un modele préservant
le changement d’échelle et vérifiant une égalité d’énergie. Lorsque la donnée initiale est
dans L?, nous montrons qu’il converge vers une solution faible de Leray des équations de
Navier-Stokes. La preuve utilise une nouvelle expression (locale) de la pression : via le for-
malisme des solutions "mild”, le théoreme de régularité maximale du noyau de la chaleur
permet le controle de la pression approchée. Les chapitres suivants sont consacrés a la
construction d’une solution des équations de Navier-Stokes, globale en temps et adaptée
au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, lorsque la donnée initiale est dans M?? : la
pression est cette fois controlée grace a l'utilisation des classes de Muckenhoupt (dont les
propriétés utilisées sont rappelées dans I'annexe B). De plus, nous obtenons un résultat
partiel d’unicité sur ces approximations.
La premiere partie est consacrée a I’étude d’un modele scalaire ayant les mémes propriétés
que celui celui des équations de Navier-Stokes (invariances par translation et dilatation,
antisymétrie du terme bilinéaire) mais contenant un opérateur d’intégrale singuliere :
nous revisitons les techniques habituelles (solutions ”"mild”, faibles) et construisons une
solution vérifiant une inégalité d’énergie locale analogue a celle des équations de Navier-
Stokes.

Mots clés : Navier-Stokes, égalité d’énergie, inégalité d’énergie locale, solutions auto-

similaires, solutions d’énergie infinie, classes de Muckenhoupt, régularité maximale.



Abstract

We study some approximations for the Navier-Stokes equations compatible with the
research of self-similar solutions : for this, we use some scaling and energy equality pre-
serving models. When initial data is in L?, we show that the model converges towards
some (Leray) weak solution of the Navier-Stokes equations. In the proof, we use a new
(local) expression of the pressure, whose control is ensured using the maximal regularity
for the heat kernel thanks to the formalism of mild solutions. The following chapters are
devoted to the construction of a global-in-time suitable solution for the Navier-Stokes
equations, when initial data is in M23 : Muckenhout classes allow to control the pressure
(see Annex B). Besides, we obtain a partial result of uniqueness of these approximations.
In the first part, we study a scalar model whose properties are similar to the NS equa-
tions (invariance by translations and dilations, antisymmetry of the bilinear term) but
which contains a singular integral operator : using on some classical harmonic analysis
tools (mild and weak solutions), we prove that the solution also satisfies a local energy

inequality.

Keywords : Navier-Stokes, energy equality, suitable solutions, self-similar solutions,

infinite energy solutions, Muckenhoupt classes, maximal regularity for the heat kernel.

MSC : 76D05.
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Liste des notations

dju, Oyu : dérivée partielle de u par rapport a z; (resp. par rapport a t).

£

V.4 : divergence de u.
V @i = (0;f;):; désigne la matrice des dérivées premieres.
U ® U = (u;u;);; est une matrice.

=

(4.V)T désigne le vecteur (>, u;0;v5);
Vu gradient de u.
A = (=A)z : opérateur défini en Fourier par Ef({) = |§|f(§) (voir Annexe A)
Awu, A1 : Laplaciens respectifs de u (scalaire) et de 4 (vecteur).
B(z, R) : boule fermée de centre x et de rayon R.
B(z, R) : boule ouverte de centre z et de rayon R.
B(u,v), B(d, V) : opérateur bilinéaire des solutions milds. Selon ’équation étudiée,
il désignera soit .

B(u,v) = / =2y, AJv ds.

0

soit .
B(ii,7) = / =A@ V)T ds.
0

soit tout autre opérateur bilinéaire associé une équation de ce type (précisé au

moment de ’étude).

e : noyau de la chaleur (de I'opérateur e’

||

nommé K : K;(v) = (4nt) 2 a7 .

A) dont le noyau sera (abusivement)

w, Fu : transformée de Fourier de u,
u(é) :/ e " ty(x) dr.

La transformée de Fourier en temps et en espace d’une fonction f sera notée F(7,&).

F~lu : transformée de Fourier inverse de u, s’écrivant pour u suffisamment réguliere

Flu(z) = (27r)”/n eix'gv(f) dg.

<

V.

R : transformées de Riesz R = (R, ..., R,) ou Ry = i—’“

IP : projecteur de Leray IP = Id —

Suppf : support d'une fonction-test f
|Al, w(A) : mesure de Lebesgue de 1’ensemble A C IR" (resp. mesure de A pour la

mesure wdzx).
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Les notations ponctuellement utiles (comme les cubes @y lors des études L

précisées au moment opportun.
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Liste des espaces

- A,(IR"),1 < p < oo : espaces de Muckenhoupt (voir annexe B).
- By, 1 <p<oo,s€IR, 1< qoo: espaces de Besov (définis par la décomposition
de Littlewood-Paley)

B;’q _ {f e S'(IR"), ||f||B;,q = |ISofll, + (ZQJSQHA f||q) < oo}.

- B;’q, 1<p<oo,s€IR,1<q< oo : espaces de Besov homogenes,

B;’q = {f e Z(R"),Vj€Z, N;jfelr et(ZstqHAijg)q < oo},
jez
avec Z' = S'JC[ X1, ..., X,].

— BMO : ensemble des fonctions localement intégrables f telles que :
1
sup [ 1#(2) = maf| do < o
Bes |B| Jp

ol B est I'ensemble des boules B(zo,7), 19 € R®, r > 0et mpf = |B|™! [, |f(z)| dz.
— C(X) : espace des fonctions continues sur X
— C*®(0) : espace des fonctions de classe C*° sur 'ouvert O C IR"
— D(0) : espace des fonctions C*> sur 'ouvert O C IR", a support compact dans O
(fonctions test)
— D'(O) : espace de distributions sur O
— H*(IR") : espace de Sobolev d’indice s € R

H* = {fes’, /(1+|§\2)5

— H™?(B),p € IN : espace de Sobolev d’indice négatif (entier) sur une boule ouverte
B

Fof de <o},

H?B)={feS, f= Oatta ot u, € L*(B)

la|<m

— LP(X), LP(w) : espace des fonctions de puissance p°¢ intégrable sur X, resp. pour la

mesure w

~13 -



— LP, .p € [1,00[ : espace des fonctions de puissance p® uniformément localement

intégrable sur R"

B = {u € B, il = sup ([ ey ae) < o
zo+[0,1]")

zo€IR™

Les normes suivantes sont équivalentes :

uloc keZmn keZmn

ul?, ~m/ M)mWw/m—www
k+[0;1]”

ol ¢ est une fonction-test positive telle que ), ¢(x — k) soit minorée par un réel
strictement positif sur IR".

Pour p > 1, c’est le dual de ’espace de Banach séparable :

WLp/(]R”) = {u € Lloc R"), Z ||u||Lp’(k+[0,1]") < OO} .

kezZm

< [[fllllgllzz

uloc

On utilisera enfin || f * g|z»

uloc

— (LY(0,T)LY) e, 1 <p < o00,1<q<o0:cestlespace LY, L7((0,T) x R"™)

uloc,x
— LP1 : espaces de Lorentz définis par interpolation pour 1 < p < oo et 1 < ¢ < o0
1;P7q — [1;17 lloo]lg,%yq-
On a (convolution des espaces de Lorentz) LP19 x [P2%2 — [P pour 1 < p < oo et
I U 111 ot of
1§q§ooavec5—pl+p2 1etq—ql—i-q2 lorsque 1 <p<petqd <qg< oo
(p' et ¢’ désignent les conjugués de p et q).

— LP* : espaces de Marcinkiewicz,
P = {f mesurable, || f|[,«= sup t|{z € R", |f(z)| > t}|% < oo} :
0<t<oo

On a LP* = [P
- M PA(IR"™),1 < p < g < oo : espaces homogenes de Morrey-Campanato.

[ ey supmernocnes B3| fllioom < oo

dont le prédual est I'espace de Banach de fonctions f se décomposant sous la forme
5 - 3(1,1)
d'une série f =3 Anfy telles que Supp f,, C B(x,; R,) avec ||fn||p;%1 <R," 7"
et D en [An] < 00
— S(IR") : espace de Schwartz des fonctions C*°(IR"), a décroissance rapide ainsi que
leurs dérivées.

— S'(IR") : espace des distributions tempérées.

— 14 —



Par abus de langage, on utilisera parfois la méme notation pour les espaces de fonctions
scalaires et ceux a valeurs dans IR" (principalement lorsque nous évoquerons les normes
de ces espaces).

Lorsque E est un espace de fonctions de x, on entend par LP(I, E) I'espace des fonctions
LP sur l'intervalle de temps (par exemple I = [0,7]) : cet espace sera parfois noté LPE.

Lorsque E est un espace de distributions non séparable (comme L> ou L2, ), on entend

uloc
par LPE D'espace des fonctions f localement mesurables de I dans E (c’est-a-dire f —<
f, ¢ > est mesurable pour toute fonction-test ¢) telles que [, [|f(t)|[%; dt < co : cette
définition n’est pas équivalente a la définition usuelle requérant une mesurabilité forte.

Le crochet <, > désigne soit le produit scalaire dans L? (ou L*(I x IR"™)), soit le crochet

de dualité entre un espace et son dual.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Quelques commentaires sur les équations de Navier-

Stokes

Nous nous intéressons aux équations de Navier-Stokes dans le cadre (restrictif) sui-
vant : considérons un fluide visqueux, homogene et incompressible, remplissant ’espace
3 N , . , . , . S, . .
IR” et non soumis a une force extérieure. Les équations décrivant I'évolution de sa vitesse
u(t, ) (sans perte de généralité, nous prenons les constantes de viscosité et de densité

égales a 1) au temps ¢ > 0 et a la position = € IR? sont données par :

—

i = Ad— (ZV)Z—Vp
Vi = 0 (1.1)
J(O,) - ’IZO

Ces équations ont les propriétés fondamentales suivantes :

- invariance par translation : si le couple (u(, z), p(t, z)) est solution sur (0,7T) x IR? des
équations de Navier-Stokes avec donnée initiale i, alors, pour tout zo € IR*, (i(t,r —
7o), p(t,r — x0)) est solution sur (0,7) x IR® des mémes équations avec donnée initiale
to(x — xp).

- invariance par dilatation : si le couple (i(t,z), p(t, z)) est solution sur (0,7) x IR® des
équations de Navier-Stokes avec donnée initiale u, alors, pour tout A > 0,

(AG(N?L, Az), A2p(A%t, Az)) est solution sur (0, %) x IR* des mémes équations avec donnée
initiale \ip(Ax).

- antisymétrie du terme bilinéaire : lorsque @ est solution du probleme de Cauchy (1.1),

pour @ et @ suffisamment régulieres, on a : [F(@.V)d dz = — [@(@.V)7 dz.

17



1.1. COMMENTAIRES SUR NAVIER-STOKES

Lorsque la donnée initiale est homogene (VA > 0, AMip(A\x) = wp(x)), une question
intéressante est de savoir s’il existe des solutions auto-similaires (i) (¢, x) = u(t,x)) :
en effet, dans le cas d’une réponse positive, elles permettent de lier les variables de
temps et d’espace et d’écrire la solution sous la forme u(t, z) = \/%[7 (%) Les espaces a
considérer (dits critiques) pour les exhiber sont dictés par la condition d’homogénéité. Le
premier candidat naturel est I’espace L? mais il ne produit pas de solutions auto-similaires
étant donné que seules les distributions nulles vérifiant la condition d’homogénéité ap-
partiennent & L3.

Lorsque la donnée initiale est petite, de nombreux exemples d’espaces critiques (contenant
une distribution homogene non triviale telle |z|™!) garantissent 1’existence de solutions
auto-similaires via le formalisme des solutions ”mild”. Nous rappelons que cette méthode

consiste a chercher des solutions sous la forme

£

i = ey — / t IAPY (G @ @) ds (1.2)
0
ou IP désigne le projecteur de Leray-Hopf (défini comme projection orthogonale sur les
vecteurs a divergence nulle), permettant ainsi d’occulter la pression. Comme exemples,
citons les espaces de Lorentz L>* étudiés par Barraza [1] et Meyer [47], de M%rrey—
Campanato homogenes MP? (1 < p < 3) par Taylor [61], de Besov homogenes ijil’oo
(3 < p < o0) [13] et plus récemment BMO~! par Koch et Tataru [29]. Cette méthode
étant basée sur 'application de I'algorithme du point fixe de Picard, la construction de

solutions globales et 1'unicité assurent I'existence de solutions auto-similaires.

Dans le cas d'une donnée initiale grande, le formalisme des solutions "mild” devient
inopérant dans les espaces critiques. L’idée est alors de construire des solutions faibles en
s’inspirant de la théorie de Leray [38] : celle-ci repose sur une construction basée sur des
estimations d’énergie préalables et des arguments de compacité, 'unicité ne pouvant se
déduire directement du procédé de construction. Rappelons sa définition d’'une solution

faible et quelques propriétés vérifiées par la solution selon sa régularité :

Définition 1.1.1. Soit @y € (L2(IR*))? tel que V.ily = 0. Une solution faible de Leray des
équations de Navier-Stokes est une solution @ € (L®°L*)>N(L*H")? définie sur (0, 00) xIR?

et satisfaisant linégalité d’énergie :
¢ —
la@ig+2 [ 19 oar do ds < jal (13
0

Par interpolation @ € (LL?)3 et la pression p € L2L3 peut étre déduite de @ par la

~ 18 —



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

formule

p==> Y. %aiaj(uiuj) (1.4)

i=1 j=1
Cette solution est au mieux (L4L3)3 N (L§L4)3 mais n’est pas (L4L4)3. Si nous sup-
posons cette régularité acquise alors I'inégalité d’énergie devient une égalité. En effet,
dans ce cas la pression p € L2L? et ainsi 0y € (L*H ') : I'égalité %Hﬁ(t,.)“% =
2 < Ouii(t,.),u(t,.) > a donc un sens comme produit d’une fonction H ! contre H! et
I’égalité en découle. Cette égalité d’énergie peut étre simplifiée en décrivant la distribution
Oh|u)* + 2\6 ® 1)* comme une divergence :
i=3
ol + 2|V @ al* = 0;(20.0;i — |i|* — 2p)u; + R. (1.5)
i=1
ot R = (|@)? + 2p)V.@ = 0. Si I'on suppose une régularité (encore) supérieure sur la

solution o € (L¥L*)? alors le critere de Serrin [58] nous assure I'unicité de celle-ci.

Néanmoins, dans la recherche de solutions auto-similaires, la condition d’homogénéité
fixée sur iy implique, dés que iy # 0, ||tp]lo = +oo. L'inégalité d’énergie décrite par
Leray est alors remplacée par celle d’énergie locale proposée par Scheffer [57] : il existe

une mesure positive et localement finie p telle que
Oyl + 2|V @ @] = Ali]? — V.(Jid]*7) — 2V .pii — p. (1.6)

Cette mesure p exprime le manque de régularité de la solution .
Contrairement a l'inégalité d’énergie locale de Leray, il n’est plus nécessaire d’avoir une
condition de carré intégrable sur l’espace entier pour satisfaire a ’égalité d’énergie de

Scheffer, comme le montre la définition suivante :

Définition 1.1.2. Un champ de vecteurs @ défini sur (0, T) x IR* est dit adapté au critére
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg lorsque :

1) @ est localement en temps et en espace (L°L?)* N (L2H')?

2)V.i=0

3) Il existe une distribution p € D'((0,T) x IR®) telle que 8yii = At — V(@ ® i) — Vp.
4) Localement en temps et en espace @ € (L?L®)? et la pression p € L3 L2.

5) i@ vérifie l'égalité de Scheffer : dans D'((0,T) x IR?)

Ay|)? + 2|V @ @]? = Ald)? — V.(|@)*@) — 2V.pii — p (1.7)

ot i est une mesure positive et localement finie définie sur ((0,T) x IR?).

~19 —



1.2. PRESENTATION DE CERTAINES APPROXIMATIONS EXISTANTES

L’intérét principal de ces solutions est qu’elles satisfont au critere de Caffarelli, Kohn

et Nirenberg (voir [9]).

Théoreéme 1.1.3. Il existe deux constantes e, et Cy telles que si T > 0, si zo € IR?, si
0<r?<ty<T, si0<e<e, sil est une solution adaptée au sens de Caffarelli, Kohn
et Nirenberg sur (0,T) x IR® telle que

// (¢, )P + |p(t, 2)|2 dzdt < er?
\m—xo|<r,to—%<t<to

alors

sup |u(t, )| < Chesr!

2
|z —xo|<r,to— T <t<to

1.2 Présentation de certaines approximations exis-

tantes

1.2.1 Approximation de Leray

Pour construire des solutions faibles de Leray (puis des solutions adaptées au sens
de Caffarelli, Kohn et Nirenberg), nous ne pouvons traiter frontalement les équations
de Navier-Stokes : en effet, pour construire des solutions (L°L?* N L2H')3, le produit
(@.V)ii = V.(i ® @) est moins régulier que A@ et le formalisme des solutions milds
devient inopérant. Un moyen usuel pour contourner cette difficulté est de convoler I'un
des deux facteurs du terme non linéaire afin de lui donner plus de régularité, comme le

proposa Leray [38] :

Oit. = AU, — V.(we*T)® T — Ve
Vi, = 0. (1.8)

17€(O,.) - ?Io

ol p. = — Zzi’ Zij %&@-wg * Ue; Ue; La méthode du point fixe de Picard permet de
trouver une solution @, € (L®L* N L*H")? telle que O, € (L*H'). Ainsi, I'égalité

< Oylie, U, > a un sens et I’égalité d’énergie suivante en découle :
=3
8t|1_[€|2 + 2|V & ﬁ6|2 = Z 8,(2’[_[6821_[5 - |ﬁ€|2we * Uey — 2peue,i> + R5~ (19)
i=1

ou R, = \ﬁe|2w€*(ﬁ.ﬁe)+2peﬁ.ﬁe = 0. Par un criteére de compacité de Rellich, il existe une

suite €, — 0 et une distribution @ € LL2NL?H telle que @, converge faiblement vers
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dans (L2H')? et fortement en norme L? dans tout compact contenu dans (0, +00) x IR?.
Par passage a la limite, nous obtenons :

lim Oy, — A, + (W, * e ).Vile, + Vpe, = Ol — AT+ TNVT+Vp=0. (1.10)

ex—0
ainsi que
i=3 =3
Jim, Ol e+ 03— 200 Ostic+ | werue i +2peties) = O+ 0(—2a.0pii+| [ ui+2pus).
i=1 =1
(1.11)
Comme il n’y a aucune raison (connue) pour que |V ® i, |2 converge vers |V & |2, nous
ne pouvons avoir mieux que lim,, o |V @1, |? = |V @ @|>+ ¢ ot 1 est une mesure locale-
ment finie : la solution construite vérifie donc 1’égalité d’énergie locale de Scheffer. Pour

de plus amples détails sur les passages a la limite, cf. [34].

Lorsque la donnée initiale @y est homogene et non nulle (donc ||ty||; = +00), Lemarié

développe dans [33] une théorie sur les solutions faibles localement uniformément de carré

2

2 0c A’énergie infinie) : son idée reprend celle de Leray et repose sur

intégrable (espace L
une estimation uniforme a priori de la vitesse approchée et de son gradient puis sur un

passage a la limite utilisant un critere de compacité. Contrairement au cas L?, p. ne peut

j=3 1
j=124

de l'opérateur de convolution %01-8]- décroit trop faiblement a l'infini. Toutefois, nous

2
uloc*

. =3 7 ’
s'écrire sous la forme p, = —» "7 > 0;0j(we * ue; uej) étant donné que le noyau

pouvons définir Vp, car 0y %618]- opere sur L Ainsi, p,. est défini & une constante pres.

Considérons 1'égalité d’énergie
=3
Oli.” + 2|V @ i* =) 0(2e.0rtic — e we * tte; — 2peues) + Re. (1.12)
i=1

ol R, = |@.|2w, * (V.@,) + 2p.V.i, = 0.
En l'intégrant avec précaution contre des fonctions test, Lemarié obtient les estimations

a priori suivantes :

(R*))? tel que V.dy = 0. Il existe une constante

1
Cmax(L ][0,
uloc

Proposition 1.2.1. Soit iy € (L?

uloc

positive Cy (indépendante de € et de i) et un temps Ty = ] tels que, pour

tout 0 <t <Tjy :

. = . t =1
lae®)lIz2, +1IV @uUcllL2, 12004 < Colltollz2, (1- /_ZTO) 2 (1.13)
Par un critere de compacité de Rellich, il construit une solution locale aux équations

de Navier-Stokes :
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Théoréme 1.2.2. Soit iy € (L2,,.(IR%))® tel que V.ily = 0. Il existe une constante po-

uloc
1

sitive Cy (indépendante de € et de ty) et un temps Ty = G ETe R

) tels que les
uloc

équations de Navier-Stokes aient une solution i sur (0,Ty) x IR?, adaptée au sens de

Caffarelli, Kohn et Nirenberg et vérifiant pour tout 0 <t < Ty :

S = S t =1
i@z, + IV @illis, 20y < Colliollzz, (1= 7)2 (1.14)
uloc uloc uloc TO

Maintenant, si nous souhaitons étudier les équations de Navier-Stokes avec donnée
initiale homogene de carré uniformément localement intégrable, la donnée initiale doit
appartenir a (M>?)* (étant donné que [[ug||yy20 = suppg Rlldo(Ro)||2, ).

P.G. Lemarié [35] montre alors (via un argument d’unicité) que la preuve de la proposition
(1.2.1) s’adapte a n’importe quelle échelle et peut ainsi produire une solution sur tout

intervalle de temps (0,7") et finalement globale.

Théoréme 1.2.3. Soit iy € (M23)® tel que V.iy = 0. Il existe une constante positive

Cy et un temps Ty = =
0 ps Lo Cgmax(lvHUOH?\;[Qﬁ)

solution @ adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg sur (0,+00) vérifiant les

tels que les équations de Navier-Stokes aient une

majorations suivantes :

)I* da < Col[tol [}

sup M2.3

1
—_— |u(t, z
R>0,20€R?t>0 R + /% [lz—zol|[<R
0

Ty [* -
sup 4/ —0/ / V@ d(s,z)” dz ds < Col|do]]3,2s-
w050 Vb Jo Jje—wol< [

Autrement dit, le formalisme des solutions "mild” permet de construire une solution
globale des équations de Navier-Stokes lorsque la donnée initiale est petite dans (M 2:3)3
alors que le procédé de Leray en construit une lorsque celle-ci est grande, 1'unicité en

moins (d’ou la question de I'auto-similarité pour de grandes données initiales).

1.2.2 Autres approximations

D’autres approximations ont été étudiées par divers auteurs : exposons rapidement
certaines d’entre elles.
Dans le but de développer la théorie de Galerkin (équations de Navier-Stokes sur des

domaines bornés), Chemin [15] a proposé le modele de Friedrich, qui converge vers des
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solutions de Navier-Stokes dans le cas L2.

Bty = Aty — Py(IPV.iy @ ily)
V.iiy = 0. (1.15)

v(0,.) = Pyil.

ol py = —Py(323 Z;j’ %x0;0;(un; uy,;)) ot Py désigne le projecteur (en Fourier) sur
€] <2V,

L’égalité d’énergie locale associée est
Oylin|? + 2|V @ in|* = Aliy|* — V.(|@n i) — 2V.(pniln) (1.16)

Beirao da Vega [5] ajoute un bi-Laplacien (reprenant 'idée de J.-L. Lions) aux équations
de Navier-Stokes pour rendre I’approximation plus réguliere et construire de facon déterministe
des solutions lorsque la donnée initiale est (L?)? (cette approximation doit aussi certaine-
)® puis dans (M?>?)3) :

ment fournir des solutions lorsque la donnée initiale est dans (L2,

i, = A — PV (i, ® ) — A2,

Vi, = 0. (1.17)
ﬁE(O, ) - ’Zjo.
ol pe = — Zzzi’ Z?j %&Oj (Uei uej). L'égalité d’énergie locale associée est

QT2 + 2|V @ T2 + 2e|AG? = Ald|> — V.((|G.]> + 2po) . + 4e zgj 9;(A,.0;1,)
—2eA(|V ® T@.|2) — 2eA(T@.. AT

Partant d’une approche totalement différente, dans le but d’étudier des solutions statis-
tiques spatialement homogenes dans les espaces & poids L?(wdz) (ol le poids w € L)
qui requierent une approche probabiliste (pour une position claire du probléme des solu-
tions statistiques homogenes, voir [2] ou [3]), Vishik et Fursikov [64] se sont intéressés a

I’approximation suivante

Opil, = Al — V.0, ® @, — e|i.|*i. + V(Y i,

N 3} i V (Vi) (1.18)
U (0,.) = .

La pression est ici donnée par p, = —%ﬁﬂe et la divergence de la vitesse n’est pas

nécessairement nulle.

L’égalité d’énergie locale est

— 2 — — —
Ol + 2|V @ @ |* + ElV.ﬁEF + 2¢|ii.|® = Ali|? — V.(|E|*d.) — V.. |a)*  (1.19)
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A cet effet, notons que dans la démonstration originelle de Vishik et Fursikov, le pire
terme & étudier permettant a approximation de converger était IE( [ peﬁw.ﬁe) (ou IE est

I'espérance) mais s’annulait par invariance par translation de la loi de probabilité.

Ces modeles (ainsi que I'approximation de Leray) convergent d’une fagon déterministe
ou probabiliste vers les équations de Navier-Stokes et menent a des égalités d’énergie lo-
cale : il y a aussi unicité des solutions de chaque approximation étant donné la forte
régularité ajoutée (la projection sur les basses fréquences de Friedrich permet d’avoir
un controle L?2L> grace aux inégalités de Bernstein, la convolution de Leray permet
d’avoir un facteur L L> dans le terme non linéaire, le bi-Laplacien de Beirac da Vega
un terme L2H? et la pénalisation de Vishik et Fusikov est LSL°); toutefois, aucun d’eux
ne préserve 'invariance par changement d’échelle propre aux équations de Navier-Stokes

et la recherche de solutions auto-similaires ne peut s’effectuer a partir de ceux-ci.

1.3 Présentation des travaux de la these

Cette these est composée de deux parties dans lesquelles nous étudions deux modeles
indépendants mais ayant des propriétés analogues aux équations de Navier-Stokes et sou-
mis a une méme idée : la construction de solutions globales faibles lorsque la donnée ini-
tiale est dans I'espace de Morrey-Campanato (M 23)3 (nous reprenons les idées développées
par Lemarié dans [34] puis [35] et décrites dans le paragraphe portant sur I’approximation

de Leray).

D’une part, le deuxieme chapitre reprend les travaux effectués lors de la premiere

année pendant laquelle nous nous sommes intéressés a :

{ O = Au—[u,Au
u

N (1.20)

ol A est 'opérateur de Caderén défini en Fourier par K}” &) = ¢ f (&) (pour des précisions
élémentaires sur cet opérateur on se référera a I’Annexe A et pour des informations
plus completes, 'oeuvre de Calderén ou tout manuscrit portant sur les équations quasi-
géostrophiques [44] ou [68] peuvent étre conseillés) et [u, AJlu = uAu — A(u?).

Ce modele vérifie les mémes propriétés que celui des équations de Navier-Stokes (in-
variances par translation et dilatation, antisymétrie du terme bilinéaire sous certaines

hypotheses de régularité grace au théoreme de Plancherel) mais possede une difficulté
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supplémentaire liée a la présence d’opérateurs d’intégrale singuliere. Notre objectif est
donc d’appliquer a ce modele les techniques d’analyse précédemment décrites et usuelles
aux équations de Navier-Stokes (formalisme des solutions "mild”, construction de so-
lutions faibles) afin de mieux comprendre 'opérateur A. Les résultats obtenus via le
formalisme des solutions "mild” (dans certains espaces critiques : L?, L3> et M?3) et
pour la construction de solutions faibles de Leray le sont grace a la continuité du projec-
teur de Leray dans ces espaces (remarquons qu’en espace, I'opérateur A s’écrit comme la
somme de produits d’opérateurs de transformées de Riesz et de dérivation). Lorsque la
donnée initiale est dans L2, les commutateurs de Calderén ([11], voir Annexe A) [¢, A]

(ou ¢ est une fonction test) joueront un role majeur et permettront de gagner une dérivée

2

2 oc €t ainsi d’obtenir un controle du terme bilinéaire. Nous

dans les estimations a priori L
construisons ensuite une solution globale lorsque la donnée initiale est dans M?23. Le
principal résultat est I'obtention d’une inégalité d’énergie locale (comparable a ’égalité

d’énergie locale de Scheffer) :

Théoréme 1.3.1. Soit ug € M?3.
Soit ¢ € D((0,00)xIR?) telle que ¢ > 0. La solution v du modéle scalaire vérifie l'inégalité

d’énergie locale suivante :

2[ [|VulPé dz dt < [ [|u(06+ A¢) dz dt
—C [ [ult, )t y)(ult, x) — u(t,y))LED=0C) 4y dy dt.

lz—y|*

La constante C' est donnée par Au = Cv.p. [ % dz pour uw € D(IR"™) (voir

annexe A).

D’autre part, les trois chapitres suivants sont consacrés a la recherche de solutions
auto-similaires pour les équations de Navier-Stokes. La stratégie est la suivante : une
limite faible de solutions auto-similaires restant autosimilaire, I'idée est de considérer un
modele ayant des solutions plus régulieres que celles de Navier-Stokes et de traiter I'auto-
similarité de celles-ci. P.G. Lemarié a donc considéré une approximation des équations
de Navier-Stokes préservant a la fois 1'égalité d’énergie (pour avoir des solutions plus
régulieres) et le changement d’échelle (pour la recherche de solutions auto-similaires) : ces
deux contraintes semblaient a priori difficilement compatibles puisque 1'égalité d’énergie
nécessite des estimations L? alors que la contrainte d’échelle est une estimation L3. Nous
souhaitons construire de facon déterministe des solutions globales du modele approché
lorsque la donnée initiale est (grande) dans (M>%)3, étudier leur unicité et enfin la conver-

gence (au sens des distributions) de 'approximation vers les équations de Navier-Stokes :
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dans le cas d'une triple réponse positive, cela assurerait ’existence de solutions auto-
similaires des équations de Navier-Stokes pour une donnée initiale quelconque.
Le modele considéré est une adaptation de celui de Vishik et Fursikov précédemment

décrit.

Définition 1.3.2. Nous appellerons équations modifiées de Vishik et Fusikov [’approxi-

mation suivante :

— o — — =\ - — 2 — 1 /v —
Opllay = Atay = (lay-V)liay = o|lay| ey + ﬁv<v-ua,n) (1.21)
Uay(0,.) = .
La pression est toujours donnée par pq, = —%V.Ucw et la divergence de la vitesse n’est

pas nécessairement nulle (ce qui sera parfois noté abusivement V .Uy, # 0).

Le changement d’échelle (A%, \x) opere sur cette approximation et I'ajout de la
pénalité égalité —ali, »|*@,,, est une condition (L*L*) bien connue permettant d’écrire

I’égalité d’énergie locale :

O T2 + 2|V @ Ty | + %|ﬁ.aa,n|2+2ama,,7\4 = Altoy> =V (|[Tan|*Tan) =Vl | Tan|
(1.22)
Remarquons enfin que le signe du terme —i—%ﬁ(ﬁ.ﬁa,n) permet I'obtention par intégration
par parties (a gauche dans 1’égalité d’énergie locale) du terme positif |§.ﬁ(m|2 qui controlera
le terme (habituellement nul) (ﬁﬂa,n)\ﬁamP : ce controle a un cout et nécessitera une
condition liant « et 7.
Le premier des trois chapitres est consacré a la convergence de ce modele (lorsque
(ar,n) — (0,0)) vers une solution adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg lorsque
la donnée initiale est dans (L?)3. Comme lors de I'étude proposée par Vishik et Fursi-
kov, le terme a priori non controlé est p, ,t,,, mais celui-ci ne s’annule pas lorsque nous
cherchons la solution d’un point de vue déterministe. A priori, le seul controle connu sur
la pression est une majoration en \/%7 dans L?L?, terme non controlé lors du passage a la
limite.
En utilisant le théoreme de régularité maximale LP L9 du noyau de la chaleur (une preuve

est donnée en Annexe B)
Théoreme 1.3.3. Lopérateur A défini par f(t,x) — Af(t,x) = fot et=AAf(s,.)ds
est borné de LP((0,T), LY(IR?)) dans lui-méme (indépendamment de T) pour tout T €

(0,4¢], I <p<ooetl<qg<oo.

et un changement de variable adapté (en temps), le principal résultat obtenu dans cette

partie est le controle de la pression pq, :
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Proposition 1.3.4. On peut écrire po, = Ray, + San 0u les deux termes sont uni-

formément controlés :

[ Raunll 4,2
en o et n.

< C et pourp € [3;4], HS“’"HLEU o < Ca ot C est une constante uniforme
3 pP—

Habituellement, la pression est exprimée grace a des opérateurs d’intégrales singulieres
dont le noyau est porté par I'espace entier et représente I'une des difficultés des équations
de Navier-Stokes : ici, elle dépend localement de la vitesse.

Dans le quatrieme chapitre, la donnée initiale est dans (L2, ) : en approchant la donnée

uloc

)® muni de la topologie faible*, par une suite de champs de vecteurs

a divergence nulle appartenant & (L?)%, uniformément controlée en norme L2, . ([3]),

initiale, dans (L2,

nous construisons des solutions locales aux équations modifiées de Vishik et Fursikov :

cependant, le temps d’existence de la solution dépend de 7 et tend vers 0 lorsque n — 0

2

s oes contrairement a ’approximation de Leray.

et le modele ne converge donc pas dans L
Nous remarquerons que nous ne pouvons traiter la pression comme auparavant car le

théoreme de régularité maximale du noyau de la chaleur ne s’applique pas dans L?, _ (le

projecteur de Leray n’est d’ailleurs pas continu de (L?, )% dans lui-méme, par manque

uloc
de décroissance a 'infini).

Dans le dernier paragraphe, nous obtenons le résultat partiel d’unicité suivant :

Proposition 1.3.5. Soient 4 et v deux solutions des équations modifies de Vishik et

Fursikov avec la méme donnée initiale iy € (L?,,,)3, telles que

uloc
@€ L2((0,7), (L2,.)* N L2((0,T), H')3,, OV LA(0,T), L), et

uloc
i € L=((0,T), (L

uloc

)N L2((0,T), HY)3, N LY((0,T), L*)3

uloc uloc*

Sous la double contrainte o > 6 etn < 2, @ =7 sur (0,T) x IR®.

Bien entendu, ce résultat est insuffisant pour envisager des solutions auto-similaires
(seules les grandes valeurs de a donnent une réponse positive). Son intérét réside dans le
fait que sous une hypothese d’égalité d’énergie (L*L*), nous obtenons un résultat duni-
cité assez inattendu : c’était a priori le facteur limitant de cette approximation car la
régularité L8L* exigée par le critere de Serrin n’était pas vérifiée.

Dans le cinquieme chapitre, la donnée initiale est dans (M 23)3. En adaptant le change-
ment d’échelle proposé par Lemarié dans [35], nous construisons des solutions globales
aux équations modifiées de Vishik et Fursikov.

Le principal résultat de cette partie réside dans le fait que les solutions de cette approxi-
mation convergent vers des solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg
lorsque («,n) — (0,0) : pour ce faire, nous introduisons des espaces a poids de Mucken-
houpt (voir [49], [50]) LP(wdz) ot le poids w(z) = (1+|x[2)~2 avec A €]1:2) . La théorie
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de Calderén-Zygmund [12] s’applique dans ces espaces et, en conséquence, le théoreme
de régularité du noyau de la chaleur (I’annexe B est consacrée a la démonstration de ces
résultats). Nous obtenons un controle uniforme a priori de la pression dans L%L%(wldx)
(wy étant sensiblement le méme poids que w, sauf que A E]%; 3[), résultat essentiel per-

mettant le passage & la limite comme dans le cas L? :

Proposition 1.3.6. Soit T > 0 fizé. Pourt € (0,T) définissons

/ / L Watu() de ds:/ot/|p(x,s)|gw1(x) dz ds.

Il existe une constante C (indépendante de o, n et T') et un exposant R > 1 tels que :

a(t) < 5800+ 57(8) +C [y (p(s) + (p(5))* + (p(s)") ds. (1.23)

p(t) = [ it )Pt dr
= Jy JIV@(s x)|2w(x) de ds.
fo [ ali(s,z)|*w(z) dz ds.

Le dernier paragraphe de ce chapitre revient sur quelques notions d’auto-similarité
des équations de Navier-Stokes et fournit une classe d’unicité des solutions lorsque la
donnée initiale est petite dans (M?3)3.

Dans les chapitres 3, 4 et 5, nous considérons toujours une donnée initiale a divergence
nulle, dans le but d’étudier la convergence des solutions des équations modifiées de Vishik
et Fursikov vers celles de Navier-Stokes. Bien entendu, cette condition n’est utile que lors
de ce passage a la limite et n’intervient pas lors de la construction de solutions des
équations (1.21). Autrement dit, nous pouvons, a posteriori, nous affranchir de cette

condition dans le chapitre 4 vu que la convergence n’est pas assurée dans lespace L?, .
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Chapitre 2
Etude d’un modeéle scalaire

Dans ce chapitre, nous allons étudier le modele scalaire suivant :

{ Ou = Au—[u,Au 2.1)

u(0,.) = w

ou [u, AJu = uAu — A(u?).

2.1 Formalisme des solutions "mild”

Dans cette partie, nous chercherons a trouver des solutions dans les espaces suivants :
L3, L3> et M?3. On rappelle que ces trois espaces sont critiques pour les équations

considérées.

Définition 2.1.1.
Un espace de Banach B est dit critique pour les équations 2.1 si pour tout X > 0, tout
xo € R? et tout f € B, nous avons ||f(x — zo)||s = |||z et A||f(A2)||z = ||f||5-

Ainsi, nous ne pouvons espérer mieux que des solutions globales avec donnée initiale
petite ou des solutions locales lorsque celles-ci appartiennent a la fermeture des fonctions
test dans L?, L¥* et M?3 (dans le premier cas, c’est évidemment L?).

Via le formalisme des solutions "mild”, nous chercherons des solutions a 1’équation

intégrale équivalente

t
u = euy — / e =8y, AJu ds (2.2)
0

et noterons dans cette partie B l'opérateur bilinéaire

B(u,v) = /Ot e =92y, AJv ds. (2.3)
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La recherche de celles-ci s’effectue par la méthode du point fixe de Picard, basée sur

I’application du lemme suivant :

Lemme 2.1.2.
Soit X un espace de Banach et B un opérateur bilinéaire de X x X — X tel que :

(z,y) € X2 ||B(z,y)llx < Collz|lx||yllx. Soit xg € X tel que ||zo||x < ﬁ. Alors

léquation © = xo + T(z,x) a au moins une solution ; si elle vérifie de plus ||z||x < ﬁ

alors elle est unique.

Démonstration. On note F' : x — xg + B(x,z). Grace a la résolution de 'inéquation

CoR? — R + ||lzollx < 0, F envoie la boule fermée B(0, R) dans B(0, R) avec R =
1—«/1—400“%‘0“)(

oo (la racine carrée est bien définie grace a la condition sur ||zo||x).
Pour (h, g) € (B(0,R))?,

[|[F(h) = F(g)llx = |[B(h—g,h)+ B(g,h—g)+ L(h) — L(g)||x
< Go(|In[lx + Ngllx)IIh — gllx
< 2CyR||h — gl|x

Comme 2CyR < 1, F est contractante dans la boule B(0, R), d’olt une unique solution

1
2Cy°

En effet, si x et y sont deux solutions distinctes satisfaisant ||z||x < ﬁ et ||z||x < ﬁ

dans cette boule. L'unicité est préservée si ||z||x <

alors : ||z —yl||x < Co(||z||x + lyllx)||xr —yl|x < || —y||x, ce qui donne la contradiction

souhaitée. O

La difficulté majeure est de trouver l'espace de Banach X dans lequel le lemme
précédent s’applique. Lorsque la donnée initiale ug € L3, I'espace naturel de résolution
est L>®L3.

Revenons un instant sur les équations de Navier-Stokes. Kato [27] a montré qu'une ap-
proche directe dans L>°L3 ne convenait pas : en effet, via I'utilisation du projecteur de

Leray pour se séparer de la pression, on a le controle suivant :
_ SEM C e

En effet, si K;; désigne une composante de la matrice de l'opérateur de convolution (en
espace) APV alors | K]l < Ot — s)=2t2) 11 faut donc chercher des solutions
dans un espace plus petit (Oru [53] a d’ailleurs montré que 'opérateur bilinéaire n’était
pas borné dans C([0,T1], (L?)?)). Néanmoins, il est borné dans

—

{F e c(0,T), (L*(R*))?)/supocserti|| f(t, )]s < +00}.
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Dans le cas qui nous intéresse, non seulement devrons-nous majorer des termes du type
e(=9A A\ (uv) mais aussi ceux de type e®~*2uAv. L’espace X dans lequel le théoreme du

point fixe sera appliqué devra donc porter une condition sur u et 'autre sur Au.

2.1.1 Donnée initiale dans L3

Nous souhaitons montrer que 1’espace
Xr={uec(0,T],L% |VtAu € C(]0,T],L?) avec lim Vi||[Aulls =0} (2.5)

est un bon espace de résolution de 1’équation intégrale.

Remarque : Lorsque u € L?, Au a bien un sens dans &'(IR*). On peut le faire en passant
en Fourier : si ¢ € S, pour |{] > 1 on a |£|<$ € S tandis que si [£] < 1, la décomposition
de Littlewood-Paley nous assure que F~(|¢|w) € L2 lorsque Suppw € B(0,1), car on

somme sur les indices négatifs.

En nous inspirant de la méthode développée par Kato, les espaces de substitution (a

I'espace naturel) dans lesquels s’appliqueront la méthode du point fixe semblent étre
Yy = {ue L0, T[,L%) | sup ti[julls < oo et sup vE[|Aulls < oo}
0<t<T 0<t<T
pour une donnée initiale grande et
Yoo = {u € L=(]0,00[, L) [supti|ulls < 0o et sup vE||Aulls < oo}
0<t 0<t

lorsque la donnée initiale est petite.
Avant d’appliquer le théoreme du point fixe, pour s’assurer que Y7 est un espace
potentiel de résolution, nous devons répondre a la question suivante : Si u € L3 et

Au € L3, a-t-on u € L%? La réponse est donnée dans les deux lemmes suivants.
Lemme 2.1.3. Va €]0, 1], [|A%l|5 < C||Aul|§]|ul]3™*.

Démonstration. Par passage dans les transformées de Fourier dans S’ nous avons I'égalité
suivante A®u = — [° A2 ey di.

Soit A > 0. Lorsque t < A, ||A*F! e Aulls < Ot ||Aul|s.

Lorsque t > A, [|[A®*? etBu|ls < Ct7 172 ||ul|3

On découpe fooo = fOA + f:o Par I'inégalité de Minkowski, on a successivement

A
/ AT B Ayl dt < CA'® ||Aulls (2.6)
0
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/ [ e Rulls dt < C"A2 fully (2.7)
A

Choisissons A tel que C'A™%||ul|3 = CA™ 2" ||Aul|s, soit A = K||u|2||Au||5? ot K est une
constante dépendant de C et C'.
Des inégalités (2.6) et (2.7), on obtient alors ||A%u||s < K||Au||$||ull3~ O

Lemme 2.1.4. Siu € L? et Au € L? alors u € LS.

Démonstration. On écrit que u = AT Az D’apres le lemme précédent, il suffit de mon-
trer que AT envoie L3 dans LS. Cependant, nous ne pouvons utiliser directement le
produit de convolution L3 x L8 < LS étant donné que le noyau de 'opérateur A7 est
en |z|Z (et n’appartient donc pas & L?).

Néanmoins A2 u € L5 (en utilisant la caractérisation L5 =[5~

{z, |z|73} > AD)| = |({z, |z] < A3} < CA3). Comme L3 % L33 — L83 C LS nous

obtenons bien que u € L°. O
Nous pouvons maintenant passer a ’application du point fixe :

Proposition 2.1.5. Soit ug € L. Alors I’équation intégrale
t
u = ePug — / e D8y, Alu ds (2.8)
0

peut étre résolue dans les deux cas suivants :

A) (Solution locale) Il existe un temps T = T (ug) telle que la suite définie par
u’ = ePug et u" = e ug — Bu",u™) (2.9)

soit bornée et converge vers une unique solution u dans Y.
B) (Solution globale) Il existe une constante €, telle que si ||uol|ls < € alors la suite
définie par

u’ = ey et u" = e ug — Bu",u™) (2.10)
est bornée et converge vers une unique solution u dans Y.

Démonstration. Les constantes C' peuvent varier d'une ligne a ’autre. Seules les constantes
indexées joueront un role dans la discussion finale en vue de l'application du lemme
(2.1.2).
i) Donnée initiale.
On éerit : |[eug||¢ < Ct1||ug||5 (en utilisant Ls*L? < L6) et ||AePuglls < C 72 |uol|s.
Donc il existe C tel que
[1Ae" ||y, < Cilluolls (2.11)
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i) Etudions A;(t) = || fot et=92A(uv) ds]|g. On utilise toujours I'inégalité de Young

L3 % L5 — LS : celle-ci permet d’écrire

€92 A ()| < C (¢ — 5)7 5] uvlla < C(t = )7 lulls||ollo.

Dongc, par I'inégalité de Minkowski,

sup t1A;(t) < C( sup t7||ulls) (sup ti||v]|s) (2.12)
o<t<T o<t<T o<t<T

iii) Etudions Ax(t) = || [y "2 ulwv||s.
Comme u € L% et Av € L3, alors : uAv € L2

D’aprés 'inégalité de Young (en utilisant L2 « L? < L), on obtient

=92 uhwlls < C(t — 5)72[[ullq||Av][s (2.13)
Donc
sup tiC(t) < C( sup ti||ulls) ( sup tz|[Av]]s) (2.14)
o<t<T o<t<T o<t<T

iv) Etudions As(t) = || [y Ae®92 A(uv) ds||s.
On ne peut étudier directement le noyau de I'opérateur e"2A, celui-ci menant & une
intégrale divergente. On décompose alors 'opérateur A = Zzzi’ 0;R; ou R; désignent les
transformées de Riesz.
On éerit : Ae=92 A(uv) = 32020 Ae@AR;[(Qiu)v + (Jv)u]. Sachant que R; est un
opérateur de Calderén-Zygmund, il est continu de L? dans L3. On obtient alors la majo-

. . 0. 6 2 3
ration suivante (en utilisant L5 x L* < L°) :

_3

[Ae=2 Afuv)|ls < C(t = s) = [[[ull]|0iv]ls +[[v]l6]iu |3).
Pour revenir a 'opérateur A, il suffit d’écrire 0;u = —iR;Av (toujours par continuité des
opérateurs de Riesz dans L?), nous obtenons :

1 1 1 1 1
sup t5As(t) < C[( sup t3[Jullo) (sup t2[|Avlls) + (sup 3]lollo) ( sup ¢3]|Aulls)
o<t<T o<t<T o<t<T o<t<T o<t<T

(2.15)
v) Etudions enfin A4(t) = || fot Aet =2 yAv ds||s.
On utilise la majoration |[Aet=92 yAvl|s < C(t — s)~1||ul|s]|Av]|3 et ainsi
sup t2A4(t) < C( sup tijulls) ( sup £2||Av]|s) (2.16)
0<t<T 0<t<T 0<t<T

Remarque : dans les évaluations de A; a Ay, T peut étre fini ou infini.
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vi) Application du lemme (2.1.2).
On a donc montré qu'il existait deux constantes C et C} telles que (pour tout 7' < +00) :
e uolly, < Cilluolls.
[1B(u, 0)llyz < Collullvz [[0]lyz-

Cas B de la proposition : si €y est tel que ¢y < alors il existe une unique solution

_1
1CoCh
U € Y.

Cas A de la proposition : nous devons montrer que limy_,q ||e*®ugl|y, — 0.

D'un ¢oté, limg—osupy-,op t1|]euglls = 0. En effet, on écrit

13 |e 2 ugl o < (2] uooo) 2| uo][s ;

on a limy_,o V|| ug||3 = 0 lorsque ug € L* N L™ d’ot la limite par équicontinuité de la
famille d’opérateurs (tze® f) de L* dans L™ et densité de L3 N L> dans L?.

De méme, limy_,o SUPg;cp ts ||t Augl|s = 0. En effet ug — t2etD Auyg est équicontinue de
L? dans L3. Si ug € S(IR?) alors Aug € L?. Comme ||vtAe®ugl|s < V/t||Aug||s expression
tendant vers 0 lorsque ¢ — 0, nous pouvons alors conclure par densité de S(IR®) dans
L3(IR?).

Il existe donc Ty = T'(ug) tel que la condition 4Co|[e" ug|ly;, < 1 soit satisfaite. O

Proposition 2.1.6. La solution précédemment construite appartient a X (respective-
ment X ).

Démonstration. a) Montrons que u € L>((0,T), L?).
D’une part ||e"®ug||zo(0.7).03) = ||uol |3,

D’autre part,

le®2A(uv)]]s

IN

Ct—s)”
C(t—s)~

[luv]l3

_1 1 1
574 (supocrar tHlulls ) (suppcecr tH10lls)

NI= N

IN

On conclut grace a f(f(t —s)"2s572 ds =
Enfin [|e0-9% ufolly < O(f — 5)~3 lullo | A
Donc : || f3 €92 uAv ds||s < C||ullvy||v]|y; étant donné que [ (t — )" 7575 ds = C.

b) Il reste a étudier la continuité.
Par récurrence sur l’entier n, nous vérifions que chaque terme de la suite ™ (définie dans

la proposition précédente) appartient a 1’espace
Zr = {f € Yr |lmtd||flls = lm e} |[Af]]s = 0. F € C(0.T], %) et/iAf € C(0.T], Z%)}.
— —

En effet, d'une part u® € Zp (car ug peut étre approché par des fonctions régulieres) et
B envoie D((0,T) x R?) x D((0,T) x IR*) dans Zy. Comme Zr est fermé dans Yz N
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L>((0,T), L?) alors par densité des fonctions test dans Zp : ainsi B envoie Zp x Zp dans
Zr et la limite u € Xp. O

2.1.2 Donnée initiale dans L3>

Le cas L>* se traite de facon similaire.
i) Tout d’abord, on montre que lorsque u € L3> et si Au € L>* alors u € L%
en utilisant la caractérisation par interpolation L>* = [L!, L>]

in

ii) Les mémes estimations montrent que nous avons un controle des termes initial et

1 . muni de la norme
37

3,00 = SUPA>0 minf:g+h )\%HQHI + )‘_%HhHOO

bilinéaire dans
{u |sup tiHU(t,.)HLE)‘,oo < oo et sup Vi||Au(t,.)||pse < oo}
o<t o<t

d’ou l'existence d’une unique solution globale pour une donnée initiale petite dont le
controle est aussi assuré dans L>°L>*. Ceci montre que ces équations sont adaptées a la
recherche de solutions auto-similaires comme le sont celles de Navier-Stokes.

iii) On remarque enfin qu’on ne peut plus "relever” ug, les fonctions continues a support
compact n’étant pas denses dans L>>. On a seulement e*®uy € C,([0,T], L>*). En effet,
il suffit de montrer que e"®uy — uy dans S’ lorsque t — 0, ce qui est le cas en utilisant la

décomposition de Littlewood-Paley et

t
etA—Id:/ Ae*? ds.
0

2.1.3 Espace M?3

Les espaces de Morrey-Campanato vont jouer un role important dans les futurs cha-
pitres de ce livre. Voila pourquoi nous avons choisi de vérifier que le formalisme des

solutions milds était adapté a cet espace. Nous rappelons leur définition :

Définition 2.1.7. L’espace M>*(IR?) est Uespace des fonctions localement de carré

intégrable vérifiant

_1
sup R ZHfHLQ(B(xo,R)) < Q. (217)

zo€EIR™;0< R<o0

Nous allons montrer la proposition suivante :
Proposition 2.1.8. Soit ug € M**(IR?).
A) (Solution globale) Il existe une constante e telle que si ||uol|yp2a(gs) < € alors la suite

u’ = ePuy et u"t = e ug — B(u",u™) (2.18)
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reste bornée et converge vers une unique solution u dans [’espace de Banach A défini
par :

Ay ={u € L} ((0,+00)x R®); supy., ¢ |ult, )| ppae < 00 et supge, t%HAu(t, Nl przs <
oo} et muni de la norme :

lullan = supne, £ 1lult, lgae +supocy EHlIAU(E )] gas

Cette solution u vérifie supg, ||u(t,.)||yzs < 0.

B) (Solution locale) Si uy € M**(IR®) (adhérence des fonctions test dans M>*) alors

il existe un temps T = T(ug) telle que la u™ reste bornée et converge vers une unique
solution u dans A défini par :

Ar = {u € L2 (0, T)XRY); supocrer tHlJult, )lygne < 00 et supporer tHAu(t, )l yres <

oo} et muni de la norme :

1 1
lullaz = supocicr t3|[ult, llprae + suPocicr t2|[Ault, )] yp2s-
Cette solution u € C([0,T], M?>?3).

Nous aurons besoin, au cours de la démonstration, des lemmes suivants :
Lemme 2.1.9. Si f € M3?2 alors ||e"® f||o < C’lt_TSHfHM%,z.

Démonstration. Notons K le noyau de la chaleur.

On écrit

| <tTR(A) flw—y) > | = | < K@), fx = Vi) >0 | < K|l |IF(VE2)

I
uloc L3

uloc
=3
< Gt || fl] 40

4
Ici WL2, . désigne le prédual de l'espace L2, (la définition de ces espaces est donnée

dans Liste des espaces). Comme le noyau K appartient a I'espace de Schwartz, il est

4
uloc*

p

uloc €St INvariante

borné en norme WL Enfin, nous avons utilisé le fait que la norme L

par translation. O
Lemme 2.1.10. Si f € MP9 alors [|€ f||yro0 < [|f||y1e0

Démonstration. 11 suffit de vérifier que L « MP4 — MP4 : Par I'inégalité de Minkowski,

11 We(z =)l Wllrsery < [ OIlgE =y lees@onll, dy
11
< Rg(p q)||g||Mp,q||f||1’
d’ott le lemme (nous avons utilisé Pinvariance par translation de la norme M?9). ]

—3,1
Lemme 2.1.11. Pour tout p > 3, ||etAf||Mp,37p <C(p)t= +p||f|lM%’2'
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Démonstration. Soit B une boule de rayon R,
Jle®flP dz = [yledfls|e P75 da
4 4
A f(PTE || tA £||3
1€ flloo *Ie2FIT 4 o B

< R(Clt)%g(p’%)]]f|]242 d’apres le lemme (2.1.9)
37

IN

On obtient bien [[e™f|| - 5 < C(p)t™ 77|[f]] 42 m

Démonstration. (de la proposition)
i) Terme initial e'®uy. Montrons qu’il appartient a Ay (T éventuellement infini).

a) Estimons |[e™®ug|| 4.6

De [|e"uo||LaB(zo.r)) < VI[€Puol|scll€uol|L2(B(wo,r)) (inégalité de Cauchy-Schwarz), il

vient :

||€tAU0||M4,6 S \/||61mu0||<>°||€tA7"L0||]V[2’3
< Ve uol ool [uo| | yras

b) Majorons alors || ug||so-

| <t K(%),u(r—y) >ay | = | < K(2),uo(z — Viz) >q. |
< [IK|lwre ||U0(\/%Z)||L§loc

uloc
—3 -1
Comme ||uo(VE2)l| L2 (5o, = 7 [[Uoll 2(5aq. vy nOUs avons [[uo(VE2) ]2, < 2 [[uollyrs,
soit :
e ug|oo < C|lug|| 72,5 €t pour la méme constante C :

1
SUPg<t<T t2|
1
SUPgerer t1]|€Pug||ypa0 < VCO| o] yy2s.

¢) Du lemme (2.1.10), on a aussi |[e"2 Aug|| o5 < C2 ||uo|] yyas-

ii) Etude du terme bilinéaire B(u, v).

Pour le premier terme, on écrit :

l|e® )2 uAv]| a6 C(4)(t — <9)_71||uAv||]\.44g2 d’apres le lemme (2.1.11)

<
- 3
< CMA)sT(t—9)7 (suppeser 54]uls,)llypa0)

(supg-ser s2||AU(s,.)||y2s) (inégalité de Holder)

La majoration du terme |2 A(uv)|| ;46 en découle immédiatement.

On écrit A(uv) = Y2122 R;(udyv +vd;u) et on utilise la continuité des opérateurs de Riesz
dans MP4 (voir Annexe A). Nous nous ramenons alors au cas précédent (on utilise encore
la continuité des opérateurs de Riesz pour revenir de 0; a A).

Majorons |[Ae®92 (uAv)]|,72.5. On écrit :

(t—s)A (t—s)A

Ae2(uAv) =Ae 2 e 2 (uAv) (2.19)
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(t—s)A

dott : ||AeC 92 (uAw)|| 20 < Ct — )7 [le” 2 (uhv)]|] yyea.

Comme précédemment, on utilise le lemme (2.1.11) avec p = 2 pour obtenir la majora-

tion :
s -3
A8 uAe| oy < CO@(E — )7 bl 4
-3 -3 1
< s (t— )3 (supocser stlu(s, )l|yra0)
(supocser 52| Av(s, )| yyza)-
Enfin, la majoration de |[Ae®=*2A(uv)||;;25 est une conséquence de ce qui vient d’étre

fait (toujours par continuité des opérateurs de Riesz dans M23).

iii) Retour & l'espace initial (LM ?3).
On a successivement : || ug|| 725 < ||uo]| 2.8 ;
€502 (uAv) || 25 < C(2)(t — s)_TlHuAvHM%’Q, d’apres le lemme (2.1.11), donc :

., -1 3
1792 (A) | 20 < C@)(t =) T 53 ullagl0]|ag-

Enfin le terme ||e® =2 A (uv)|| ;2.5 se majore comme le précédent (en utilisant les opérateurs

de Riesz) ou tout simplement par :
12N (uv) || yyos < C(t — 8) 7 ||uv]] yraa < C(t — 8) 7 57|t | ag|[0]| 4y

iv) Conclusion : nous avons, comme dans le cas L?, toutes les estimations requises
pour faire tourner I'algorithme du point fixe et revenir a ’espace initial.
Sous I'hypothese ug € M?**(IR?), nous avons limy_||e"®uo||4, = 0 (mémes arguments
que pour la preuve L?), ce qui permet de conclure. Enfin, si ug est réguli¢re, on montre

par récurrence sur n que u’ appartient a l’espace
.1 .1 .
Zr = {f € Ar/ Tt || £ a0 = lim 2 [A ] 20 = 0} N C((0,T], M)
espace fermé dans Ar N C([0, T], M?3). O

Comme nous avons existence et unicité d’une solution globale (lorsque la donnée
initiale est petite) dans ces espaces critiques, il est possible de trouver des solutions auto-
similaires & 1’équation scalaire (nous rappelons qu’elle est invariante par changement
d’échelle). Pour construire des solutions globales lorsque la donnée initiale est grande
dans M?23, le formalisme des solutions ”mild” devient inopérant : voild pourquoi nous
allons construire des solutions faibles en reprenant les idées de Leray [38] puis Lemarié-
Rieusset. Le schéma de construction est le suivant : lorsque la donnée initiale est dans L?,
nous allons adapter la preuve de J. Leray a cette équation. Pour une donnée initiale dans

L2

~loes lOUS estimerons a priori la vitesse comme l'a fait P.G. Lemarié-Rieusset [33] puis,

par le changement d’échelle dicté par ces équations, nous montrerons que ces estimations

perdurent lorsque la donnée initiale est dans M?2?.
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2.2 Solutions faibles de Leray

Nous cherchons une solution L*L? N L2H! vérifiant

{ Ou = Au—[u,Au
u(

0,.) = upe L*(R?) (2.20)

Le manque de régularité de la solution cherchée empéche d'utiliser le formalisme des
solutions "mild” : en effet, sous ces hypotheses, le terme bilinéaire ne peut étre controlé
dans L?. Afin de surmonter cette difficulté, la méthode employée par Leray fut de convoler
I'un des facteurs du terme non linéaire pour le rendre plus régulier. Soit w une fonction
positive & support compact telle que [w(z)dz = 1. On note w(z) = Zw(%). En passant

par la formulation intégrale, nous allons donc chercher a résoudre I’équation intégrale

t
u = ePuy — / e 8y x w, Alu ds
0

2.2.1 Solutions de I’équation convolée

Proposition 2.2.1. I existe un temps T.(e, ||uo||2) tel que l’équation intégrale u =

ePuy — fot e~y x w,, Aju ds admette une solution locale u, € C([0,T.], L?).

Démonstration. Nous allons faire tourner 'algorithme du théoreme du point fixe dans
L2

i) Terme initial ||e"®ug||2 < ||uoll2.
ii) Etudions le terme bilinéaire B(u,v) = [ e®*3[u % w,, AJv ds.

Nous devons majorer ||e®=®%u % w.Av||;2. En utilisant les transformées de Riesz, on écrit

3
uxwe Av= Z 0;(u* wRjv) — Z 0;(u * we)Rjv (2.21)
j=1 j=1
Dans le deuxieme terme de droite, on place la dérivée sur la convolée; la continuité de

R; de L? dans L? permet alors les controles suivants :

147205 (u x we Rjv)lla < (t_(’;)% [well2| |l oo L2 [[0]] oo L2
< ﬁ|’we|’2||U’|L°°L2||UHL°°L2
tout comme
le"92Rv d;(uxwe)|la < C||[Vwe||2||ul|poor2|[v]] oc 2
<

%||UHL°°L2 | |U\ | Loo 2
€2
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Le terme ||e~92A(u * w, v)||s se majore comme ||e=*)29;(u x w. R;v)||2 (les noyaux

ayant le méme controle).

B(u,v) est donc continu de L*L? dans lui-méme avec une constante de continuité égale

a Ce(\/T +T) et C,. de l'ordre de ¢35 . Nous pouvons donc appliquer le lemme du point

,m); cela nous assure l'existence d’une

(unique) solution L*>°((0,7"), L?) ot T dépend de € et ||upl|z.

Traitons la continuité : ¢ — e'®ug € C([0, T, L?) (par densité des fonctions test a support

compact) et (u,v) = B(u,v) envoie D((0,T) x IR*) x D((0,T) x R?) dans C([0,T], L?)

(c’est une convolution en temps) fermé dans L>((0,7), L2(IR*)). On conclut par densité.
O

fixe de Picard pour un temps 7, < min(1

Remarques importantes :

1)La solution construite est unique sur (0,7*) ou 7™ est le temps maximal d’existence de
la solution. Si u et v sont deux solutions de I’équation intégrale Er sur (0,7") alors elles

coincident sur (0,7}) ou
Co(NT + T)(||ul|poor2 + | |0 oorz2) < 1 (2.22)

Considérons T} la borne supérieure des temps ¢ pour lesquels © = v sur [0,¢). On a alors
u(Ty) = v(Ty) par continuité dans L2. Nous ne pouvons avoir T; < T : si tel était le cas,
u(t+1Ty) et v(t+T7) seraient solutions du méme probleme de Cauchy dans Fr_r, NGr_7,
avec donnée initiale u(77) qui prolongerait I'unicité au-dela de 77 (par application du point
fixe). Donc 77 = T'. Grace a l'unicité, il existe un intervalle maximal d’existence [0, 7*) sur

lequel u est défini. Si T* < oo alors nécessairement pour 0 < ¢ < T*, ||u(t)|]2 > m

ce qui implique que limy 7« ||u(t)||]2 = oc.

2) Cette solution est C((0,7*) x IR*). On montre par récurrence sur l'entier n que
u € oer,emyer- LT, T2), H 2) (le terme bilinéaire est le terme empéchant de gagner
une dérivée complete).

Pour 0 < Ty < Ty <t < T, on écrit :

¢
u(t) = e T2y (Ty) — / ey x w,, Alv ds. (2.23)
Ty

: . : _ 1
puis on utilise successivement ||e* TO)AU(TQ)HHnTH < Csup(l, (t — To)~)||u(To)|| ;2 et
(par continuité des transformées de Riesz dans H?)

b (s t 3
I /7, =98y x w,, A]u ds| np < C’E||u||2m((TO7T2)7Hn) Jr, sup(L, (t —s5)7%) ds
t 1
+CéHuH%(’°((TQ,Tg),Hn) fTO Sup<17 (t - S) 2) ds.
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Toutes ces estimations prouvent la régularité spatiale de u. La régularité temporelle suit

— or
en écrivant atpH u= A2y —

517 o [u* we, A]u.

Maintenant, nous devons vérifier que cette solution a une régularité L?H?!. Cela tient

au lemme suivant :

Lemme 2.2.2. L’opérateur A défini par f(t,x) — f; e=92Af(s,.) ds est borné de
L2((0,T), L*(R?)) dans lui-méme pour tout T € (0, 00].

Démonstration. On peut supposer que T' = oo : si T' < oo, on prolonge f par f = 0 sur
(T, ) (cela ne pose pas de probleme car Af(t,x) dépend uniquement des valeurs de f
sur (0,¢) x IR*). Afin d’utiliser la transformée de Fourier, on prolonge aussi f et Af pour

t < 0 en les prenant nulles sur (—oo,0).

z2
Soit kfkenoyau<ﬁeropénneureﬁ.chasan;quezz<x>=:<4ﬂgef%$.

On définit R(t,x) = (AK)( -) pour ¢ > 0 et on la prolonge par 0 lorsque ¢ < 0.

Nous avons

Af(tm):/G]R/gRgtisR(t—s,x—y)f(s,y) ds dy.

On définit donc un opérateur A de convolution de L?(IR x IR?).
Prenons la transformée de Fourier (en temps et en espace) de %R : sa transformée en x
donne pour tout ¢ > 0 [ TR(t, z)e ¢ da = —|¢|2e~t" puis sa transformée en ¢ donne :
2 tg)? —it _|§|2
Frg) == [ lgfe e gt — <
0 1€]" + T

Comme |F(r,¢)| < 1, alors [[Af(r, |12, o (11—,

constante pres) de la transformée de Fourier de L? dans L?, on obtient le résultat voulu.

]

Par isométrie (& une

Ce lemme est a la base du théoreme de régularité maximale (LPL?) du noyau de la
chaleur [34] page 64. Il jouera un role essentiel dans les chapitres suivants (il est essentiel

de remarquer que la constante de continuité est indépendante de T'; voir annexe B).
Proposition 2.2.3. La solution locale u. € £((0,T), H') pour tout T < T*.

Démonstration. Majorons ||Ve2uq| | L2022

Jo IVetBuol[3 dt < [ [[Veug|[3 dt
1e12
= 27r)3f JoT 1lPe 1 @ ()7 dt) dg
- 27r)3 f|U0 |2 df

= [fuoll3-
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Le terme || f(f e DA (ue x we v) ds||p2(0.1).12) se controle grace au lemme précédent :

t
H/ e(t_s)AA(Ue * We Ue) dSHL2((0,T),L2) < ||we|’2\|Ue||Loo((0,T),L2))|’UHL2((0,T),L2)-
0

Il reste & majorer || f(f eE=IAY (u, % wAu,) ds|| 20,1 2)-

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, sachant que 0 <t <T':
t t
|/ eI (ue x wAu) ds? < T x/ e DAY (u « wAu)? ds (2.24)
0 0

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 0 < ¢ < T'. Les théoremes de Fubini puis de

Plancherel (le noyau de opérateur e=92V (u x w,)Au, est L?) impliquent :

I TSy 98 (ue x wAu) (s, 2) dsf? da dt <
<

T t —(t— T3
%fo I J5 €12ty x w Au (s, €)|? ds d€ dt (2.25)
2T ||ue * w, AuEH%Q((O’T)’LZ)
en intégrant en premier par rapport a la variable t, sachant que 0 < s <t < T.
t _ —
Donc : ‘fo eIV (ue x wlue) dsf? < G%T‘|UH%°°((O,T),L2)HAUEH%Q((O,T),LQ)'
On a donc montré que u, € L*((0,T), H'). O

A ce stade, nous allons interpréter u. comme solution de I'équation aux dérivées

partielles

{ Oue = Aue — [ue x we, Au, (2.26)

ue(0,.) = wyg
pour satisfaire a une égalité d’énergie et ainsi définir une solution globale. Comme dans

les équations de Navier-Stokes, nous souhaitons une contribution nulle du terme bilinéaire

dans I'égalité d’énergie. Celle-ci est assurée par le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. Siv € H' et r € H' alors lexpression bilinéaire
b(v, ) :/ Ve * we, A]r da (2.27)
IR3
est antisymétrique.

Démonstration. Remarquons d’abord que l'intégrale ci-dessus a bien un sens : le terme
v ucxw, Ar est évidemment L' (r € H') tandis que vA(uc * w, ) l'est aussi en écrivant
A ATaide des transformées de Riesz (continues de L? dans L?). Le théoréme de Plancherel

nous assure que

1
A = N o _ A
/Rg“ A= [l o [ rav dr
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(les fonctions 7, v, Ar et Av considérées sont toutes L? d’apres les hypotheses).

Pour v € H! et r € H!, nous écrivons
Jra v [ue xwe, Alr dz = [pav(ue ¥ we) Ar dz — [ps vA(ue x we ) da

= Jre AW ucxwe) rode — [ Av (uexwe 7) da.

La derniere égalité est vraie car toutes les fonctions considérées sont L? grace a la
régularité H' de v et r et le fait que u, * w, et ﬁ(uE % we) sont respectivement L
et (L>)3. Nous avons donc b(v,r) = —b(r,v). O

Proposition 2.2.5. La solution u,. vérifie l’égalité d’énergie

t
et I3 + 2 / [Fate(s, I s = [luol 3
0

Démonstration. Multiplions I’équation dyu, = Au—[u*xw,, AJu. par la fonction réguliere

u.. On a alors
Orlue* + 2\6116]2 = Aluc* — ufue * we, Aue. (2.28)

Nous intégrons contre h(%)r(t) oit h € D(IR?) et vaut 1 au voisinage de 0 et r € D(0,T*).
L’antisymétrie du terme bilinéaire implique sa non contribution et le laplacien s’annule

lorsque A — co0. On a donc, dans D'(0,7) :
Onlluc(t, I3 + 2/ Vel [3 = 0. (2:29)

Puis, en intégrant en temps (sachant que ¢ +— ||u(t,.)||2 est continue en 0), on obtient

I’égalité d’énergie souhaitée. ]

Comme la solution u reste bornée en norme L? pour tout temps, alors T = co.

Nous avons donc prouvé

Proposition 2.2.6. Soit ug € L?.
I existe une solution régulicre globale u. € L*>((0,00),L?) N L2((0,T), HY) pour tout
T > 0, résolvant

(2.30)

Ou = Au— [u*w, Alu
u(0,.) = wg

Elle satisfait 'égalité d’énergie |Juc(t,.)||3 +2 [) [[Vue(s, )| ds = ||uo||3.
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2.2.2 Passage a la limite

On sait que les solutions (u,)o<. sont bornées (uniformément en €) dans L>=((0, 00), L?(IR?)),
dual d'un espace de Banach séparable (L!((0,00), L?)) : on peut donc extraire une sous-
suite u, (avec limy_,q €, = 0) convergeant faiblement* vers u dans L>L?.

De plus (quitte & extraire une nouvelle sous-suite notée de la méme fagon), ﬁuek converge
faiblement (nécessairement) vers Vu dans (L2((0,00), L?))3 : en effet, Vu,, est uni-
formément borné (en € et T') dans L2((0,T') x IR*)3 pour tout 7' > 0 et il y a convergence
dans (D'((0,00) x R?))3.

Dans D'((0,00) x IR?) les termes dyu,, — Owu et Au., — Au ne poseront donc pas
de probleme de convergence. Le terme bilinéaire ne peut étre traité directement car il
nécessite une convergence forte de u.,. Nous allons reprendre la méthode de Leray, basée
sur un critere de compacité de Rellich et nécessitant un controle uniforme de u,, dans un

espace de Sobolev positif, possible grace au lemme suivant :

Lemme 2.2.7. Soit z € D((0, +00) x R?). Supposons que zu(t,z) € L>H" et 0,(zu) €
L2H™" (avec b > 0), alors il existe a € (0,1) tel que zi. € H*(IR x R?).

Démonstration. On note F(s,€) la transformée de Fourier en espace et en temps de
zu(t,z) € (L2(IR x IR?))3.

D’apres les hypotheses, nous avons
[ [a+1epireop aas<c

et ff%’}—(&f)lz d¢ ds < C.

2
// 1+||‘g|2b|f( I d¢ ds < C.

Nous souhaitons controler |s|>* pour a > 0, en utilisant I'inégalité de convexité de Young :
S S 0+ EP) -+ 4L+ G s < (1416 + (L4 J6) bl avee ap = 1
= —i— , =1 (donc p' = ) et abp’ < 1, ce qui est toujours possible des lors que a < b+1
(ce qui implique ev1demment a<1).

Fixons un tel a. En distinguant les cas |s|> < (1+]£[%) et |s|? > (1+ |€]?), nous obtenons

bien que [ [(1+ [£]* + [s]?)*|F(s,&)|* d€ ds < +oo. O
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de convergence :

Théoréme 2.2.8.

i) Il existe une suite €, — 0 telle que u,, converge, au sens des distributions, vers u €
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L>=((0,00), L?) N L2((0,00), H') satisfaisant les équations (2.20).
i1) Cette limite vérifie l'inégalité d’énergie ||u(t)]|* + Zf(f [ Vu(s)]? ds < |Jugl 2

iii) Lorsque t — 0%, |Jlu — ugl|]2 — 0.

Démonstration.

Pour commencer, montrons que nous pouvons extraire de la suite u., une suite qui
converge fortement dans (L?L?),..

Soit p une fonction test : nous avons des contrdles uniformes en € de pu,, € L*L? et
Oy (pue,) € L*H™* (s > 2) car les deux termes du commutateur se controlent respecti-
vement dans L®L? x L2L? C L2L' et L2H= (le produit ue u, * w,, est controlé dans
L®L? x [*L5 C L2L: C [?H= par les inégalités de Sobolev, puis nous appliquons la
continuité des transformées de Riesz dans H®). Nous pouvons donc appliquer le lemme
(2.2.7) : pu, est uniformément borné dans H%(IR x IR*). Par le critere de compacité de
Rellich, il existe une suite toujours notée € telle que pu., converge fortement vers pu
dans (L?L?) (vu que Suppp est un compact). Par un procédé d’exhaustion (une suite
dénombrable de fonctions test dont la réunion des supports est ’espace tout entier) et
un procédé diagonal de Cantor, nous obtenons une suite u,, convergeant fortement vers
u dans L2L? _ ne dépendant pas de la fonction test choisie.

i) Fixons ¢ € D((0,00) x IR?).

Il reste & montrer la convergence de < [ue, * we, , Aluc,,  >—< [u, Aju, ¢ >.

Traitons d’abord la convergence du terme < u,, * we, A, , ¢ >=< e * W, &Aue, ¢ > ou
¢ € D(IR®) vaut 1 au voisinage de By + B(0,1) (si Suppg € (0,T) x Bp).

D’un coté qNSAugk converge faiblement vers ¢Au dans L2L? : en effet, lorsque p € L2((0, 00), L?),

on a :

=3 j=3
< PAue,, p >= Z < Ojue,, Ri(pp) >— Z < Oju, Rj(pp) >
=1 i=1

(car Rj(/xg) € L?L?, par continuité des transformées de Riesz dans L? et d;u,, converge
faiblement vers 9;u dans L?((0,00) x IR?)).

D’autre part, ¢(u,, * w,,) — ¢u fortement dans L?L? : il suffit d’écrire

O(te, * we, —u) = P(Pue, — du) * we, ) + ¢(u* w,, ) puis d’utiliser la convergence forte de
e, vers u dans (L2L?);,.

Le produit ¢(ue, * we, ) &Auek converge donc vers pudAu = duAu dans L'LL.

Traitons maintenant la convergence du terme < A(ue, %W, Ue, ), @ >=< Ue, ¥We, Ue,, N >
on dispose d'une borne uniforme de u,, *w,, dans L?L° par les inégalités de Sobolev dans
IR?, donc d’une borne uniforme de (u, * w, )u., dans L2L3 (car u,, est uniformément

borné dans L*L?). Etant donné que (u., * we, )u, converge vers u?> dans D' (par la
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convergence forte de u,, dans (L?L?),.) alors on conclut que Au,, * w, u., converge vers
Au? par densité des fonctions test dans le prédual séparable L>L? (on a bien entendu
A¢ € L?L3, en utilisant toujours la continuité des transformés de Riesz).

i) Ya € D(0, 00), on utilise la convergence faible de a(t)u dans L?((0, 00) x IR?*) (conver-
gence dans D’ et borne uniforme dans L2((0,T) x IR*) pour tout T > 0) et de Vu dans
(L2((0, 00) x TR)?

//\a(m?yu(t)y? dt dx+2/|a(t>y2</0t/|€u(s,x)|2 ds dz) dt
< ngggf//m(tnﬂu%(tﬂ? dt dx+2/|a(t>|2(/0t/Wuek(s,x)w ds dz) dt

< ol [ fat) at.

O(ER) avec © € D(IR) vérifiant [|©]* dt = 1. On obtient

On choisit Yty > 0 a(t) = \/iﬁ -

alors :

limsup/—\@( D2 u(t)]] 2 dt—i—2/ /]Vu (8)]* ds dx < |Jug] .

n—0

Pour conclure, on utilise I’argument suivant :

- si tp est un point de Lebesgue de la fonction mesurable ¢ +— ||u||z2 alors la limite sup
précédente est égale & ||u(to)||7.. Donc l'inégalité d’énergie est vérifiée, p.p. to > 0.

- sinon, on considere une suite ¢, de points de Lebesgue qui converge vers ¢, ; dans ce cas
|u(to)|]3 < liminf,, ., ||u(t,)||3 par continuité faible de ¢ + ||u(t)||3 sur [0,00) (en ef-
fet, t — ||uc(t)||2 est uniformément borné et dyu, I'est aussi dans L*((0,T'), H~*) pour tout
T > 0 donc u est continue en norme H %) et fo [ Vu(s)]* ds dz = lim,, fo [ Vu(s)]* ds dz.
Ceci assure I'inégalité d’énergie pour tout .

iii) On a u(0,.) = up. En effet, Soit a € D[0, +00) tel que a(0) = 1. Soit p € D(IR?).
[T < uet), p > da(t) dt = — < u(0),p > — [[7 < duc(t), p > alt) dt.

Faisons tendre € vers 0. Comme u(0) = ug, u. et dyu.(t) convergent faiblement respec-

tivement dans L2H' et L2H® vers @ et 9,4, le passage & la limite est licite lorsque

e—0:
—+00 “+oo
/ < U(t),p > Owa(t) dt = — < tp, p > —/ < Oyti(t), p > a(t) dt.
0 0

< u(0,.), p >=< uyg, p > étant vrai pour toute fonction test, nous avons u(0,.) = uo.
D’une part, par continuité faible, on a ||ug||3 < liminf,_¢+ [|u(t)||3. D’autre part, par
I'inégalité d’énergie ii), on a lim sup,_,o+ ||u(t)]|3 < ||uo||3- Donc lim;_o+ [[u(t)||2 = ||uol|2;

condition suffisante (grace a la continuité faible) pour prouver la continuité forte en 0. [

— 46 —



CHAPITRE 2. ETUDE D'UN MODELE SCALAIRE

2.3 Solutions L2

uloc

Nous reprenons la méthode utilisée par P.G.Lemarié-Rieusset, basée sur une inégalité

d’énergie locale. Etant donné ug € L?,, ., nous pouvons l'approcher par une suite uf € L?

uloc?

dans le sens suivant :

Lemme 2.3.1. Soit uy = Ip(onyug. Cette suite vérifie
i) [lugllzz, < Clluollrz,

i) uy — ug dans L?,,. muni de la topologie faible*.

Démonstration. 11 suffit de considérer la suite ug = 1p(o2n)uo : chaque terme de cette
suite appartient bien a L? et vérifie i).

car elle est bornée dans L?

La suite uf converge faiblement* vers vy dans L2 S loc

uloc
converge dans L7° (sur tout compact K, la suite (uj — ugp) devient nulle a partir d’un

certain rang). O

Nous verrons une construction autrement plus complexe dans les cas vectoriel (ici,

nous n’avons pas de contrainte de divergence nulle).

2.3.1 Estimation a priori pour le champ de vitesse
A partir de cette suite de données initiales, on considere, pour chaque n € IN, la
solution u! associée a la donnée initiale ug et vérifiant
oul = Aul — [ul x we, Ajul . (2.31)

Par analogie aux équations de Navier-Stokes, nous souhaitons montrer que nous avons

un controle sur u® € L>*L2, N (L*H")u . uniformément en n et ¢ par analogie aux

uloc
équations de Navier-Stokes. Choisissons une norme facilement utilisable dans L?, . : soit
x une fonction test positive, égale & 1 sur [ 3] et non nulle sur [—1;1]* et telle que

> xx(z) = 1. Nous appellerons xx(x) = x(z—k) et désignerons par Qi le cube k+[—1; 1]3.
Nous utiliserons aussi @}, le cube k + [—3; 3]%.

On définit || f[|¢2(0.022),,,. = SUPx fo [ xe(@)|f(s,2)* da ds.

Vérifions donc la proposition essentielle pour permettre un passage a la limite, basée sur

une estimation d’énergie.

Proposition 2.3.2. Soit ug € L?, . Il existe une constante K = K(||uollz, ) >1 (donc

uloc*

1 :
uniforme enn et €) et un temps To(||uolz2, ) = ST TwolE, 2 tel que pour tout t < T :

uloc

n = n 1
lue 72+ V200 12)00. < T o T L (2.32)
uhoe G, 7~ 287

uloc
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Démonstration. Dans la suite de cette partie, nous noterons u la solution du modele
approché u”. Nous rappelons que la solution peut étre prise v € C*((0,00) x IR?), ce qui
nous permet d’écrire, en multipliant ’équation aux dérivées partielles par yru :

d

7 e lul? da:—i—?/xk\ﬁu\z da::/AXk]u\z dx—/xku[u*we,A]u dz.  (2.33)
Le point essentiel est de controler [ xjulu x w, AJu dz. On décompose cette intégrale
en deux parties (locale et non locale) en considérant ¢ valant 1 au sur un voisinage de
Suppx et p valant 1 sur Supp¢ + B(0, 1). Toutes ces fonctions sont prises telles que leur

support soit contenu dans [—3; 3]?

[ xpuluxwe, Alu dz = [ xpufu* we, A](¢pu) dz
+ [ xwulu x we, AJ((1 — ¢p)u) da
= (I)+ (11).
Pour (I), nous souhaitons utiliser les commutateurs de Calderén-Zygmund (afin d’ab-
sorber 'opérateur d’ordre 1 dans le controle du terme, voir Annexe A). Appliquons le

théoreme de Plancherel au premier terme du commutateur, nous obtenons (en remarquant

que xxu = Xr@rt ; (u* we)(dpu) = (pru) * we (Pru))

(I) = [ xwulu*we,Al(dpu) dz
= [ wu Alxrdru (pru) * we) dz — [ xpodru A(dpu (pru) * we) dz
= [ dwulxr, A((pru) * we)(¢rpu)) da

Comme [xx, A] est un commutateur de Calderén-Zygmund, le théoreme homonyme
permet de conclure qu'il est continu de LP dans L? pour 1 < p < co (en particulier pour

p= %, voir annexe A). Ainsi :

(D] < Cllulls@ull(prw) * we (Sru)l] g
<

(2.34)
Cllwe] |1 [1ull75 gy

Majorons (IT). L’opérateur A étant en |z|~* hors de l'origine, nous écrivons :

D1 <€ [ [ el )]+ s )l = o)ty dady

L’intégrale en x est locale et nous allons paver ’espace en cubes d’aréte 1 pour celle en y
(y est loin de x). Notons @Q; = j + [0,1]* . Sur chacun de ces cubes, |z — y| est de I'ordre
de |j — k| avec j # k, on a donc :

1] < OF e 52 Jon Jo, @@ 11 = 6u(y)u(y))]
(Ju* wola)| + |ux we(y)]) de dy
Olfull,

IN
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< fJu"]z2

uloc

(car [[u™{1, . )-

L’injection de Sobolev H: C L3 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit
[El[u(€)] x [u(€)| impliquent

lullzsqy) < O ul? (2.35)

3
QL) IIU||22(Q;€)~

En réinjectant dans 1’égalité d’énergie (2.33), on obtient :

i Sxe@)u@)]? do+ 2 [x(@) [ Vu(@)]? de < O(l[ull3 +|IUII3

+||VU||L2(Q/ ||u||L2 Q) )
Pour majorer le dernier terme, utilisons I'inégalité de convexité de Young :
C (ab)% < C'a® +C"b5 ou la constante C’ peut étre choisie aussi petite que souhaitée puis
intégrons en temps. On se débarrasse du terme ||u| |i3loc grace a 'inégalité a® < 2a? + 1aS
Prenons enfin la borne supérieure sur k (nous choisissons donc la constante C” telle que
C'supy [ [ HVuH%Q(O’t)LQ(Q;C) dz ds < ||Vul|12(0,)12)1,.» €€ qui est possible car les normes

sont équivalentes) :

lllzs,,, + VUl 0oz, = WUl +C oz, +lluls)llzz, )ds
< max(1, C)(|[uol 12 +f0 (eI + llu(s)3;, )ds

Notons K = max(1;C).
Terminons la preuve : notons y(t) = [|do|[2. + f(f (Jlu(s)|122 +]u(s)]|S. ) ds. Cette
uloc uloc uloc

fonction vérifie I'inéquation différentielle (1+y)’ < K3(1+y)? (car K > 1), qui se résout

(Hyl(o))Q - (1+y1(t))2 < 2K3t. En remarquant que y(0) = ||U0H%2 _, mous obtenons donc
trole d t < : t) < ! —1, dou 1

un contréle de y pour ¢ < gy, E—yp avec y(t) < \/(1+|u0|2 e , d’ou le

uloc

en

uloc

résultat souhaité. O

2.3.2 Passages a la limite
Faisons tendre n — oo

Notons u" la limite précédemment décrite (sachant qu’elle dépend aussi de €). Adap-

tons la démonstration L? au cas L?

2 oc (€lle differe nécessairement vu que les transformées

de Riesz ne sont pas continues de L?, . dans L?, ). Pour tout T < Tj, la proposition (2.3.2)

uloc
montre qu'on a des estimations uniformes de u™ dans (L*(0,7)L?)uc et de Vu" dans
(L2(0,T)L?)3,,. . L'espace (L?(0,T)L?*) e étant le dual de I'espace de Banach séparable

uloc *

{f € L3,.((0,7) x R/ > || £llz2 (o)< o) < o0}

kez3
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on peut extraire (par le procédé diagonal de Cantor) une sous-suite (notée de la méme
facon) telle u™ converge faiblement* vers u € Noerer, (L2(0, T)L2)yi0e et Vu™ faiblement*

2 : Vi 2 2\3 —
< ) — UWe)-
(nécessairement) vers Vu € Nocr<p, (L*(0,7)L?)2,.. (on rappelle que u = u,)

Lemme 2.3.3. Pour tout ¢ € D((0,Ty) x R?), il existe une constante C (uniforme en
n et €) telle que :
l¢u|[p2r2 < C

et
|10 (pu™)|| 2> < C

Démonstration. La premiere majoration vient de la proposition précédente. Pour la deuxieme,
on écrit

Oe(pu") = u"0kp + PAU" + P[u" * we, AJu".

On a des controles uniformes respectifs de u"9;¢ et pAu™ dans L*L? et L*H !,

Pour controler le terme ¢u” * w,Au”, on décompose Au" = Agu™ + A(1 — ¢)u™ ou
¢ € D(IR®) est une fonction réguliere & support compact valant 1 sur By + B(0,1)
(si Suppe € (0,Ty) x Bg).

Localement (par continuité des opérateurs de Riesz dans L?), nous avons :

|[pAGu™ |22 < C||pu™|| 2 < C"(||uol[z2, ) d’aprés 'estimation obtenue dans la pro-
position précédente.

Loin de l'origine (par un pavage de 'espace en cubes d’aréte 1)

[A(L = @)u"llrzre < C(AIIAL — d)u"]ow
< < C'(Jluollr2

uloc

)

(avec T' < T dépendant du support de ¢). On a donc un controle uniforme en n et €
dans L?L? de pAu™.

Le produit ¢u™ * w.Au™ est donc uniformément controlé dans L2L* C L2H~* avec s > 3.

Cllum| |L<><>(0,T)L1

uloc

D’autre part u™ * w.u™ est borné dans (LZ((O,T),L%))MOC (en effet, pour tout k, nous
avons, par les inégalités de Sobolev, un controle uniforme en k, n et € de y,u™ dans L2L°

et de xpu" * w, dans L>*L?). On décompose A de la méme fagon que précédemment :

[oA(@u u™ x wllpzm—= < C YL, [|Ri(ou™ w™ xw)|

< C'||pumu™ x w,

L2((0,7),H2)

| |L2((0,T),L%)’

(les transformées de Riesz sont continues dans H T et Lz CH %1)

D’autre part (par un pavage loin de l'origine) |[pA((1—¢)u™ u™sw,)||feope < CHu”HQw((O

d’ott un controle L?L2. O
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CHAPITRE 2. ETUDE D'UN MODELE SCALAIRE

Comme dans le cas L?, le lemme précédent ajouté au lemme (2.3.3) et & un critére de

compacité de Rellich nous assurent la convergence forte (d'une suite extraite) u™ vers u
dans (L2(0,Tp), L?)1ec-

Proposition 2.3.4. Soit ug € L2,,.. Il existe une fonction u, € L*L?2,, . telle que
i) Oue = Aue — [ue * we, Alue dans D'((0,Ty) x IR?)
it) ue(0,.) = ug

iii) Pourt < Ty, on a

1

lue@®72, + IVuelltrars 1. (2.36)

utoc 1 — 3 o
l ol 2~ 2%

uloc

Démonstration.
i) Traitons le passage a la limite du commutateur (les autres étant évidents).
Soit ¢ € D((0,Ty) x IR?). En reprenant les notations du lemme précédent, on considere

la méme fonction ¢ et qui vérifie :

<uxwAUT, > = < u*xwpAu”, P >
= < (u"*we— woAu", > + < u”,A($¢u) >

D’une part, ¢u”xw, converge fortement vers ¢u dans L2L2. D’autre part, pAu™ est borné
dans L2L? (en effet, on décompose en partie locale et loin de l'origine : la partie locale
est uniformément L? car nous avons un controle (LQH 1)uloc de u™ et la partie loin de
I'origine est L>°L> car le noyau est en ﬁ, toujours par un pavage en cubes d’arétes 1).
Donc, dans D' :

< (u" % we — w)PAu", ¢ >— 0. (2.37)

Comme " converge faiblement* vers u dans (L2L?) e, il suffit de montrer que A(ppu)
est dans le prédual, noté W L2L?

{f € L2,((0,To) x R/ > | £llz2(om)x o) < o0}

keZ3

C’est bien le cas localement, car si p vaut 1 au voisinage du support de ¢¢ alors Il pA(ddu) llwrzrz <
C(D)||ull(L2(0,1) 1)y, (transformées de Riesz continues dans L?, avec T < Tp) et loin de
I’origine
s C -
101 = DAGEwllwrers < 3~ lldgull gorsy. (2.38)

4
= I¥]
Pour le deuxiéme terme du commutateur, on écrit : < A(u™ % wu"),d >=< u" *

weu™, A¢p > : on dispose d’un controle uniforme de u” % w.u" dans (LQL%)MOC (dont le
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prédual est un Banach séparable W L3L?) et on sait que A¢ € W L3L? (localement L3 par
continuité des transformées de Riesz dans L? et loin de 'origine le noyau est en #) ; de
plus, u™ * w.u™ converge vers u? dans D’ grace a la convergence forte de u™ vers u dans

(L*L?)j0e. On a donc bien < A(u™ * w.u™), ¢ >—< Au?, ¢ >. Ceci montre bien i).

On montre ii) comme dans le cas L? : soit T < Ty ; pour tout R > 0, nous savons
que u" et dyu"(t) sont respectivement uniformément bornés dans L*((0,7T), H'(Bg)) et
L*(0,T)H%(Bg) alors (a une sous-suite pres) convergent faiblement nécessairement vers

u et Gyu. Ainsi, nous avons déja que u € C((0,T), H;,>
2

uloc?

) et u(0,.) a un sens. De plus uy

converge faiblement™ vers uy dans L ce qui permet de conclure.

Montrons iii) : Comme L> L2

2 oc €st aussi le dual d’un espace de Banach séparable,

quitte a extraire une nouvelle sous-suite par le procédé diagonal de Cantor, elle converge

aussi faiblement vers u avec u € No<yer, L((0, 1) L2

2 oe) (par unicité de la limite dans D').

Les passages a la limite faible donnent aussi bien p.p. t tel que 0 <t < Tj :

lu@)]]r2,, . < liminf, oo [Ju”(@)]] 12

uloc

que [[Vul|z20,002) . < Hminf, oo [[VU"||(2200,6)22) 010

Ainsi, 'inégalité (3.4.5) est montrée pour la limite w. ]

Dans le chapitre 4 (dédié a 1’étude de I'approximation lorsque la donnée initiale est
dans L2

2 10c)s ous étudierons plus longuement la convergence de la solution vers wuy.

Faisons tendre ¢ — 0

La proposition précédente fournit le méme controle uniforme en e sur u,. que ne 'avait

u™ sur n. Autrement dit, les mémes arguments nous assurent le résultat suivant :
)

Théoréme 2.3.5. Soitug € L?,,.. Le modéle scalaire posséde une solution locale : il existe

To(|luollzz, ) et une fonction u € L=((0,T), Liy,.) telle que u € (L*((0,T), H'))utoc pour
tout T' < Ty satisfaisant

i) Ou = Au — [u, Aju dans D'((0, Ty) x R?)

i) u(0.) = ug

i11) Pourt < Tg, on a

1

1. (2.39)

a7z, +[[Vullfere, T i
uloc tz)ul W _2Kt

uloc
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2.4 Donnée initiale dans M 23

2.4.1 Existence de solutions globales

Notre objectif est de construire des solutions globales pour une donnée initiale grande.
Nous reprenons 'idée de P.G. Lemarié-Rieusset [35] : elle est basée sur le fait que si ug €

= ||uol||jy25- Par un argument d’unicité dans L>°L?

M*% alors supy. [|Auo(Az)|| 2 uloc

et le changement d’échelle agggté aux équations de Navier-Stokes, il est possible de
construire une solution globale aux équations approchées, ayant un controle uniforme
permettant le passage a la limite. Exposons-la (en modifiant légerement la démonstration,
car nous allons rechercher 1'unicité & la source - L>L?) sans détailler tous les calculs de
changements de variable, qui le seront dans le chapitre 5.

Soit ug € M?? (donc ug € L?,,,). Tl est possible d’approcher cette donnée initiale par une

suite u € L* N L2, .. Pour chaque n € N tout € > 0, considérons I’équation E"

Oyu = Au — [u* we, AJu (2.40)

avec donnée initiale uj. Nous savons qu’il existe une unique solution globale réguliere
u™ € L°°((0,00), L?) telle que pour tout ¢t < Ty :

n 2 =, n||2 1 .
||u6 (t)”Liloc + ||VU€ ||(L%L§-)uloc S \/(1+uol|i2 )2_2K3t 1

uloc

—1

< (Ul )1 - £)F

ou Ty = To(||uo|| 2 5 est uniforme en n et €.

o) = 2K3<1+|\5o||§3loc>
Remarquons que si v est solution de E" sur (0,7) x IR* avec donnée initiale u, alors
pour tout A > 0, Av?'(A%, Az) est solution de E< sur (0, A7*T') x IR? avec donnée initiale
Aug(Azx).

Le point essentiel est d’appliquer cette remarque a l’équation E% avec donnée initiale
Auf(Az). 11 existe une solution v'e définie sur (0,7]) ou T} est tel que pour tout 0 <
Ty < Ty avec Tj) = m (indépendant de € et n) : ainsi, %v%(ﬁ, %) coincide
avec I'unique solution u! de E” ayant pour donnée initiale u{j. N'ayant plus besoin de 7§
et dans le but de pas alourdir des notations déja suffisamment indexées, nous noterons le
nouveau temps 7}, sous la forme 7. Ceci étant dit, ul vérifie par changement de variables,
pour tout 0 < t < AT} :

t

sup / lu?(t,2))* de < CA(1 + ||Aug(A2)|[7. )(1 — =)
$0€R3 |CC—IQ|§A uloc TO

ol
L

(2.41)

t
= t . -
sup / / |Vul(s,z)|* dz ds < CA(1+ ||Au0(Ax)||izl (1—==)2. (2.42)
0 Jz—z9|<A uroe

) cR3 TO
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Sit< }LAzTO alors :

-1

Joaen 2t dr < A+ [JAug(AD)| 22 (1~ k)™

, 2 (2.43)
< ZA(L+ || Aug(A)[2, )

Sit > }LAQTO alors :

Jo-zpiga e @) do < [ x0\<2\f|“ @) dx

S/ 0+ Aug(AD)[ 2, )

(2.44)

IA

La solution globale u! vérifie donc :

1
sup sup
nENe>0,7>0 gpeli? 50 B+ V' Jz—zo|<r

lu™(t,x)|* dz < +oo.

et, de la méme fagon :

T LT
sup sup Vul(s,z)|” de ds < +o0.
n€N,e>0,R>0 z7cIR3,t>0 R + \/¥ 0 |z—z0|<R ‘ ( >‘

Nous pouvons donc successivement passer a la limite lorsque n — oo puis € — 0 puisque
les majorations obtenues sont uniformes en n et € (ce sont exactement les mémes argu-
ments que dans le cas L?

uloc)

Nous avons donc le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Soit ug € M?3. Il existe une solution globale u € T'((0, +00) x IR?)
vérifiant Oyu = Au — [u, AJu et u(0,.) = ug. De plus,

1
sup  sup

lu(t,z)|* do < +oo.
R>0 oeR3,¢>0 [T+ Vit lz—z0|<R

i Sosgeal T
sup  sup |Vu(s, )| dzds < +oc.
R>0 zoeIR3,t>0 R + \/Z 0 J]jz—=zo|<R

Remarque : Nous avons besoin des deux parametres n et e lors du changement d’échelle :
ceci explique pourquoi nous avons pris le parti d’effectuer un double passage a la limite
pour déterminer la solution L? . (alors que 'approximation dyu" = Au™ — [u™ x w™, AJu"

elit été suffisante pour la construire).

2.4.2 Inégalité d’énergie locale

Comme nous 'avons vu en introduction, dans le cas des équations de Navier-Stokes,
lorsque la donnée initiale est dans M23, les solutions obtenues satisfont a 'égalité d’énergie
locale suivante (dans D'((0,00) x IR?)) :

&) + 2|V @ i@ = Al@?| — V.(|@*d) — 2V.pii — p. (2.45)

— 54 —



CHAPITRE 2. ETUDE D'UN MODELE SCALAIRE

(out p est une mesure positive localement finie). Celle-ci est obtenue par passage a la
limite sur les solutions approchées et nous rappelons que la mesure p vient du fait que
nous n’avons pas mieux qu'une convergence faible de V ® @ dans (L?L?)3; ainsi nous ne
pouvons espérer |V @ @[> — |V @ @2

Qu’en est-il dans notre équation ?

Nous venons de voir que le changement d’échelle permettait d’obtenir des solutions glo-
bales avec controles uniformes de u” € (L®L*)y0e N (L2HY)y10c : les deux passages se
traitant de la méme facon (car les majorations sont uniformes en n et € dans les mémes
espaces), nous n’en traiterons qu'un (le dernier, portant sur u.). De la méme fagon que
pour les équations de Navier-Stokes, les termes 8;|uc|?, [Vue|? et Aluc|? convergent vers
les limites attendues. La question est donc de savoir si les hypotheses connues sur wu,
permettent le passage a la limite de u[u, * w,, AJu, dans D’((0,00) x IR?).

Nous rappelons que les majorations connues sur u, impliquent (& une sous-suite pres) une
convergence forte vers u dans (L?L?),. mais aussi dans (L*L?);,. (il y a convergence forte
dans (L°L?);,., grace au controle uniforme dans (L*L?);,. puis dans I'espace souhaité

grace & la borne uniforme (L*L%),,.).

Théoréme 2.4.2. Soit uy € M?3.
Soit ¢ € D((0,00) x IR?) telle que ¢ > 0. La solution u du modéle scalaire construite
dans la proposition (2.4.1) telle que

1
sup sup
R>0 zo€R3,t>0 R+ \/Z |z—z0|<R

i LB
sup  sup |Vu(s,z)|* deds < +o0.
R>0 z0eR3,t>0 R+ \/1_5 0 J]|z—z9|<R

vérifie l'inégalité d’énergie locale suivante :

2 [ [|VulPp dz dt < [ [ |u(0i6+ A¢) dz dt
—%fffu(t,m)u(t,y)(u(t,x) —U(t,y))% dzx dy dt.

Remarque : La constante C' est celle du noyau de 'opérateur A (voir Annexe A).

lu(t,z)|* dzr < +oo.

Démonstration. Soit ¢ € D((0,00) x IR?) telle que ¢ > 0.

Nous partons de la solution approchée u, € L*L?, N (L*H") 0 vérifiant :

2//|ﬁu€|2¢ dz dt = //|u€|2(8tqb+Agz5) dxdt—//ue[ue*we,/\]uegb dz dt.

(2.46)

2 effectuée dans le paragraphe 3.

Cette expression a bien un sens, d’apres 1'étude L3, .

A e fixé, approchons u, par sa troncature-régularisation : nous noterons v" cette suite de

fonctions test approchante.
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Etape 1 : Estimations pour les fonctions test

a) Nous allons majorer

e Al 6> = O(b] e, TN ) ) g g
v (t,2)v"™ (t,y)p(t,x) wex(v™(t,x)—v"(t,y))
+ff1<|a: y\<R . |1‘—y|4( =2 da dy dt
_|_ffx SR V™ (t,y)B(t, Ti_zf‘e:(v t.2)=v"ty) g, dy dt)

= ;A(U 7U 7U *we)+BR(Un7Unavn*wE)+CR(U 7U ,’U *we>

ol R > 10 sera fixé grand ultérieurement, avec :

u(t, 2)v(t, y)(o(t, x) — o(t,y)) (wlt, z) —w(t y))
A(u,v,w) C’//lxqu dzr dy dt

lz —y|*

u(t, x)o(t, y)o(t, x) (w(t,z) —w(t,y))
Br(u,v,w) //l<|x Jen dr dy dt

lz —yl*

u(t, x)o(t, y)¢(t, x) (w(t,z) —w(t, y))
Cr(u,v,w) C//|xy>R dr dy dt

|z —y|*

Remarquons que les égalités précédentes utilisent le noyau de convolution de 'opérateur

A (voir Annexe A). Pour (a,b, c) € (D)?, nous avons (en omettant la valeur principale) :

alb,Ae,¢ > = Cfff a(t,2)b(t.2)é(t.r) (c(t.y)—ctz) 1, dy dt

|z~ yl

_C [ [ [ atittie) (tactnbeota) g, qy

lz—y[*

_ Cfff twcty)¢(th)y|(( 2)=0ty) Qg dy dt

Le terme A est juste une réécriture du terme précédent lorsque a = ¢ ou 'on échange les

roles de x et y.

b) Etude des termes trilinéaires :
Pour A, sachant que t € K, (z,y) € K™ (ot K et K’ sont deux compacts dépendant du
support de ¢) , on considere p € D((0,00) x IR?) valant 1 sur un voisinage de K x K’ :

|A(u, v,w)] < C [( ffx y<t ¥ u(t, )? (t,y)Q% dz dy)}
(S Ww)wtw) ﬂ(ty) P qz dy)z) dt

lz—y[*
C(¢) ([ (pult, ) ((pv)* * i Ze) do)2|lpw(t, )]],y) dt

(J||pu|\L3L3||PU||L3L3||PU)||L3H%

VARVAN

Détaillons la majoration obtenue dans la derniere ligne ol nous utilisons une nouvelle
fois la convolution dans les espaces de Lorentz :

3 3 3
Comme (pv)? € L2 et H|x‘§1# € L>*> alors (pv)? * ]I|x|§1# e [*2 C [¥ = L3

L’intégration en temps permet alors de conclure.
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Nous remarquons que ce controle convient car nous avons convergence forte de u, et
. . 1 . .
w, * ue dans (L*L3);,. mais aussi de pu, et pw, * u, dans L H2 (par interpolation entre

la convergence forte dans L°L? et la borne uniforme dans L?H*).

Pour Bg, de méme que précédemment, on constate que ¢, x et y sont bornés et le noyau
est intégrable sur la couronne choisie : il existe donc une fonction gz € D((0,00) x IR?)

telle que :
|Br(u,v,w)| < C(R, ¢)||prul|rsr2||prvl|Lsc2|| prw] L3 (2.47)

Pour Cg, on utilise (par exemple) le controle en la norme (L3L3),,., apres avoir
effectué un pavage de I’espace en cubes d’arétes 1 pour controler I'intégrale en y (celle en

x étant locale) :

|CR(U7 v, w)l <C ZkeZ3,|k|2R—l # | ’U| |(L3L3)uloc ’ ‘U’ |(L3L3)uloc | |w| |(L3L3)uloc (248)

Etape 2 : Passage a la limite lorsque n — oo
Soit 7 > 0. D’apres 'estimation obtenue sur Cgr (correspondant au reste d’une série

convergente), il existe un nombre Ry(n, ||uol|y25) > 0 tel que

Chry (e, U, ue x we) — Cpr, (0", 0", 0" x w, <Q 2.49
0 0 3

(en effet, v™ et u, sont uniformément controlés dans (L3 L?),,.) D’autre part, la triniléarité
et les majorations obtenues sur A et By, impliquent qu’il existe ng(n, ||uo|| 23, ¢) € IN

tel que pour tout n > ng :

| A (e, e, e ¥ we) — A(0™, 0", 0")| < n

3 (2.50)

(en effet pv™ converge fortement vers pu, dans L3H %, donc aussi dans L3L3?) ainsi que

| B, (tte, e, e % we) — B, (v, 0", 0")| < g (2.51)
(a fortiori, on a convergence forte de pv™ dans L3L?)
Enfin, lorsque n — oo :
< VMU" k we, AJU", > < Ue[ue * we, AJte, p > (2.52)

Pour le voir, on traite chaque terme du commutateur séparément.

On montre respectivement que

<v" v xwe A" >—< ue ue xwe Aue, >
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puis

<o A" xwe V"), 0 >—=< ue AMuex we ue), P >
Comme nous travaillons a e fixé, nous pouvons utiliser un contréle de u * w, en norme
L>®L> : la convergence forte locale L?H" et le controle global dans L>*L?, . allié & la
décroissance du noyau de A a I'infini permettent de conclure.
Explicitons cette idée sur I'un des termes (les autres convergeant de la méme fagon) :
< v"" % wA(u, — v"), ¢ >— 0 : on décompose en partie locale et loin de l'origine.
Localement (pour une fonction plateau p valant 1 sur le double du support de ¢ avec R

grand déterminé ultérieurement), on a successivement :
| <o v s w Ap(ue —0") > [ < Jo" 0" w|| 22| |p(ue — 0”2

et

[ <o v sw AL=p)(ue —v") > | < 3oy s VIEFIov" 0" s w]laffue — 0| poorz,

< CXppsn 1/|k[*.

Comme c’est le reste d’'une série convergente, elle peut étre rendue aussi petite que
souhaité et cela détermine R, donc le support de la fonction plateau. On conclut grace a
la convergence forte locale de pv™ vers pu, dans L?H!.

On a donc bien, par passage & la limite dans 7’((0,00) x IR*) (en échangeant aussi

les roles de z et y dans le terme Bp) :

2 [ [|Vul?p doz dt = [ [|uf?(8i¢ + Ag) dz dt
~C [ [ [uct, 2)uc(t, y) Letetnubah@tn-ots) g, qy dt.

lz—y|*

Etape 3 : Passage a la limite lorsque ¢ — 0.

Cette fois-ci, nous partons de

/ / / et )t yywe # (et 2) — ug(t,y)) LD ZOEW) G4 (253)

que nous décomposons sous la forme %A + Bgr + Cg. Nous reprenons stricto sensu 1’étape

1 pour obtenir des majorations sur chacune des trois intégrales et le début de 1'étape
2 pour la convergence de chacun des termes Cg, A et Bg (en effet, lorsque € — 0, les
estimations sur u. et u sont les mémes que celles qui avaient été utilisées sur v" et wu,).

Le passage a la limite donne alors le résultat souhaité. Notons que I'inégalité provient du

passage & la limite de |Vu,|? et que
t —o(t
[ [uteontaien - uean D=8 dsay a sy
a bien un sens grace a la décomposition %A + Br + Ci. O
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CHAPITRE 2. ETUDE D'UN MODELE SCALAIRE

Remarque :

Dans les équations de Navier-Stokes, le pire terme a controler est ﬁ(ﬁﬁ)ﬁ . a priori, il
nécessite un controle local L*L* sur @ en plus des controles locaux habituels (L>L* N
L*H'). Grace a Tantisymétrie du terme bilinéaire, nous le réécrivons sous la forme

V.(|@)2@) : le controle est alors assuré sous la seule condition @ € ((L%°L2)10eN(L2H)100)?,

3
loc*

puisqu’il implique @ € (L3L3)
Dans le cas de nos équations, il en va de méme. Le terme u[u, Aju n’a pas de sens dans
D’ sans un controle (L4L4)loc de @ ; néanmoins, une réécriture de ce terme utilisant ’an-
tisymétrie du commutateur permet de donner un sens a l'intégrale

/ / / wlt, p)ult, ) (ut, 2) — u(t, ) 2L OGO g g gy (2.55)

lz —y|*

avec un controle utilisant moins de régularité sur @ : en effet, les normes L3L3, (L3L3) 0. €t

L3H 7 suffisent pour majorer les termes A, By et Cg (elles sont induites par les hypotheses

we L>®L2, . N(L*H')u0c). La seule différence avec les équations de Navier-Stokes est que

la condition de dérivabilité (L*H %) se lit explicitement sur le controle du terme A.
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Chapitre 3

Equations modifiées de Vishik et

Fursikov - Donnée initiale dans L?

Dans ce chapitre, nous allons étudier la convergence de ’approximation modifiée de
Vishik et Fursikov lorsque la donnée initiale est dans (L?)3 : il reprend les résultats décrits
dans [31].

Nous commencgons par convoler I'équation afin d’assurer 'existence d’une solution

dans (L>*°L*N L*H')3.

3.1 Existence d’une solution aux équations modifiées

et convolées de Vishik & Fursikov

Définition 3.1.1. Nous appellerons équations modifiées et convolées de Vishik & Fursi-

kov le modeéle suivant :

i = AU —w,* ((Ueﬁ)ﬁe) — aw, * (|t ]*d) + %6(1”6 * ﬁﬁe)
i = dxw. (3.1)
w(0,.) =

ot w une fonction test positive, paire telle que [w(x)dx =1 et we(xr) = Fw(%).

Nous cherchons une solution via la méthode du point fixe de Picard, ainsi nous nous

intéressons a la formulation intégrale du probleme
¢ —
i o= oSy — / 9 [y (.)iZ.) — aw, * (|, [2.) (3.2)
0

+=V (w, * we * V.40)] ds.

1
n
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3.1. SOLUTION DU MODELE MODIFIE ET CONVOLE

Remarque :

L’idée est la suivante : la convolution permet comme toujours de rendre plus régulieres
les fonctions en présence et donc d’appliquer le théoreme du point fixe. Les équations
modifiées et convolées sont construites pour non seulement vérifier le théoreme du point
fixe mais aussi satisfaire a une égalité d’énergie (d’ou la parité de w pour appliquer le

théoreme de Plancherel polarisé).
Théoréme 3.1.2. Soit iy € (L*(IR*))? tel que V.o = 0. L’équation intégrale

t
i = emﬁo—/ e % w, * ((§..V)7.) — aw. * (|7.)*.) (3.3)
0

+=V(w, * we % V.@)] ds.

I | =

peut étre résolue dans le sens suivant :

(A) il existe T = T(||uo||2, 1, €, ) tel que I’équation intégrale (3.3) ait une solution locale
i dans Uespace de Banach L®((0,T), L*(R*)*) N L2((0,T), H'(IR?)?), muni de la somme
des normes suivantes

||g|’LOO((O,T),LQ(R3)3)QL2((07T),H1(IR3)3) = supo<<7||G(., )2 + ||||6 ® G(., )| r2l|z20,7) ot
1013 = T2, fio lgs( O da

et 11V © Gl Ol 3oy = Simt o o Sips 10095(2, D) do dt.

(B) il eziste un temps mazimal T* > 0 (dépendant des paramétres précédemment cités)
tel que les équations (5.3) aient une unique solution @ € (Np_p. L((0,T), L*(IR*)®) N
L2((0,T), H'(IR?)%).

Si T < 0o alors limy_yp+

ﬁ(t, -)H(L2)3 = Q.

Démonstration. (A) Appliquons le théoréme du point fixe & ’espace L>°((0, T'), L*(IR*)*)N
L2((0,T), Hl(IR?’)S).

Notons respectivement Ep = L®((0,T), L*(R*)?) , Fp = L®((0,T), H'(IR?)?) et G =
L2((0,T), H'(IR?)?) les espaces que nous utiliserons pour les majorations.

Les constantes C' peuvent changer d’une ligne a I’autre mais resteront toujours indépendantes
de n,a,e et de T.

i) Terme initial :

|e"2io]| g, < ||dio||2. Pour contréler |[e"2 V||, , nous utilisons successivement les théorémes
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de Plancherel puis de Fubini (et de nouveau de Plancherel).

too . 1 3 +o0 B e
|z = 55> [ [ @ o a
=0

- G [ lmeF a

= H%Hg
Ainsi,
[l 2| |12 + ||V e o 2((0,1).22) < 2|0 |2
ii) Controle du terme bilinéaire :

On note B(@, @) = [, "% (w,  (@..V)d.) ds et b(@, @) = w. * (7. V),).
On a:

—

11

Cle + = )(lldlle, + 11|zl — 0|2,

VAR VAR VAN

alors
oo o _ ES IR . S L
||B(i, @) — B(0,0)||p, < CT(e* +e2 )(||dll g, + 10 2|7 — 0] 2,

et, en dérivant sur w,
el — = — —13 — —| — —|
|B(#, @) — B(¥,9)||p, < CT(e7® + e=27) (||t g + |9 )||T — V]|,
Nous obtenons donc
Lo . 3, _ —13. 0 . L
|B(@, %) — B(0,0)||a; < CT2(e” +e2 )(||dll e + 110]| )17 — 0] 2,

iii) Controle de la pénalisation :
On note (@) = w, * (|t ]*ud.) and L(d) = ozf(f et * (|d.|?id.) ds.

Sachant que
(@) — (V) = we * |t |* (T, — T.) + we * (|t — .|| + U.|)7.

nous avons :

1(@) = 1(0)|| &

IAIA

=9 — — — )
Ce= (1+ |[allf, + 191E,)1d — 0le,

[lwel[s[[wella ([[Vwellallil| 5 + [[Vwelloo 0] )@ = 0]

(3.7)

(3.8)

—

[lwellufwel 314l %, 16 = Ul 2r + [wel 1| lwel 51l 2, + [0]5,)[1d — o]l 2,
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3.1. SOLUTION DU MODELE MODIFIE ET CONVOLE

De la méme facon que pour I’étude du terme bilinéaire :

(1L(@) = L(0) |y + || L(@) = L(@) | < Ca(Te™ +T7€2 ) (1+|[idl [, +1[01]5,) || =],

(3.9)
iv) Controle de la pression :
Notons F(#) = * fo (=AY (1, * V.47,) ds.
De la méme fa(;on :
|1F (@) = F(@)||pr + |[F(@) = F@)|ay < S(e72T +eT32) ||id — 0|, (3.10)
v) Algorithme du point fixe :
On appelle
t
R@) = a - / 02w, % (. V)d.) — aw, * (|17.T) (3.11)
0
1= .
+-V(w, * w. * V.10)| ds.
n
Les majorations précédentes donnent
3 . e
1R(@)]| g + [1R(D)]]6r < 2lltoll2 + Co, (T + T2)(|Idl |5, + [ldl|5,) (3.12)

et

[1R(@)= RO |y | R = R(@) | < Ol (LHI[i01, H1813, ) (TH+T )| =5] . (3.13)

) (R envoie la boule B(0, 3||iy]|2) dans elle-méme) et

Choisissons T' = min(73, T5) tel que
_ : 1
Ty = min(1, 18C0, . ([[iio|l2+3/T@0l12)

Ty = min(1, ;5 (1i18||a0\|§)) (R est contractante, de rapport 3).

€,a,m

L’équation @ = R(#) admet donc une unique solution dans Fr N G pour un certain

T(|ldoll2, €, v, ).

(B) Soit T™ le temps maximal d’existence. Si T est infini alors la solution est globale.

Sinon, supposons un instant que lim; ,ps [|t(¢,.)]|z2 # oo. Il existe une suite (¢,)nen
telle que t, — T* avec ||[t(t,)||r2 < I. Pour tout n € IN, on peut alors construire une
solution sur [0, €] au méme probleme de Cauchy ayant pour donnée initiale (t,) : le point
important est de remarquer que € = €(||u(t,)|]2) = €(1). 1l suffit alors de choisir ng € IN
tel que t,, + € > T™ et de raccorder les solutions. Le temps maximal d’existence n’est

plus T, ce qui est absurde. O

Avant de passer aux égalités d’énergie, énongons un résultat sur la régularité de la

solution « :
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Proposition 3.1.3.
(A) La solution locale i des équations (5.3) vérifie @ € C®((0,T*) x IR?).
(B) De plus, @ € C([0,T*), (L*(IR*)3).

Démonstration. (A) Soit 0 < Ty <t < T*, on considere :

t
i o= TAg / DDk ((6.9)i,) — aw, * (|@.[2d.) (3.14)
Ty
1 — —
+—V(we *x we * V.0)] ds.
Ui

On montre par récurrence sur l'entier n que @ € (No_p, q,op+ L((T1, T2), H™).

Pour 0 < Ty < T} <t < T, on a successivement :
e 92U (Ty) || 5n < Csup(1, (¢t — To)~2)||@(To)| | sgn-1 (3.15)

et

| J, €42 [we x (0. Vi) — awe s (|i@[2d) + 2V (wex we s V.id)] ds|[gn <

CET (][ Lo 2 + 1100 2)-

En effet, nous avons vu lors des estimations L>L? et L H! que nous pouvions controler
tous les termes par la norme L>®L? en placant les dérivées sur w,.
Ces estimations prouvent la régularité spatiale de @ puis une régularité similaire sur 0,u.

La régularité temporelle suit en écrivant

—

g;—iu = AZu— Zlwe * (€.V)d.) — aw, * (|@]|*T) + %ﬁ(we s« we * V.10)].

(B) Soit T < T*. Nous pouvons écrire @ sous la forme @ = 'y + fot =M F ds avec
F e (L2((0,T) x R?))3.

Notons g = fg et=9Af ds. On sait que f + g est borné de L?L? dans L>L? (car
gl zoerz < VT fll222-)

Si f € D((0,T) x IR?), alors fot et=92f ds € C([0,T],L?). Vu que D((0,T) x IR?) est
dense dans L?((0,T) x IR?) et que Cy([0,7T7], L?) est fermé dans L>L?, on conclut que
f + g est borné de L2L? dans Cy([0, T, L?). Vu que t — €' est continu de [0, T'] dans
L2(IR?)3, alors pour tout T < T*, @ € C(([0,T], (L?)?) : ceci acheve la preuve. O

3.2 Egalité et inégalité d’énergie satisfaites par la so-
lution du modele convolé.

Nous allons montrer que T = oo et ainsi étendre @ en une solution globale.
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3.2. EGALITE ET INEGALITE D’ENERGIE

Proposition 3.2.1. Soit @ la solution du modele modifié et convolé. Alors u vérifie dans

D'(0,T*) l’égalité d’énergie suivante :
. 2 [ o
8t||ﬁ(t)||§+2/|V®ﬁ|2 dx+—/|V.ﬁe|2 dx+2a/|ﬁ€|4 do (3.16)
n

:/|a€|2(6.a€) dz

Démonstration. La solution @ étant réguliére, nous pouvons écrire (en prenant le produit

scalaire entre I’équation (5.3) par i :
— — 2 — —
olaf +2lVe il = Alu]® — 20w * ((.V)id, — 20w, * (i i) + =iV (we * we * V.10))
n

Ainsi, dans D'(0,7*) (on integre toujours contre une fonction h(%)r(t) ot h vaut 1

au voisinage de 0; les termes V.F avec F € L'L! ont une contribution nulle lorsque

A— ) :
at\|ﬁ|y2+2/|ﬁ®a*|2 de = — z/ﬁ.we*((ﬁeﬁ)ﬁe) dx—2a/ﬁ.we*(|ﬁ€|2ﬁe) do
9 . .
+ —/ﬁ.V(we*wg*V.ﬁ) dz
n

En effet, toutes les intégrales du terme de droite ont un sens, vu que nous intégrons des
fonctions L2L? contre des fonctions ayant la méme régularité.
Pour estimer les termes de droite, nous allons utiliser (la version polarisée) le théoreme

de Plancherel (comme w est paire, alors w, = w;) :

—
—

—2 [ Gw, * ((T.V)d,) do = (%3 S [ i (@ s do
- (27r3 Zz 1 JRs Uei (U’E€>uez do
= =2 [ Ue (ue.V)u6 dx
= f]RZS ‘ﬁe‘z(ﬁﬁe) dx

De méme :
/]R3 a.w, * (|i)*id,) dor = /IRS |t|* dx (3.17)
Enfin, une derniere utilisation du théoreme de Plancherel implique
Jpe @V (we xwe x V.7) dv = — [po(V.id) (we % w, x V.40) da
= — [gs V.. dz.
Ceci prouve 'égalité avancée dans la proposition. O

Proposition 3.2.2. Sin < 8a, nous avons l'inégalité d’énergie suivante :

t
YO <t < T ||u(t)z + 2/ /|V®uaj s)|> dw ds+(———)/ /](6.66)(33,3”2 dz ds
0

n a/ /|ﬁe(x,s)|4 dz ds < |||l
0
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Démonstration. Nous partons de 1’égalité obtenue dans la proposition précédente, vraie
dans D'(0,7%) :

. 2 [
6tHfzI(t)H§+2/]V®ﬁ]2 dx+;/lv.ﬁ€]2 dx+2a/\ﬁ€\4 dx (3.18)
:/me\?(ﬁ.ﬁe) dz.

Nous remarquons que &;||d(¢)||3 € L'(0,T), car s’écrit comme une somme de fonctions L'
(grace a la régularité connue sur chaque terme, d’apres 1’étude effectuée lors de 'appli-

cation du point fixe). Controlons le terme de droite en utilisant ceux présents a gauche :

VA > 0/ 7|2 (V.7,) dzo < /—w‘ dx+/—!V-ﬁe!2 dz
IR3 2 214

Lorsque A = 2a, nous avons, sous la contrainte n < 8« :

} 2 1. [
&Hﬁ(t)H%JrQ/N@ﬁF dx+(5—5)/\v.a€\2 dx+a/\ﬁ€\4 dr <0, (3.19)

Intégrons cette inégalité en temps : grace a la continuité de ¢ — ||@(t)||*> , nous obtenons

le résultat souhaité. O

Comme la norme |||, est bornée pour tout T" par |||z alors T* = oco. Il existe donc
une unique solution globale en temps satisfaisant les équations modifiées et convolées de
Vishik et Fursikov. Cette solution, réguliere, appartient a (L*°L?)® N (L*H)> N (LAL*)?
avec des contrdles uniformes dans L2H' et L®°L? et une majoration en a7 dans la

derniere norme.

3.3 Existence d’une solution aux équations modifiées

de Vishik et Fursikov

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le passage & la limite faible de Leray (lorsque €
tend vers 0) afin de construire la solution souhaitée. Dans cette partie, u, désignera la so-
lution des équations modifiées et convolées de Vishik et Fursikov, montrant sa dépendance
en €. Nous rappelons le lemme essentiel qui nous servira pour controler les termes non

linéaires (version vectorielle du lemme (2.2.7), la démonstration étant la méme).

Lemme 3.3.1. Soit = € D((0,+00) x R?) et @ une distribution telle que zii(t,x) €
(L2HY)? et 0y(z@) € (L?H)® (avec b > 0), alors il existe a € (0,1) tel que zi, €
HY(IR x R?))%.
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3.3. SOLUTION DES EQUATIONS MODIFIEES

La proposition suivante sera utile pour montrer la convergence du modele modifié et

convolé vers les équations modifiées de Vishik et Fursikov :

Proposition 3.3.2. Soit @ € (L>((0,+00), (L*)®)NL2((0, +00), (H)?)NLA((0, +-00), (L1)?)

solution globale des équations modifices de Vishik et Fursikov :
Oyt = Aii — (4. V)il — oid]*i + %6.(6.@)
Alors 1 satisfait ’égalité d’énergie suivante, vraie dans D'(0,+00) :
llidll3 = —2I|V @ |} — 2|l - %W-ﬁlli + /(ﬁﬁ)lﬁl2 dz. (3.20)

Démonstration. Comme 0,1 € (L*(0,+00), H)? + (L3 (0, 400), L3)? (nous utilisons ici
@xw, € (L2L2Y et LALAx L2L? € L3LE) et @ € (L2((0, +00), H'(IR®)))*N(L((0, +o0), (L*)))?,
on peut écrire 9,lil|? = 2 < 9,1, i > dans D'((0, +00) x R?)).
On en déduit dans D'((0, +o0) x IR?)) :

Ol + 2|V @ iif? = Alil? (|ﬁ|2 ) (6 u)|if?

- 3.21
—2au|* — 2|V @+ 2V.(V.i ). (3.21)

Fixons h € D(IR?) égal & 1 au voisinage de 0 et intégrons I’égalité précédente contre
h(5)r(t) ot r € D(0,00) puis faisons tendre A vers co. Comme tous les termes V.F
(avec F e (L*((0,+00) x ]R*))3) ont une contribution nulle, nous obtenons 1'égalité

avancée. O

Remarque :
Nous avons 9y]u][3 € L*((0,+00), L') étant donné que tous les termes présents a droite
dans les égalités d’énergie sont L, grace a la régularité L*L* de la solution. Ainsi, ¢

||i||2 est continu sur [0, +00).

Théoréme 3.3.3. Soit iy € (L*(IR*))3. Il existe une distribution ii(t, x) dans (D'((0, +00)x

]R3))3, solution globale des équations modifiées de Vishik et Fursikov. Plus précisément,

sous la contrainte n < 8a, nous avons :

i) Oyl = Aii — (V)i — alii*i + 1V(V.4).

ii) 4(0,.) = .

iii) t — u(t, ) est continu de [0, +00) dans (L*)?

iv) @ € (L=((0,+00), (L*)?) N L*((0,+00), (H")*) N L*((0, +00), (L*)*)

v)

vE> 0, |[@@)|2 + QfJfW@ﬁP dz ds
2 Ly [ [ \Va]? do ds+a [y [z, s)[* dz ds < [|dol|3.

(3.22)
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Démonstration. i) Lorsque € — 0, @, est uniformément borné (en €) dans (L>((0, o), L?))?
(dual d’un espace séparable) : grace au théoréeme de Banach-Alaoglii, il est possible d’ex-
traire une suite ., convergeant faiblement* vers une fonction o dans (L>((0, 00), L?))3.
De plus, nous avons aussi (& une sous-suite pres) convergence faible de V® U, Vers
V @ @ dans L2((0,00), L2)3*3 (car elle converge dans D'((0,00) x IR*)**® et nous avons
un controle uniforme en e, et 7 pour tout 7 > 0 dans L2((0,T) x R?)).

Fixons p € D((0, +00) x IR?). Nous avons immédiatement
< Oy, , p >—< Oy, p > et < At ,p>—>< A, p>. (3.23)

Etudions la convergence du terme < ﬁﬁ.(we % we x U,), p >. 1l suffit de montrer que
< We * W * U, p >—< U, p > (quitte & changer de fonction test pour conclure)

Appelons p(t, z) = p(t, —x).

Wk Ueyp> = < Uk (we—0g),p>+ <, %00, p>
= [t * (we — dg) * p](0)+ < U, p >

— < u,p> car U, converge faiblement vers

et [, # (w, — 8) * 4](0) < ||| cellwe % 5 — plle < Ilaol ol fwe * 5 — ol

On termine en écrivant
< We % We * U, p >=< We * U % (We — 0g), p > + < We * U, p >, (3.24)

la convergence faible de w, * . et le controle uniforme de w, * @, € L>°L? permettent de

conclure.

Pour faire converger les deux termes non linéaires, nous avons besoin d’une conver-
gence forte.
Pour toute fonction test ¢, d’'un coté, @i, est uniformément controlé dans (L2H')? et de

Pautre 0,¢t, Vest dans (L*H~%)® (avec s > 2) : en effet,

- -

|[pwe * ((te * we.V)te * we)||p2m-+ Cllwe * (e * we. V)t * we) |21
Cllte|| o 2| de| [ 20

C([lto]2)

IAIA A

et
%

Ue *we)HLQH*S Ctoz||7"_1’»6||%4L4||7“_L»€||L°°L2

C(|ldol[2)x>

||pawe * (|t * we <
<

ajoutés aux controles (uniformes en €) évidents de PAT et ¢V (V.. * we * w,) dans
L?H L.
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Nous pouvons de nouveau appliquer le lemme (3.3.1) et les critéres de compacité de
Rellich : il existe une sous-suite de ., convergeant fortement vers @ dans L? ((0,00) X
RY).

On écrit alors (pour p valant 1 sur Suppp + B(0,2))

— —

< we * ((Ue % We.V)Ue xwe), p >=< ((ptie) * we. V) (Plle) * We, we * p > (3.25)

Comme (i, ) *w, converge fortement vers i dans (L2L2)3 alors le produit ( (@, xw,.V )i, *
w,) converge faiblement vers (@.V)@ dans (L'L')? ; contre la convergence forte de wexp —
p dans L*°L°°, nous avons bien la convergence du terme bilinéaire.

Pour le terme w, * (|t * w|*@, * w,), on utilise la convergence forte de ., vers @ dans

3

(L3L?)j0c. En effet, d., converge fortement vers @ dans (L*L?)}

et u,, est bornée dans

3

(L>L?*)3 : par interpolation complexe, cette suite converge fortement dans (LSL?)3 .

D’autre part, ., est bornée dans (L?L%)3, donc w,, converge fortement vers @ dans
(L3L?)} . Tl en va de méme pour (pi) * w, ot p vaut 1 sur Suppp + B(0,3) : ceci assure

la convergence du dernier terme non linéaire. Nous avons donc prouvé

. 1o -
< 0,1, p >=< AT — (V)i — of@2q + ~V.(V.@),p > .

3

iv) Prouvons la régularité souhaitée sur @. De la suite @, convergeant fortement dans
(L2L?)3 , il est toujours possible (via le procédé d’extraction diagonal de Cantor) d’en
extraire une autre qui converge presque partout vers « (il suffit, par exemple, de recouvrir
[0, +00) x IR? sous la forme d’une réunion dénombrable de [i;i+ 1[xC}, ot Cy est la boule
unité et Cj, = {x : 28 < |z < 2FF1}).

Nous savons déja que @ € (L*L?)3. Remarquons que nous pouvons aussi prouver que
@ € (L=®L*)3 N LY(0,4+00), (L*)?) en utilisant le méme argument.
Pour v € L'[0,400), le lemme de Fatou permet d’écrire (comme |v||t,, |* est une suite

de fonctions mesurables positives convergeant p.p. vers |v||d|?) :

[ [ wlapasa < timint [ [ jol, Paode <1z ool
n—-+oo

Ainsi t — [ |d(z,t)]*dz € L™ avec ||d]| g2 < liminf, ;o ||t || o2

De méme, de cette suite i, , on extrait une autre sous-suite (toujours notée de la méme
fagon) telle que ., * w,, converge p.p. vers . Ainsi |u,, * w.|* est une suite de fonctions
positives, mesurables qui convergent p.p. vers |i]*. Une deuxiéme application du lemme
de Fatou permet de conclure :

T T
VT > O,/ /|ﬁ(t,x)|4 dr dt < liminf/ /|ﬁ€n *w,, (t,2)* do dt.
0 0

n——+o0o
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Ceci montre que @ € L*((0, +00), (L*)?).

v) Inégalité d’énergie vérifiée par la limite.
C’est une conséquence de la proposition 3.3.2. La solution @ vérifie I'égalité d’énergie

suivante, vraie dans D'(0, +00) :
. > . 2 e - >
o3 = —2||V @ |3 — 2a]|il|; — ;HVUH% + /V.u|u\2 dz. (3.26)
que nous intégrons entre 0 et ¢ :

e >0, [[a)3+2 fy [IV@d? dv ds+ 2 [) [|V.i? do ds

Zo \ A (3.27)
+2a f) [ |d(z, s)[* dz ds = ||@| 3+ [y [(V.a@)|@? de.

Sachant que f(f f(ﬁﬁ)m? dr ds < afotfh_[(x, s)|* dx ds + %fotf|ﬁﬁ|2 dz ds, nous
obtenons V¢ > 0 :
_ t P o ay [t (1S -
la@)lz + 2J, [IVed? de ds+(% -9 Jy JIV.a]* dz ds
+ afo Sl o)t dz ds <[]

Nous avons déja prouvé iii), conséquence de 1'égalité d’énergie vérifiée par 9;||d||3. 11
nous reste a montrer ii), ¢’est-a-dire vérifier que 4 a la bonne donnée initiale.
Soit a € D[0, +00) tel que a(0) = 1. Soit p € D(IR?).
[0 < @), p > dalt) dt = — < @.(0),p > — [ < dyii.(t),p > a(t) dt. Faisons
tendre ¢, vers 0. Comme @.(0) = @, (la solution issue de l'algorithme du point fixe a
pour donnée initiale i), U, et ;i (t) convergent faiblement respectivement vers @ et 0,4

dans (L2H')? et (L?H*)* (s > 3), le passage & la limite est licite lorsque ¢ — 0

+00 +oo
/ < @(t),p > dalt) dt = — < i, p > —/ < Qyii(t), p > alt) dt.
0 0

< 4(0,.), p >=< ty, p > étant vrai pour toute fonction-test, nous avons #(0,.) = . O

3.4 Convergence vers les équations de Navier Stokes

A cet instant, étant donné @, € (L2)3 vérifiant V.ip = 0, il existe un champ de

vecteurs i, dans D'((0,4+00) x IR?) tel que :
sty = Nty — (T V)l — || Ty + %6(6.@'@7).
Les parametres o et n sont liés par la condition n < 8a afin de satisfaire l'inégalité
d’énergie :
¥t > 0, [[Tan®)3 + 2[5 [IV @iiag? do ds+ (2 = L) [ [IV.(we # tia,)? dz ds
0 fy [ fan(e, )t de ds < || 3
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3.4.1 Passage a la limite

Faisons tendre a vers 0 (nécessairement 1 — 0) : pour cette raison, nous noterons simple-
ment le champ de vitesse 4,. De méme, par un autre abus de langage, a;, — 0 signifiera
toujours le couple (ag,nx) — (0,0).

L’inégalité d’énergie montre que nous avons des controles uniformes (en « et n et T)
de i, dans L>((0,+00), L2(IR®)?) et L2((0,T), (H'(IR*))*) pour tout 7' > 0. De ces
estimations, il existe donc une sous suite a4 telle que u,, — @ converge faiblement™
vers une fonction @ € L*®((0,400), L2(IR%)?) et V ® i, faiblement vers V @ i dans
L2((0, 00), L2)3%3,

Restreignons la condition portant sur a et n a n < 4« : sous cette nouvelle contrainte, non
seulement nous avons un controle uniforme de ||a iy ||z mais aussi de H\%ﬁu@“ 122
(en effet % - L > %)

Yo"

—

V(V.i,) :

Néanmoins, il nous manque une majoration uniforme en 7 du dernier terme

la seule connue est en \/%7 dans L?((0, +00), (L*(IR?))3.

Pour appliquer le passage a la limite de Leray, nous devons controler 0;(pt,) dans

1
n

(L2H=*)% ol p est une fonction test. La proposition suivante nous montre qu’il n’est
pas nécessaire de majorer uniformément %6(61@) pour l'obtenir. L’utilisation du pro-
jecteur de Leray IP (continu de LP dans LP pour 1 < p < oo et dans les espaces de

Sobolev) permet de contourner cette difficulté.

Proposition 3.4.1. De i,,, il existe une sous-suite (toujours notée i,, ) qui converge
((0,00) x R?))?.

fortement vers @ dans (L},

Démonstration. Soit p € D((0, +00) x IR?).
a) pIPi, est uniformément borné dans (L?(IR), H'(IR?))? (par continuité de IP de

(H')? dans lui-méme).

b) 9,(pIPi,) est uniformément borné dans (L*(IR, H?(IR*)))® pour o > 3.
Pour cela, nous écrivons 0y(plPi,) = Pi,0,p + p0;(IPi,).
Le terme IPii,0;p est évidemment contrdlé dans (L?(IR), H'(IR?)).
Etudions le deuxiéme : pd,(IPi,) = plPdyitn = pAlPi, — pIP((iy.V)ila) — aplP(|ia|2il).
Les deux termes pIP(Adly) et pIP((iZ,.V)ila) sont respectivement controlés dans (L2H1)?
et (L?H~7)* (L*L* C L*H° pour o > 3, toujours par continuité du projecteur de H*
dans lui-méme).
Le dernier terme ap|i, 2@, est majoré dans (L2L')3 en a2, étant donné que |||@a|?|| 222 <

Ca? et ||@a||z~r2 < C; ainsi, nous avons une majoration uniforme de apIP(|@,|%uz)
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dans (L2H°)% en a2 (et donc uniforme lorsque a < 1).
Nous pouvons de nouveau utiliser le lemme 3.3.1 : pIP, est donc uniformément controlé

dans (H*(IR x IR*))? pour un petit a > 0.

c¢) Montrons que (Id — IP)i, = %ﬁ.ﬁa converge vers 0 dans L?((0, +o0), LS(IR*)3).
Comme ||V.@||1202 < C\/7, V.d, converge vers 0 dans L2((0,+00), L*(IR*)?), donc
(Id — P)i, = VA V.1, converge vers 0 dans L((0, +00), L(IR?)?), de par les inégalités
de Sobolev dans IR?.

Terminons la preuve : en écrivant pi, = plPu, + p(Id — IP)d,, de par le point c),
p(Id—1P)i,, — 0 fortement dans (L?L?)? .. De b), nous savons qu’il est possible d’extraire

loc*

une sous-suite de i, telle que IPi,, converge fortement dans (L7 (¢, z))?, nécessairement

loc
vers @ (vu qu’il y a convergence faible vers @ et par unicité de la limite dans D). Nous
avons donc le résultat annoncé. Remarquons que nous obtenons de plus @ = IP@ (par

continuité de P de (L?)? dans (L?)? et convergence faible de ,, vers w.) O

La proposition suivante est la clé de ce chapitre, vu qu’elle fournit un controle uniforme

de la pression du modele approché.

Proposition 3.4.2. I est possible d’écrire p, = —%(ﬁﬁa) = R,+5S, tel que HRQHL%L2 <

C' et pour p € [3;4], ||Sa||L§L o < Ca ou C est une constante uniforme en o et 1.

Démonstration. Comme nous ne pouvons avoir de controle via I'inégalité d’énergie, I'idée
est d’injecter p, dans 1’équation aux dérivées partielles vérifiée par i, en prenant la

divergence de celle-ci

1 le . = -
Opa = (14 ;)Apa + EV.(ﬁa.V)a’a + —V.(|ta* ). (3.28)

SHES

Regardons-la comme solution de I’équation intégrale suivante

t
1
palt) = lF9Ap / et=0+arl gy L o g (3.29)
0 n n
ot A = V(. V)ily et B = V.(|ta|?,).
Rappelons d’abord que py = 0 vu que V.ip = 0 et Ua(0,.) = dp.
Considérons le changement de variable suivant en temps o = s(1 + %) et 7 =1t(1+ %),

nous obtenons :

pal——t) = /OTQ(T“)AW A N T (3.30)
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Notre but est d’utiliser la régularité maximale L”L? du noyau de la chaleur : écrivons

donc I'équation intégrale dans ce sens

pol ) = [ AR AT + oz BT ) (331)

B[ =

i) Premier terme xA.

Comme 1, est controlé dans (L*L3)? (par interpolation complexe entre L>®L? et L2LS)
alors (i, V)i, € (L3L5)3.

Grace aux inégalités de Sobolev dans R3 (% —

3 = 3, par dualité¢ de H' — LF), nous

obtenons un controle de LA dans (L5 L?)%. Ainsi

)i, (3.32)

ii) Deuxieme terme % B.
Ici, nous ne pouvons utiliser un controle (L*L3)3. En effet, nous arriverions & une ma-
joration de |tiy|?t, dans (L§L1)3, cas prohibé pour majorer xB puisque nous sommes
confrontés au cas limite des injections de Sobolev.
Utilisons donc une autre interpolation.
Comme 1, est uniformément borné dans (L*L?)3 N (L*>L5)? alors w, l'est aussi dans
(1710 o
s=5+(1=AN0et o =5 +15 ainsi o+ o = 3.

6

Puisque 2— 1= -1 nous trouvons + B € L5((0,400), (mefz (IR*))3). Ce controle est

3 6p
valable pour p € [3;4[, d'ott A €]3; 2].
Donc
IR
AP e e <C(l+-)r. 3.33
5B €O ) 33

Finissons la preuve : définissons R, et S,

(3.34)

par la régularité maximale du noyau de la chaleur 1.3.3 (3 <p < 4) :

. 3
|| Ra, (H_l)HL%H < C(l—l—%)zx,nous obtenons donc [|Ro|[ 4 , < C et [[S, H Bt < Ca.

Par exemple, si A = nous avons p = 2 et un controle de S, dans L7L 7 O

12’

Remarques :
1) Nous aurions pu majorer les deux termes %A et a%B de la méme fagon. En effet,
V & iy et a2|ug|? sont tous deux controlés dans L2((0,T), LA(IR%)).
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Comme i, € (LPL9)3 (% + 3% = 1), le produit (2. V)ily est majoré dans (L"L%)® avec
1,1 _ 1 41 .1_1 1 1 L2 1 :

sty =qeto+g=ydonc xAetaxBlesont dans L'L! ot 5+ =1, (r € [1;2[, donc
s €]1;3] et t €]2;3]) : nous avons donc une majoration uniforme sur p, dans L"L, mais

ce controle ne montre pas que I'un des deux termes tend vers 0 dans D’'((0, +00) x R?).

2) 11 est intéressant de constater que la proposition 3.4.2 donne un controle de la pression
dans certains espaces L"L! mais la contrainte r < 2 doit étre respectée. Ainsi, méme avec
le controle obtenu sur p,, nous n’aurions pu montrer la proposition 3.4.1 sans passer par
le projecteur de Leray.

Nous avons maintenant tous les outils pour prouver la convergence.

Théoréme 3.4.3. (convergence vers les équations de Navier-Stokes)

Soit iy € (L?)3 tel que V.iy = 0. Les solutions des équations modifices de Vishik et

Fursikov convergent vers celles des équations de Navier-Stokes (au sens de Leray) lorsque

(a,m) — (0,0) :

Il existe un champ de vitesse i € D'((0,+00) x R?) satisfaisant :

1) @ e L®((0,400), LA(IR*))3 N L2((0, +00), H(IR?))3

2)V.ii=0

3) il existe p € D'((0,4+00) x IR?) tel que ,ii = Al — V(@@ @) — Vp. De plus, p € L2L2.
Démonstration.

1) Nous avons déja prouvé 1). Remarquons que nous pouvons aussi obtenir i € (L>(0, +00), L?(IR*)?)

par utilisation du lemme de Fatou.

2) La convergence faible (& extraction pres) de V.i,, vers V.« dans L2L?  nous assure

//W.m? gnminf//ﬁﬂakﬁ < lim inf g || 2
ap—0 Nk —0

(par I'inégalité d’énergie vérifiée par i, sous la contrainte ov < 47n) qui tend vers 0 lorsque

que

. — 0. Nous aurions aussi pu utiliser le fait que IPu = u.

3) Nous avons les convergences suivantes dans D'((0, +o0) x IR?) :
Oplly, — Oy, At,, — Al (3.35)
La convergence forte de i,, vers @ dans (L*L?)? _ assure aussi celle de
(T, V)i, — (@.V)i. (3.36)

Enfin i, |2, est controlé dans (L2LY)3 par o2, il tend donc vers 0 dans D'((0, 00) x R?).
La proposition 3.4.2 nous assure un passage a la limite licite pour le dernier terme

1 - - -
n_V(Vﬁak) = V(Rak + SOék)‘
k
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Comme || R,|| < C, nous pouvons extraire une sous-suite (appelée R,,) qui converge

Lire
faiblement vers une distribution p € L3 L2. Donc VRa, — Vp dans D'((0, +00) x IR?).
6. < Cay, il advient que 65’% — 0 dans D'((0, +00) xIR?).

Tq—12

Lorsque q € [3;4], ||Sa"’||L%L
Nous retrouvons bien les équations de Navier-Stokes vu que (4.V)d = V.(d ® @) lorsque
V.ii=0et e L*H"

Le fait que p € L2L2 vient du fait qu’il peut étre déduit de @ € (L*L?)?® par la formule

p=— sz’ Z;j’ %aiaj (uju;) car %@Bj est un opérateur de Calderén-Zygmund. O

Remarque : Comment pouvons-nous retrouver ’expression habituelle de la pression ?
Nous avons une expression locale de p comme limite (lorsque o — 0 donc n — 0) de p, =
—%(ﬁ.ﬁa). Nous souhaitons voir comment retrouver (qualitativement) p = —%ﬁ(ﬁﬁ)ﬁ
a partir de celle-ci.
Rappelons que p, a été injecté dans I’équation Oyti, = Ati, — (da.ﬁ)ﬁa + %6(6%) Nous
obtenons (en omettant le terme a|i,|*#, car nous avons vu qu’il avait une contribution
nulle lors du passage a la limite lorsque o« — 0) :
Opa = (14 2)Apa + LV.(00. V)i,
Ainsi p, vérifie I’équation intégrale :

Po = / Cermaeeba g LAl e a9y as (3.37)

0 n 1+n"A

Faisons tendre « vers 0 : nous retrouvons alors ’expression habituelle de la pression si
nous considérons une sorte de phase stationnaire ou le temps serait concentré en t.

— —

En effet, supposons %V.(ﬁa.V)ﬁa constant et mettons tout le poids de l'intégrale en

s = t, nous retrouvons alors p = —x V.(@.V).

3.4.2 Inégalité d’énergie (de Leray) vérifiée par la limite.

Pour montrer totalement que la solution construite est une solution au sens de Leray,

vérifions qu’elle satisfait I'inégalité d’énergie. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.4. La fonction t > ||il|z est continue de [0,00) dans (L*)® muni de la

topologie faible.

Démonstration. Nous savons que p € L3L2.

De 0,ii = At — (i@.V)@ — Vp, nous avons 0, € L'((0,T), (H*)3) pour tout T' < 400
et s > 3 (en effet Vp € L3((0,T),(H™Y3) c LY(0,T), (H*)*)). Alors @ est continu
de [0,T) dans (H~*)3. De plus, comme (t,.) est borné dans (L?)3, t —  est continu
de [0, +00) dans(L?)® muni de la topologie faible (ceci étant vrai pour tout 7' > 0 et la

continuité est une propriété locale). ]
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Proposition 3.4.5.
t
vt > 0,||ﬁ(t,x)yy§+2/ /|V®ﬁ|2 dz dt < ||y||3. (3.38)
0

Démonstration. Nous savons que sous la contrainte 0 < n < 4« 1w, vérifie

Ve >0, i) + 2f [IV@ua? do ds+ 2 f] [|V.ii]? dz ds
+oafy [|ua(z,s)|* do ds < ||d|3-

Soit a(t) une fonction test de D(0,00) : nous savons qu’il existe une suite oy telle que
aii,, converge faiblement vers a(t)d dans (L?((0,00) x IR?))? (convergence dans (D')3
et borne uniforme dans L2((0,7) x IR*)® pour tout 7' > 0) et V ® Uy, faiblement vers
V ® @iy, dans (L2((0,00) x RR?))3<3,

De I'inégalité d’énergie précédente, nous obtenons donc :

[ [ a(t)2|a(t)2d dx+2f|a Wy [IV@a(s)? ds dr) dt
<liminf,, o [ []a(t)|?|da, ()]* dt dm+2f|a(t)|2(f0tf|ﬁ®ﬁak|2 ds dz) dt
< Jo|* [ le(t)]* dt.
(3.39)
On choisit VYt > 0 a(t) = 2=0(=2) avec © € D(IR) tel que [|O]* dt = 1. On obtient

alors :

1
Vi

limsupn_,of%|® (= t°)| |(t)]] L2 dt+2fg°f|ﬁ®ﬁ(s)|2 dx ds < ||do||?. (3.40)

On termine la preuve : - si ty > 0 est un point de Lebesgue de la fonction mesurable
t — ||@]|2 alors la limite sup précédente est égale a ||@(t)||7.. Donc l'inégalité d’énergie
est vérifiée p.p. to > 0.

- sinon, on considere une suite ¢, de points de Lebesgue qui converge vers t, ; dans ce cas
l|u(to)|]3 < liminfy , ., ||u(t,)||3 par continuité faible pour ¢ > 0 de ¢ — ||u(t)]|3 (d’apres
le lemme 3.4.4) et Oto [V @ d(s)|2dsdz = limy, I IV ®i(s)]? dz ds.

Ceci assure l'inégalité d’énergie pour tout . O

3.4.3 Donnée initiale

Pour clore ce paragraphe, il nous reste a montrer que (0, .) a la bonne donnée initiale.

Nous savons déja que la donnée initiale est bien définie d’apres le lemme 3.4.4.

Proposition 3.4.6.
La solution u vérifie a l’origine :

a) 7(0,.) =

b) ||@ — uplla — 0 lorsque t — 0T,
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Démonstration.

a) Pour montrer que (0, .) = iy, fixons a € D([0, +00)) tel que a(0) = 1. Soit p € D(IR?).
[0 < da(t), p > Bia(t) dt = — < @a(0), p > — [ < Byida(t), p > alt) dt.

Faisons tendre « vers 0. Comme 1,(0) = up, les convergences faibles de w, et 0t (%)
respectivement dans (L2H1)3 et (L3((0,T), H 1)) (pour tout 7' > 0) donnent :

[T < (), p > da(t) dt = — <o, p> — [7° < 9yi(t), p > alt) dt.

Ainsi, < 4(0,.), p >=< 1y, p > est vrai pour toute fonction-test, donc (0, .) = .

b) Il suffit de prouver que lim, o+ ||@]]|2 = ||Uo||2 vu que u(t) converge faiblement vers
dans L2 D’une part, la continuité faible assure que liminf,_ o+ ||@||o > ||@o|]2 et d’autre

part la proposition 3.4.5 donne I'inégalité manquante : im sup,_,q+ ||@||2 < ||@o]]2- O

3.5 Solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et

Nirenberg

Il nous reste a vérifier que la solution obtenue vérifie ’égalité d’énergie locale de
Scheffer pour s’assurer qu’elle est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. En
effet, les conditions locales de régularité sur @ et p sont largement assurées vu que nous

sommes dans le cas L? et que nous avons obtenu des conditions globales.

Proposition 3.5.1. La solution @ € D'((0,+00) x IR?), construite dans le théoréme
(8.4.3),vérifie l’égalité d’énergie locale de Scheffer :

il existe une mesure p, positive et localement finie, telle que l’égalité suivante soit vérifiée
dans D'((0, +00) x R?) :

O + 2|V @ @® = Al@)? — V.(|@]*7) — 2V.(pd) — p. (3.41)

Démonstration. Nous partons de 1'égalité d’énergie vérifiée par i, (3.3.2) , vraie dans
D'((0, +o0) x IR?)) :

Oial? +2IV @ @] = Alida]? = V.(|Jual?da) + (Vi) |a]?

(0%
—20lity|* = 2|V.lin|? + 2V (V il Gin)

et nous faisons tendre o — 0 (nous rappelons que cela induit que le couple («, ) — (0,0)).

a) Nous savons déja qu'il existe une sous-suite ,, qui converge fortement vers u dans

(Li,

2 ((0,00) x IR?))? et faiblement dans (L>H') (nous avons une borne uniforme dans

cet espace), ainsi le passage a la limite des termes 0;|t, |2, Alua, |* ne pose pas probleme.
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b) La sous-suite i, converge fortement vers # dans (L2 _((0,00) x IR?))?. Comme
3

U, est uniformément bornée dans (L*L?)?, elle converge dans (L°L?)} . D’autre part,

k
par les inégalités de Sobolev, w,, est uniformément controlée dans (L2L°)? | alors i,
converge fortement vers # dans (L3L3)? . : nous avons donc dans D'((0,400) x IR?),

loc
V ([l [Py, ) = V.(Ji1]2).

¢) Etudions la convergence de |V & i, |* dans D'
Nous allons montrer que nous n’avons qu’'une convergence vers ]6 ®u|* + p ot p est une
mesure positive localement finie.
D’une part, |6 ® Uy, |* est une suite bornée de (L'L')? | elle converge donc (& extraction
pres) dans D’ vers une distribution 7.
D’autre part, V ® @ est limite faible dans (L2L%)?  de la suite V ® @y, (car elle I'était
déja pour la premiere suite ay, donc I'est toujours apres plusieurs extractions).
Soit ¢ une fonction-test positive ¢ € D((0,T) x IR?) :
Considérons louvert O = {(z,t), ¢(x,t) > 0} (car ¢ est continue) et 'espace L%(O, ¢pdzdt),

muni de la mesure ¢(¢, x)dtdz. Nous avons

| <V @i, |2, ¢ >= //O IV ® @u(t, 2)26(t, ) do dt = ||6®ﬁak||12(07¢dtd$)

Par isométrie de L2(O, ¢dzdt) dans L2(O, dzdt) via f — f1/@, on obtient que /@V @ ila,,
converge faiblement vers v/¢V & @ dans L?(0,dtdx).

Ainsi ||v/@V @ @] 22 < liminfy_ o0 |[[VOV @ @, || 1212

Par passage & la limite, nous obtenons < T, ¢ >> [|voV @ @[22 =< [V @ @2, ¢ >.
Ainsi < T — |V ® @2, ¢ >> 0 et nous pouvons conclure que T = |V @ @] + p (une
distribution positive est d’ordre 0 et le théoreme de représentation de Riesz permet de

'identifier & une mesure positive localement finie).

d) Sous la contrainte n < 4a, la somme — (V. )|t |? + 200|a, |* + %|6ﬁak|2 est
positive. De plus, elle peut étre controlée (a une constante pres) par la somme de deux
distributions positives |, |* + %|§ﬁak|2
Celles-ci sont uniformément controlées dans (LILI)ZOC contenu dans l’espace des mesures
localement finies (dual de Cp, espace de Banach séparable). A une sous-suite pres, la
somme — (V. iy, )|, |2+200 |Tn, |4+% Vi, |2 converge donc (par application du théoréme

de Banach-Alaoglii) vers une mesure y' positive localement finie.

e) Comme toutes les distributions convergent, il en va de méme pour la derniere

ﬁ(ﬁﬁa Uy) = 26-(]% U,) (ce que nous savions déja, par les controles obtenus sur la

ESAIN
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3.5. SOLUTIONS ADAPTEES AU SENS DE CKN

pression approchée).
Nous allons utiliser les criteres définis par la proposition (3.4.2) :

Pa = Ro + Sq avec |[Rq| 4, < C et pour q € [3;4], HSO‘HL%L o < Cou.

7q—12

4
3L2

De l'estimation précédente, nous pouvons extraire une sous-suite R,, qui converge fai-
blement vers p dans L3 L2 et telle que @, converge fortement vers @ € ((LL2).)* (de

par la convergence forte dans (L2 (¢, z))? et la borne uniforme dans (L>°L?)? : le produit

loc

Uy, R, converge donc faiblement vers pt dans (L},.(t, z))>.

k loc

D’autre part, S, est borné et tend vers 0 dans L7L~7 (prendre ¢ = %) Intégré contre

.. uniformé 5lé 81,%)3 1yl 3g=Llegtlyly3,1_5
i, uniformément controlé dans (L°L%)° (car § X 3+ 5 x0=35et 3 X 4+ 5 X 5= 13),

nous obtenons pour tout p € D((0, +00) x IR?)

J IVt 2).4da(t, 2)Sa(t, )| dtdz < C(p)||dall 5, 12(Sall 5,12 qui tend vers 0 lorsque
a— 0.
5 7
Pourftre plus précis, nous avons |[Sal| s 12 < ||Gall]wp2l|Uall}s 50+ do1
[ [IVp(t,z).da(t, x)|Salt, )| dtdz < C’(p)a|]ﬁa||iwL2||ﬁa||iQH1.

En regroupant a) a e), nous avons donc prouvé dans D'((0, +o00) x R?) :

&) + 2|V @ @ = Ali]> — V.(Jd]*T) — 2V .pii — p. (3.42)
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Chapitre 4

Equations modifiées de Vishik et

Fursikov - Donnée initiale dans Luloc

4.1 Approximation de la donnée initiale

Etant donné @, € (L?,,.)* a divergence nulle, nous souhaitons utiliser les résultats

uloc)
du chapitre précédent pour établir une estimation a priori du champ de vitesse dans
L?

ce paragraphe, nous allons construire une suite @ € (L?)? préservant cette condition

2 .. Pour ce faire, nous devons nous ramener & une donnée initiale dans (L?)? : dans

sur la divergence et vérifiant a la fois [|dg||r2, < Cl[to||2, ~ainsi que dy — Uy dans
utoc utoc

(L3

2 )2 faible*. Dans le cas scalaire, il suffisait de considérer @ = T B(0;2n)Up, VUL qu’au-

cune condition sur la divergence n’existait. Dans le cas vectoriel, I'idée de Basson [3]
fut de projeter (par le projecteur de Leray-Hopf) une suite de troncatures de la donnée
initiale puis d’ajuster a une constante pres : la principale difficulté vient du fait que IP

n’est pas continu de (L?,,.)% dans (L?,,.)%, ni méme privé des constantes (voir annexe A).

uloc

Nous reprenons ici sa démonstration.

Soit 6 une fonction C* telle que O(x) =

x|) (& symétrie radiale), valant 1 pour

0
|z| < 1 et nulle pour|z| > 2. Posons % = P[0 ()] lorsque R > 1.

Proposition 4.1.1. [ existe une constante C' > 0 (dépendant uniquement de ) telle que
< Cllo|| .

uloc

a divergence nulle, et tout R > 1, on ait ||a¥]| 2

uloc

pour tout ty € L?

uloc

Démonstration. On écrit wy = 0(% )iy — (I — P)[(L) o).

Le premier terme ne pose pas de probleme vu que ||0(%)to|| 2

uloc

< [10]|oo|ltio]| 2, . Pour
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4.1. APPROXIMATION DE LA DONNEE INITIALE

le second, nous écrivons :

V.(0(3)0).

—

(Id —P)[6( )] = V

1
R A
Comme 6(%)ty est a support compact, alors 6%6.(9(}%)@0) est bien défini dans (L?)3.

Sachant que V.iiy = 0, on peut donc écrire, en notant K le noyau de I'opérateur 6% :

V0 = 7 / Ko~ )90(%) io(y) dy (4.1)

Sachant que |K(z)] < C|z|™? (car homogene de degré (—1) en Fourier), nous allons
couper l'intégrale en deux selon que |z —y| < R et |[x — y| > R. D’une part,

! S0 Y K e
R le—y|<R Ko y)V@(E)-uo(y) dy = (E]I|~T|<R) * (VH(E)~UO) (4.2)

1
— fo|<R_| dr < C'et L *Liloc

du premier terme dans L?, _ :

5L en K@= y)V0(E)doly) dyl < [[V0().00 1z

uloc

< |IVOllsolltiollz2,,, = Clldollrz,,,

Comme ||E 1, <rl1 < € L?, ., nous avons un controle

uloc?

D’autre part, lorsque |z — y| > R, le support de 69(%) étant contenu dans {z; R <

|z] < 2R}, on a:
% Joyior K (@ = y)VO(%).do(y) dyl 15 Sy <an [T dy
Cl o] 2

uloc

IA A

En conséquence, la proposition est prouvée. O
Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoreme :

Théoréme 4.1.2. [ existe une constante C' (indépendante de n) telle que toute fonction
iy € (L?

2 )3 a divergence nulle soit limite faible* dans (L?

2 ) d’une suite Wy de fonctions

L? a divergence nulle, vérifiant ||udg|r2 < Cldol|2,

Démonstration. Soit iy € (L a divergence nulle.

uloc)

1) Commengons par construire une suite @j , & divergence nulle et bornée dans L2, ., qui
converge uniformément vers i, sur tout compact de IR?.
Fixons un compact @ et étudions plus précisément I’expression #}, en commengant par

calculer (I —IP)[0(%)uo]. En reprenant les notations de la proposition précédente, nous

savons (le volume de la boule unité dans IR® étant égal & ) que K(z) = \Y 4;‘%%' = ﬁ.

Nous avons donc
VaV(0(p)io) = 55 [ =t VO(%)-Goly) d
= or ) VO (y) dy+ r J (= + 25)VO(4).doly) dy
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CHAPITRE 4. EMVF - DONNEE INITIALE DANS LYoo

Montrons que la deuxieme intégrale tend vers 0 lorsque R — co. En effet, lorsque |z| < A
(z € Q), comme R < |y| < 2R (# vaut 1 sur B(0, R)), il suffit de prendre R grand devant
A (par exemple R > 10A pour s’assurer que |z — y| > 91—]0%) et on a

C(9

IN

|47er o— y|3 |y\3 VG(%)-ﬁO(y) dy| fR<|y|<2R|x||uo( )l dy

AHUoHL

IN

uloc

en utilisant toujours I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en réalisant une partition de B(0, 2R).

Notons la premiere intégrale
prily = —— / “I90(L a0 (y) dy. (4.3)
AR ) |y? 'R

Etant indépendante de 2, ¢’est une constante bornée par C||d|

L2
uloc

Regardons le cas ot i est un vecteur @ constant de IR* (que nous noterons simplement

a par la suite).

Par abus de langage, nous notons donc

1
— [ — (9 dy.

En utilisant le fait que 6 est a symétrie radiale, nous pouvons calculer pra :

PRO = 47er @%V@ % h.a dy (4.4)

= mrl —0(F) dr f|y|=1 y(y.a) do(y)

On peut choisir une base de IR? telle que a = |ale;. Ainsi, nous obtenons :

et 0) Ao = fy floler dofy)

Par symétrie, il vient :

iy v(ya) do = 1 [(2 442+ y2)ale; do

47r
3

= a

En intégrant entre 0 et oo, on a pra = §.

Finalement, nous avons montré que
i = PO(F)d]
= 0(%)a—VEV.(0(%)do)
— %a lorsque R — oo
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4.2. ESTIMATIONS A PRIORI DU CHAMP DE VITESSE

Pour revenir au cas général, nous écrivons :

af —af = (0(%) — )iy — VLAV.(0(2)id)
= —pr(tdy) + o(1) lorsque R — oo

La constante pgr(iy) étant bornée quand R — oo, elle admet au moins une valeur
d’adhérence \ = lim pg, (y) pour une certaine suite R,, — oco. De plus, le calcul précédent
nous donne A% — 2)\ lorsque R — oo.

Posons désormais la suite 4 = uOR" + 3)\R" c’est celle-ci qui conviendra. En effet, chaque
terme de cette suite a une divergence nulle puisqu’il est somme de deux projections de
Leray. Par construction, sur le compact @, elle tend vers .

2) Montrons qu’elle converge faiblement* vers i, dans (L?,,.)% et qu’elle est bornée dans

uloc

cette norme.

D’apres la proposition précédente, la suite @ est bornée dans (L?,,.)% et converge forte-

uloc
ment vers iy sur tout compact de IR?, alors elle converge faiblement vers iy dans (L?,,,)°
muni de la topologie faible*.

Enfin

1.2

3
12, + 5lIA™
uloc uloc

< Clldollz, +CA

||Uo||L2 < ||U0 ‘

uloc

Comme A = limg, o pr, (U) €t prilo est uniformément bornée par C||iy|[L2, , nous
utoc

obtenons aussi un contréle de A en fonction de |[|d|[z2 . Ceci achéve la preuve. O
utoc

4.2 Estimations a priori du champ de vitesse

Soit 4@y € (L?,,.)%. Considérons la suite @y € (L*N L2, ,)* approchant (au sens faible*)

uloc

Uy dans L2, et vérifiant ||dg|| 2 < C||do]| 2
uloc uloc

uloc
Pour chaque n € IN, il existe une solution
an, € Lo((0,00), L*(IR*)*)NL2((0, 00), H'(IR*)*)NL*((0, +00), (L*)?) résolvant I'équation :

8§ = AF— (§.V)F — alg)*d + ~V(V.9)

dli—‘

avec donnée initiale @} € (L?)3.
Nous partons de la solution des équations de Vishik et Fursikov et non pas de I'ap-

proximation convolée car celle-ci ne se préte pas aux estimations L2, . selon la méthode

uloc?
développée par Lemarié et exposée dans le premier chapitre. Nous rappelons que celle-
ci est basée sur une estimation a priori de la vitesse et de son gradient via une égalité

d’énergie locale.
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CHAPITRE 4. EMVF - DONNEE INITIALE DANS LYoo

Nous utiliserons les mémes notations que celles utilisées dans le deuxieme chapitre :
Soit x une fonction test positive, égale & 1 sur [—3; 3J* et non nulle sur [—1; 1] telle que
> rezs X(x — k) = 1. Nous appellerons x(z) = x(x — k) et désignerons par @ le cube
k + [—1;1]%. Nous utiliserons aussi @}, le cube k + [—2;2]3.

Nous rappelons que les normes supy || f||r2(q,), supy || f[lz2q) et supg [|[xxf]|z2 sont
équivalentes (car ), .5 x(z — k) > C).

Dans les estimations, on considérera les normes suivantes :

fomsn. =sw [ )il ar s

et

t
1o =50 [ [ @l fisalt o ds

Dans les démonstrations (afin d’alléger les notations), nous noterons la vitesse @ et

non plus 4y, .

Lemme 4.2.1. La solution i, , vérifie l'égalité d’énergie suivante, valable dans D'((0, 00) x

R?) :

4 [xglan, > de+2 [ xil V@@, |* do+ 20 [ xalar, |* do+ gkaW-ﬁZ,n\Q dz =

)

f|ﬁg,72AXk dx—i—kaWgn (ﬁﬁ” dx—i—f|u |2 ka , dr
)

an
—2 [ (@, V) x (V.aar,) dz= (1) + (2) + (3) + (4).

Démonstration. La démonstration est similaire a celle effectuée dans le paragraphe por-

tant sur les égalités d’énergie (lorsque la donnée initiale appartenait a (L?)?). On part de

I’équation suivante

. 1o -
Oyt = Al — (@.V)ii — oid|*i + ~V.(V.4)

3

On prend le produit scalaire avec yu.
D'une part @ € (L2H1)3 4 (L3 L3)3 et d’autre part @ € (L2H)® N (LALY)3.
L’égalité Oyxi|i|*> = 2 < O, > a donc un sens dans D'((0, +00) x IR?), et on a :

— — — — [ — 2 - —
Opxlt)? +2x|V @ dl = xpAlad]® — 2x4a.(€.V)d — 20, |a]* + EXkU-V(V-U)-

Fixons désormais h € D(IR?) valant 1 au voisinage de 0 ; nous intégrons I’égalité précédente
contre h(%5)r(t) avec r € D(0,00) et faisons tendre A vers +o0.
Le terme bilinéaire est antisymétrique, donc :

lim —2/ h(f)Xk(x)ﬁ(ﬁﬁ)ﬁ dx:/ Xl @V dx—i—/ @V xp.@t d.
IR3 A IRB R3

A—+o0
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4.2. ESTIMATIONS A PRIORI DU CHAMP DE VITESSE

D’autre part :

tim [ B ()i V(9 ) de = /IR ol Y dr - /}R (@) (V) da

A—+o0 R3

Nous obtenons donc 'égalité d’énergie avancée. m
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de ce paragraphe :

(IR*))? tel que V.iip =0 et 0 < n < 4ov. Il existe une
constante K, > 1 (dépendant uniquement de n, donc uniforme enn, R et €) et un temps

— _ 1
T0(||u0HLizoc’77) T 2K3 (1 ldol[F

uloc

Proposition 4.2.2. Soit iy € (L?

uloc

2 tel que pour toutt < Ty :

2 = 2 4
182,12+ 11V @@ 2y + alld, e

1% 2 i 4.5
E N e 45)

uloc

1
(+HlaglZ, )2
uloc

Démonstration. Reprenons les notations du lemme (4.2.1)

%kalmz dz + 2ka‘§®’Lﬂ2 dz + 2o [ xp|ul? d.%—l—%ka’ﬁ.ﬁ’? dr —
J V8 A+ [’ (V) de o+ [1al Vs do =5 [@V)a(Va) de = (46
(1) +(2) + (3) + (4).

Majorons les quatre termes de droite & l'aide de |[a]|2, et de ceux présents & gauche.
uloc
Le premier est évident
()] < Clfi2s

Le deuxieme terme se majore par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et nécessite la relation

de dépendance entre « et 7.
2)] < [axil@)t de+ [ x| V.a? da
< [oaxlal* dm—l—fﬁxﬂﬁ.mz dz
Le controle du troisieme terme s’effectue a 'aide des injections de Sobolev. On a (pour p

valant 1 sur Suppy et a valeurs dans [—2;2]%)

1B < NdllZs g, < ol
— — — 3
< Cllprtd]]2]|V @ (prtD)[]2)2

3 N 3
C(||U||L12J,loc + ||U/||Liloc||V ® UI||L2(Q;C))

IN

aprés utilisations successives de ||V @ (pp@d)||2 < C(||@]]2. + ||V ® il|z2(q;)) puis

uloc
(a+b)2 < C(a2 + b2). Enfin,

(4)]

uloc

SVl L (Qu)llll 2

IA A

Sl IV ® al|2qy)
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Nous privilégions le controle des termes par ||V ® || 12(q,) plutodt que par ||ﬁ.ﬁ]|L2(Qk)
uniquement pour garder la méme relation de dépendance entre a et 7.

On intégre maintenant en temps (a chaque k fixé t — ya est (C[0,00)L?)?) puis on
prend la borne supérieure sur k € Z3. On obtient alors (en tenant compte du fait que

0<n<da)

[FDI -+ 21V @2,

T )uloc

t 2
<1l +Csupy Jy 1fallfs, IV @ dllfagy, ds+
= — t — —
C(E sy S 11 2z, 19 @ Tluacyy + I () +ﬂM@h)d$

< Cllaol3e +1IV @D, +COL+5) Jy i(s) e+ llullz: | ds

+O“/Hu” L4L4 1||V u||(L2L2

w)uloc )uloc

Dans la derniere majoration, nous avons successivement utilisé les inégalités de Cauchy-
Schwarz et de convexité

(C(ab)? < C'a® + C"bS avec C" aussi petit que souhaité ainsi que a® < 32 + 1af).
Ainsi, en notant K, = C(1 + n%) > 1, on obtient :

@72, + IV @l s, + allillip,
uloc uoc

< Kylllaolls 4+ fi (a2, +1as)][% ] ds

1||v u|| L2L2

uloc uloc

La fin de la preuve est snmlalre a celle effectuée dans le cas scalaire :
soit y(t) = ||t |32 +f(f (|la(s)l12. +]|d(s)[|S2 ) ds. Cette fonction vérifie 'inéquation
uloc uloc uloc

différentielle (14 y) < Kg’(l +y)? (avec K, > 1, quitte & prendre C' > 1), qui se résout
1 1
(1+y(0)2  (1+y(0)?

0 < = < ! — 1.
un controle de y pour t < SRl P avec y(t) < \/<1+|u0|12 T 1 O

uloc

en < 2K;t. En remarquant que y(0) = |||}, , nous obtenons donc
uloc

4.3 Passage a la limite

Faisons tendre n — oo : nous notons u" la solution controlée dans le paragraphe
précédent. La proposition précédente fournit les majorations nécessaires a la construction

d’une solution L>*L?, des équations modifiées de Vishik et Fursikov.

uloc

4.3.1 Equation vérifiée par la limite

Pour tout 7' < Ty(n), on a des estimations uniformes de @™ dans (L?*(0,7)L?)3, . et

de V @ @ dans (L2(0,T)L2)33. Lespace (L2(0,T)L?)uoe étant le dual de Despace de

uloc*

Banach séparable

{f € L3,.((0,7) x R/ > || £llz2(om)x w0 < o0}

kez3
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4.3. PASSAGE A LA LIMITE

on peut extraire, par le procédé diagonal de Cantor, une sous-suite (notée de la méme
facon) telle @™ converge faiblement* vers @ € Nocrer, (L2(0, T)L2) e tout comme V @ u”
(nécessairement) vers V @ i € Mg, (L2(0, T)L2)3<3

uloc®
Fixons p € D((0,Tp) x R?). Montrons que :
— 1 — =
< Oyt p >=< At — (@.V)ii — o|d|*i + EV(V.@’), p>. (4.7)

Nous savons déja que < 0yu™, p >—< Oy, p > ainsi que < Au", p >—< A, p > et

< V(V.@"),p >—< V(V.@Q),p >. Le passage & la limite pose réellement probléme pour

les termes non linéaires ol nous avons besoin d'une convergence forte.

Pour toute fonction test z € D((0, Tp) x IR?), nous savons que zi™ € (L?L?)? et 0,(za") €

(L*H~?%)3 uniformément en n :

)3 et (L2H")3, . de @™ impliquent un controle (uniforme
)3 de u"

. . N 1 —|9 = . AT 2
induisent un controle (L?>L)? (en a?) de az|i|*d. Les autres termes sont au pire controlés

d’une part, les controles (L>L2,

en n) (L2LY)3 de 2(@.V)@ et d’autre part les controles (LALY)3, et (L®L2,,
dans (L?H~?)3 si I'on ne tient compte que du controle (L*L?) .. de @™.

Ces estimations permettent donc d’extraire une sous-suite de u" convergeant fortement
vers 4 dans (L?)} ((0,Tp) x R?).

On termine la démonstration comme d’habitude : le produit d’une convergence forte par

une convergence faible montre que
< (@ N, p >—< (AN, p > .

Enfin, nous pouvons aussi controler le dernier terme o < |a"|?*u™, p > : la convergence
forte de u™ dans (L2L?)} . ajoutée & un controle dans (L>*L?)? = donne une convergence
forte dans (L°L?)} . Couplée au controle uniforme dans (L?L°®)3  (injections de Sobolev),

loc*

la suite (4™),, converge fortement vers @ dans (L*L?)? . Donc
a < |a"Pam, p >— o < |d*d, p >

Ceci montre que la solution @ vérifie les équations modifiées de Vishik et Fursikov.

4.3.2 Reégularité de la limite et inégalité d’énergie

Rappelons que de la suite précédente, il est toujours possible d’en extraire une (par
le procédé diagonal de Cantor) notée de la méme fagon et qui converge ponctuellement
vers .

Montrons d’abord que @ € Noerer, (L>(0,T), L?,,.)°.

uloc
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Soit v € L0, +00). Pour tout k € Z3, par le lemme de Fatou, nous avons

[ [ 1hata? ao e <tmint [ [jehola? do e <@g, il

Ainsi, t — [ xpld(z,t)]* dz e L™ avec ||| eooz2, < Hminfy, oo |[@"]] oo 0422

uloc uloc
3

Toujours par le lemme de Fatou, on obtient aussi la majoration dans (L*L%)3, .

Pour tout 0 < T' < T}, on a
T T
/ /Xk\vj(t,x)|4 dr dt < liminf/ /Xk]fzfn(t,:c)|4 dz dt
0 n—-+0o 0

. < , . 014 4
i r 1 m rieure sur k : .
soit, par passage a la borne supérieure sur k HUH(L‘;Lé)uzoc H(L‘;Lj)uzoc

Pour les termes de gradient, nous utilisons la convergence faible de V® " vers V@4

dans (L2L?)33 ainsi :

< liminf,, o ||a"

IV @ @l (1207122 0100 < Mi0f [V © @[ (2200,1)22) e

uloc

Il en va de méme pour
HVl_L'| |(L2L2)uloc § hm mf ||V’l_jn| |(L2(O7T)L2)uloc'
n—oo
Ainsi, nous avons, pour tout 0 < 7T < Tj :

1@ D72, + IV @illfs

—
4
uloc uloc (LTL4x)uloc

LiINT 7712 T
+ —HV'LLH 272 S 1 37
n (LTLz)uloc (1+H"20Hig )2 —2K,,]T

uloc

4.3.3 Donnée initiale.

Nous devons montrer que la solution construite a la bonne donnée initiale.

Proposition 4.3.1. La solution @ précédemment construite converge vers iy dans L2, (IR?).

Démonstration. Nous partons de la solution «@". Soit a € D[0, +00) telle que a(0) = 1.
Soit p € D(IR?).

[0 <@ (t),p > da(t) dt = — < @(0),p > — [ < g™ (t), p > a(t) dt.

Faisons tendre n — oo.

Pour tout R > 0, nous savons que u" et 0yu"(t) sont respectivement uniformément bornés
dans (L?H'(Bg))? et (L*H~2(Bg))? alors (a4 une sous-suite pres) convergent faiblement
nécessairement vers @ et Jyii. Ainsi, nous avons déja que @ € C([0,Ty), H;,2(IR?))? et

%(0,.) a un sens. De plus 4 converge faiblement vers .

Alors par passage a la limite

+o0 +o0
/ < U(t),p > Owal(t) dt = — < Uy, p > —/ < Ogtil(t), p > al(t) dt
0 0
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et donc ©(0,.) = .

De plus, nous pouvons immédiatement remarquer que la fonction ¢ — () est continue
dans L?(Bgr) pour toute boule By (espace muni de la topologie faible) : en effet, elle est
bornée dans L?(Bg) et continue dans H?(Bg). Montrons que cette convergence est en
fait une convergence forte.

Jutoc

Revenons sur les estimations a priori uniformes de |[a"(¢)[|2, et de IV @1 \(L212
utoc

Nous obtenons que, pour ¢ petit,
/Xk|ﬁ"(t,x)|2 dx—/xk|ﬁg|2 dz < Ct.

Soit ¢y assez petit et d,,(t) une suite régularisante (en particulier d’intégrale égale a 1).

Nous avons donc que

T T
/l/%@—@mﬁwdxﬁ—/kmmﬁméC/j%@—mtdt
0 0

o0

Comme @" converge faiblement vers @ dans (L*L?*(Qy))? et @} converge vers iy dans LS,

alors

T T
/ /5m(t—t0)xk|ﬁ(t,x)|2 dx dt—/Xkﬁ()F dr < (J/ Sm(t —to)t dt.
0 0

Il nous reste a faire tendre m — oco.

Si to est un point de Lebesgue de la fonction ¢ — [ |x,@|*> dz alors il vient

/MW%dem—/&mm%mscm

Sinon, nous ’approchons par une suite de points de Lebesgue qui converge vers tg, le
résultat restant vrai par passage a la limite étant donné que xu(t) est faiblement continue

dans L?. Ainsi, d’apres I'inégalité précédente, quand t — 0, nous avons

lim sup |XRE) |22 < ||/ Xwtio |22
t—

Comme par continuité faible, nous savons déja que ||\/xxto||r2 < liminf, o ||v/Xx@(t)]|L2

alors limy g ||\/X&x@(t)||z2 = ||v/Xxto||z2 condition suffisante pour prouver la convergence
forte (lorsqu’il y a continuité faible). O

Dans cette partie, nous obtenons donc le résultat suivant :

Théoréme 4.3.2. Soit i@y € (L2, (R*)? tel que V.iy = 0 et n < 4a. Les équations

uloc

modifiées de Vishik et Fursikov admettent une solution locale : il existe une distribution
i(t,x) € (D'((0,T) x R*))? telle que
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i) Oyl = ANl — (iL.V )il — alii?i + 1V(V.i)
i) @ = 1y (avec convergence forte dans L? (IR?)).

i11) Plus précisément, U a la régularité suivante :

VO <t < Ty, onat e (L=0,t)L2,.)° N (L0, HH' )30 N (L0, ) L*)3, . avec
1O, + IV @ @l 22) 00 + 130,028,000
T 4.8
+5 ||V U|| (L2(0)L2)tor = \/(1+|u0|2 Z 2K 1 (48)
uloc

Remarque : Comme mentionné lors de I'introduction, la condition de divergence nulle n’in-
tervient pas ici étant donné qu’elle n’est utile que pour la convergence vers les équations
de Navier-Stokes.

Néanmoins, le temps dépend de 7 et tend vers 0 lorsque n — 0. Comme il n’y a pas de
controle uniforme en 7 sur le terme de pression, cette méthode devient inopérante pour

prouver la convergence vers les équations de Navier-Stokes.

Pour faire face a ce probleme, 'idée serait d’utiliser une nouvelle fois le théoréme

de régularité maximale du noyau de la chaleur : cependant, dans L?, . nous ne pou-

uloc)

vons 'exploiter. En effet, lorsque une fonction f € L?, , nous n’avons aucun contrdle de

fo e=9AAf(s,.) ds dans L?
Notons W (t — s,z — y) le noyau de l'opérateur e®=®2A et partageons f = flzp +

uloc?

s oe indépendamment de t.
fllgs_s5 = fi1 + fo ol B est une boule de rayon 1 centrée en z € IR>.
Pour la partie bornée, nous pouvons utiliser le théoreme de régularité maximale et

conclure positivement

t
[ / IAA (s,) dsll oz < Ol ez,
0

Le second terme est celui qui pose probleme étant donné que |W(t —s,x —y)| < C—3 = y|5

Nous obtenons donc, pour x € B, et en notant @y le cube k + [0;1]?

IN

]fot =92 Afy(s,.) ds| Cfgfmfz s,y) dy ds
1
Cfo Zk;eZB |k|>0 Tk Lf» ka |f2(s, ) dy)>
< CVt|f l(£202),. (d’apres le théoreme de Cauchy-Schwarz)

(4.9)

IN

En allant plus loin, nous devrions en fait controler I’expression

t
A
/ e(t_s)%?]I]Rs_Bf(s,.) ds
0




4.4. UN RESULTAT PARTIEL D’UNICITE

comme cela avait été fait lors de 1’étude de la pression approchée dans le cas L2. D’une

. . . _g)A
part, nous ne pouvons controler directement le noyau de I'opérateur de e(*=%)%

% : soit
il est controlé en %, soit en ﬁ Dans le premier cas, il diverge au passage a la limite et
dans le deuxieme, il diverge dans l'intégrale en temps.

Il reste a tester le changement de variables (qui avait été salvateur lors de ladite étude
de la pression approchée) : posons s = oe et utilisons de nouveau un controle du noyau

de e(c7)2A en - |5, nous obtenons pour toute boule B de rayon 1 :

T t t—s A
/ /\/ IR fo(s,) ds? dz dt = / / / DA fy(oe, ) do|? dx dt
o JB Jo €

< / (Il

0

qui ne converge toujours pas. Nous verrons dans le prochain chapitre qu’il faut jouer sur

la taille des boules intégrées pour pouvoir utiliser le théoreme de régularité maximale.

4.4 Un résultat partiel d’unicité

Dans cette partie, nous nous intéressons a la question de 1'unicité des solutions du
modele modifié de Vishik et Fursikov. Nous obtenons seulement un résultat partiel : en
effet, comme nous n’avions ajouté qu'une régularité L*L* aux termes pénalisés (pour
préserver le changement d’échelle), il paraissait difficile d’obtenir une réponse positive
quand le critére de Serrin nécessite une régularité L8L* [58]. Toutefois, nous avangons le

résultat suivant pour les grandes valeurs de « :

Proposition 4.4.1. Soient 4 et v deux solutions des équations modifies de Vishik et

Fursikov avec la méme donnée initiale iy € L?,,,. (4 divergence nulle), telles que

@ € L2((0,T), (L40)") N L2((0, T), H'Y2pe O LH(0,T), L) cf
7€ L=((0,T), (L2,,.)) N L2((0, T), H')3,,. 0 L4((0, T), L3, pour T < Tp.

uloc
Sous la double contrainte o > 6 etn <2, @ =7 sur (0,T) x IR’

uloc

uloc )uloc

Nous savons que pour (a,b) € IR? :

(a—b)(a®>—0*) = (a—0)?*(a*+ ab+b?)
= (a—b)*(E(a+b)?*+ 1(a—1b)?)

L’idée de la preuve est simple : elle consiste a adapter cette égalité au cas vectoriel pour

controler le terme bilinéaire grace a la régularité L*L2.
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—

Démonstration. Notons f u—vetg=u+

. Let p € D(IR?). Nous partons de 'égalité

suivante vraie dans D'(0,T) (obtenue en prenant le produit scalaire < f, ,(it — 7) >) :

8tfp|f|2 dx—|—2fp|V®f|2 dr + 2 f
J AplfT2 dx—2fpf

En effet, les intégrales sont toutes dans L'(0,T) grace & la régularité (L2H')3

(ALY}

uloc

u

—»

ik

—

[67) dao

Jf V.f dx

x+2afpf

(I
(v.V)7] d:z:—2

|72 —
[Vp

(4.10)
N

uloc

des fonctions considérées. Nous appliquons cette égalité a p = xj en remar-

quant que 8, [ xx|f|> dz € L'(0,T) comme somme de fonctions L.

Nous avons, tout d’abord :

—

Flapria— 020 = (F+gPF+§) - 3G - PG - 1)
= @+ PP+ 111+ 51, a + 9P
> LR+ o + |7 - o (411)
> PP+ 5P
= Hfear+ Yo
L’inégalité suivante en découle :
O [xklf1? dz+2 [ x|V ® f? do + 2 kaﬁf dz+a [xe(|f @ d)?+|f@dP) dr <
fAXk|f|2dx—2kaf (@) — (0.V)7] dx—;}fok.f V.f dz
(4.12)
En considérant
2/Xkﬁ[(ﬁﬁ)ﬁ— @V dz = 2 | xif(F.V)d dx+2/><kf.(z7€)f dz
= =2 [T P dr—2 [ a9 a
2 [ (@97 der2 [ @9)F a
SCWﬁz\V®MWQw+6/MU®ﬂ2M
6 6 o> o
s [l i o S [oal9. 72
« a
6 L
%/ Wl f@if do+ = /xk|V®f|2 dz
«
E/Xk|f®’0|2 dx
et 5 o
5/§Xk-f V.fdr < EH _»||Liloc||§' Fll 2@
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nous pouvons maintenant intégrer I'inéquation en temps et prendre la borne supérieure
sur les valeurs de k.

Comme

uloc

wq/r Moz, IF & iz ds < S [ 1SN, ds+ 217 s, oo

tc . R Cl t 5 1 R
SI;P/O EHf( ez, IV-f($)|[r2q) ds < F/o ()22, d8+5||v~ 172, 2
nous obtenons (vu que 0, ka\ﬂQ dz € LY(0,T) et ||\/xxf(0)]]2 = 0)
IOy, + (0= D98 T, o + 4~ DTy g+
sf@dllls, oo+ SN @UIL, 20 SCO+5+; ) Jo 1)1 2, 98
(4.13)

Sous la double contrainte o > 6 et 7 < ¢ (elles ne sont évidemment pas optimales mais o

doit étre minoré) et en notant y(t) = fot 1f(s)|]3. ds, nous devons résoudre I'inéquation
uloc

différentielle /() < C(a, n)y(t) :

||f(t)||%ilo < y(t) < y(0)eC@mt Comme y(0) = 0, 'unicité pour les grandes valeurs de

« est montrée. O

Nous obtenons donc un résultat partiel d’auto-similarité (pour les grandes valeurs de

a).

Corollaire 4.4.2. Soit iy € (L}},.)° (& divergence nulle). Si o > 6 et n < § et si ty est

homogéne alors la solution i, des équations de Vishik et Fursikov est auto-similaire.

Démonstration. Tout d’abord, comme iy € (L?,,.)* est homogene alors iy € M3 (car

= [lo||yy2s)-

Si @ est I'unique solution des équations de Vishik et Fursikov définie sur [0,7] x R?

SUPx>o ||)\U0(>‘95)||L2

uloc

de donnée initiale homogene 1, alors on peut étendre @ a [0, \72T| par @, (t,z) =
A (A%t, A\x) : en effet, pour vérifier que Ay (N2, A\x) = pily(p%t, px) lorsque t < A72T et
t < p?T, on pose (si X < p) 0 = p?t,y = pxretr= % < 1, nous devons alors prouver,
lorsque @ < T et y € IR?, que @, (0, y) = riia(r?0,ry). Comme ce sont deux solutions des
équations modifiées de Vishik et Fursikov avec la méme donnée initiale (homogene) dans

(0,7) x IR?, I'unicité prouvée dans la proposition précédente permet de conclure. O
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Chapitre 5

E‘quations modifiées de Vishik et

Fursikov - Donnée initiale dans M2

5.1 Construction d’une solution globale

Soit @y € (M23)3 (donc @y € (L2,.)%) tel que V.idy = 0. Nous avons vu dans le

uloc

chapitre précédent que nous pouvions approcher cette donnée initiale par une suite 4 €
(L3

2 N L%)3 telle que les équations

—

. 1o -
Oyt = AT — (@.V)i — ofi?d + V() (5.1)

admettaient une solution j, , associée a la donnée initiale ug. Celle-ci vérifie, sous la

contrainte 0 < 7 < 4a, lorsque ¢ < To({|to|z2, ,n) = 2K3(1+|Iéo\|2 E
e K Liloc

le controle uniforme suivant :
(22 +119 © Tyl Zays).,

1w =~ 2 T
+ o lIVotan)llizzie),, = \/ p——7 <A

+ al|tia] ’?L;%;l)uloc

1
(1+ll@ol2, )2 g
uloc

< (U ll. (1 - £)7F.

Nous allons adapter la preuve de Lemarié [35] pour construire des solutions globales
2

2 e (pour toutes les valeurs de « et 7).

sachant que nous n’avons pas d’unicité dans L

Néanmoins, celles-ci préservent le changement d’échelle.

Théoréme 5.1.1. Soit @y € (M>*®)? tel que V.ip = 0 et 0 < n < 4a. Il existe une
solution globale i, € D'((0,+00) x R?) vérifiant les équations modifiées de Vishik et

Fursikov et satisfaisant :

|t (t)]* do < +00.

1
sup
zo€IR3,t>0,R>0 R + \/E |x—z0|<R
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1 / t/ Ve :
sup |V ® g, (s,2)]° dz ds < +oo.
zo€IR3,t>0,R>0 R + \/% 0 le—z0|<R K
L /t/ tan(s,2)|* do ds < +
sup Q|Ug (8, T r ds 00.
zo€IR3,t>0,R>0 R+ \/1_5 0 Jl]z—zo|<R !

1 t 1=
sup —/ / —|V. ity p* dz ds < +o0.
20€R3,1>0,R>0 1T + VtJo lz—zo|<R T

Démonstration. 1) A partir de la donnée initiale @, € M>?, il existe une suite @ € (L?)?,

A divergence nulle, approchant , dans (L?,.)*> muni de la topologie faible * et dont

uloc

la norme (L2, ) est controlée par celle de . On remarquera aussi que cette suite,

uloc
construite, a une constante pres, par projection de la troncature de la donnée initiale
est dans (M??)® (car le projecteur de Leray est continu de (M2?)® dans lui-méme) et

converge faiblement* vers iy dans (M?3)3.

2) Pour A\ = 2V fixé, soit j € IN tel que 0 < j < 2N. Considérons simultanément les
(2N + 1) changements d’échelle sur la donnée initiale approchée :
U5 ;(x) = 5 g (5)-

3) Pour ces 2N + 1 données initiales (qui sont en particulier L?), nous avons vu dans
le chapitre 3 qu’il était possible de construire 2N + 1 solutions globales aux équations

modifiées et convolées de Vishik & Fursikov E) ;, oi

=

3tU,\,j,n,2J'e = Av}\,j,n,Qje — Waje * ((U)\,j,n,2je * ijE'V)U)\,j,n,Qje * wzje)

—QWaj * (|U)\,j7n,216 * w2j6’26/\,j,n,2je * w2je> + %6(w2j56‘(ﬁ>\,j,n,2je * w?k))

avec donnée initiale @ , ;(x) = %ﬁg(%x)

Ces solutions sont construites de telle sorte qu’elles vérifient
17)‘7j7n72j6(t7 x) = 2_j?'7)\,0,n,€(4_jt’ 2_]'2:) (5.2)

En effet, si ) g5, st solution de E) g, c avec donnée initiale @,y , alors 550 0., (477,277 2)

A

est solution de F) ;,, 2ic avec donnée initiale 2%173(2—]:10) Cette derniere coincide donc avec

"'unique solution globale ¥} j2i ayant pour donnée initiale uj , ; € L2

4) A partir de ces 2N + 1 solutions, nous pouvons extraire 2N + 1 solutions des
équations modifiées de Vishik et Fursikov, pour la méme suite ¢, — 0 (pour 7 = 0, il
existe une suite e, telle que Uy o, converge vers une solution v o », puis par extractions

successives de €, , nous construisons 2N autres solutions jusqu’a définir ¥ oy, @ la suite
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€ qui conviendra est la derniere extraction). Autrement dit, il existe (U jn)jen;jep-N;2V]

tels que :
{ Orjm = ADxjn — (Orjin- V)02 jin) = T2 T jin + 2V (V.05 i) 5.3
Uiag(e) = gig(5w)

satisfaisant vy ; ,(t, ) = 2790, 0., (477t,2772) ; le chapitre précédent nous donne un controle

sur chaque solution vy j,, :

1 .
2K (LI gydo(gyo)l2, )2

uloc

lorsque 0 <t < T =

1005 ()17 +||V®Ux,jnll2L2L;>uloc + allBgallizsro.,,.
_, =1
+ 2V gl B2z, S A+ l5d(zo)l5: J1—4)7.
utoc

1

1 Y\ .
IR = R (G alE, 70 Pour tous A = 27 et tous j &
uloc

Sachant que

[27N; 2V] quitte & prendre Ty plus petit, nous obtenons donc I'estimation suivante, valable

pour tout ¢ tel que 0 <t < To(n, ||to| y2) :

1B (IBs + 11V © Bl

z)uloc

_I_ a|’17)\,jn||4L4L4 )

uloc

S -1
+ %HV'UAJ,TLH%LfL%)ulOC < ( + ||U0||M2 3)( - TLO) 2.
5) On pose @y, = 30 0n(52, £) : nous pouvons étendre @y, sur (0,4VT,). A I'échelle

J = 0, nous pouvons estimer ) , : Comme

— =1
[Bon®lZ < (U lollZ) (1 - £)7, (5.4)

par changement de variables (¢ = f\—;, T = %), on obtient, pour tout 0 < t < 4VTj :

— =1
SUD o em? Jjp—goj<on |Tan(B)F dE < 28 (14 [[ido][,,5) (1 — 3575) 2 - (5:5)

Nous avons aussi un controle pour les 2N autres changements d’échelle.
De vy jn(t,z) = 2790y 0.0 (477t,277 ), il vient pour tout 0 < ¢ < 4N :

4it Vg
o Nz
u/\,n_2 UAJ”()\Q’T
Gréce au controle de ||T) jn(t)|[3. . nous obtenons par le changement de variables (¢ =
uloc

%, T = %”3/ avec A = 2™V) pour tout 0 < ¢ < 4V Ty, ot j € IN est tel que j € [0;2N] :

- =1
SUPg,eR3 f|a:—xo\§2N—j ’u&n( )’ dt < 2N j(l + HUOHMz 3)( ﬁ) 2. (5'6)

6) Nous souhaitons maintenant estimer f‘mﬂo‘ <plUn(t)]* dt lorsque R est un réel

contenu dans [27V; 2V,
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Pour R € [1,2"], il existe jy tel que 270 < R < 20+,

Si t < 1R?Tj alors le controle obtenu en (5) fournit :

) -1
Siaaojer lD0n(®F do < 270+ 0] ) (1 = grrbors) 7
< 220 (1 4 [ido|[2,..5)
<

47]%(1 + ||ﬁ0||?\423)

Si t > 1Ry alors 4t > 47°T; donc il existe k entier (0 < j < k < N) tel que
4
4k S T(t) S 4k+1

- =1
Jooen a2 o < 25914 [fio] 24, (1 — et )

(5.7)
< %\/Tio(l+||u0||M2’3)

La démonstration est similaire dans le cas R € [27V; 1] ou les roles de 2% et 297! sont,

inversés. Autrement dit :

1
sup sup sup

—1
Uan () dz < C(1+Ty? )(1 + ||io
I(JEIR‘;/\ oN Re[2— N2N A<ANT, R+ \/_ lo— JUO|<R| ( )| ( 0 )( H HMZS)

(5.8)

De la méme fagon, les majorations des autres termes suivent :

sup sup sup

1 .
/ / IV ® tizn(s,7)|* dz ds < +oo.
el A=2N Rel2- N2V <av Ty R+ V1t Jo Jie—aoi<r

L / / liyn(s,2)[* dz ds < +
sup sup sup |ty n (s, z z ds 00.
20€R3 A=2N Re[2-N;2N| t<aN Ty R+ \/7_f 0 J|z—z9|<R

t
1 -
sup sup sup / / —|V. iy p|* dz ds < +oo.
lz—zo|<R T]

zo€IR3 A=2N Re[2-N;2N]t<4NT,

7) Nous pouvons maintenant passer a la limite lorsque N — oo puis lorsque n — oo.
Par un procédé d’extraction diagonale, nous construisons une solution ,, vérifiant les
équations modifiées de Vishik et Fursikov ainsi que les majorations avancées dans le
théoreme. Le passage a le limite reprend exactement les mémes arguments que ceux

exposés dans le chapitre L? O]

uloc*

Remarque : Pour construire des solutions globales, il suffisait de considérer N+1 équations
(correspondant aux grandes boules). L’intérét de considérer les 2N + 1 équations réside

dans les majorations obtenues, valables pour tout R > 0.
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5.2 Majorations uniformes en 7 et «

Etant donné i@, € (M23)3 tel que V. = 0 et 0 < 1 < 4a, nous partons de la solu-
tion ,, définie sur (0,+00) (que nous noterons, dans ce paragraphe, simplement ) et

vérifiant 1’équation modifiée de Vishik et Fursikov :

— 1 - -
Ot = Al — .V — a|it]*d + =V (V.i)
Ui
Cette solution est (L>=((0,T), L?,,.))>N(L*((0,T), H))3, .N(L*((0,T), L*))3,.. pour tout

T > 0 et vérifie les estimations du théoréme (5.1.1).

L’idée est, via une égalité d’énergie, de trouver un espace de Banach X contenant
M?3 tel que I'on ait des majorations uniformes en « et 77 sur une bande (0,7) x R? de
ld]|x et [[V @l r2x.

Considérons w(z) = (1 + ]xP)*%

avec A €]1;2[ et posons X = L*(wdx), espace L? &
poids.

Lemme 5.2.1. On a inclusion : M?3 C X.
Démonstration. Soit @ € M?3. Décomposons 'intégrale sur une somme de couronnes.

Pour z € B(0,1), on a: [, [i(z)Pw(z) do < ||d][}...

Pour 27 < || < 2% (on note €} cette couronne), on écrit
/ ]ﬁ(t,a:)]2w(:z:) dz < 2‘”/ W(t,x)|2 dr < 2(1_’\)3'“1]]\?\-4273.
G G
On somme sur j € IN et comme A > 1, on obtient que [ |d(¢, z)]*w(z) dz < +oo. O

Dans la suite de ce paragraphe, nous utiliserons les notations suivantes :
p(t) = [lu(t,z)Pw(x) dx
Bt) = [ [IV @ i(s, )| *w(z) dz ds.
(1) = fy [ elii(s,z)|"w(z) dz ds.
3(t) = fy [ LIV.i(s,z)[Pw(z) dz ds.

)

Lemme 5.2.2. Soit T > 0. Pour toutt < T, les quatre intégrales précédentes sont finies.

Démonstration. Soit T'> 0 fixéet 0 <t <T.
Pour p(t), nous décomposons w sur la boule unité et une somme de couronnes C; = {z €
IR? 2/ < |z| < 27+'} en utilisant la majoration suivante :

1
sup sup

it z)* dr < +oo. (5.9)
R>0 zocIR3,t>0 R+ \/E |lz—z0|<R
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D’une part

p(t) < Jpoo lEE2)? dz < C(||do|[yy22, ) (1 + VT) < 0 (5.10)

D’autre part

+oo 5—)j = 2
p(t) < TOQ fcj \u(t,x)| dx
< Y20V [ fat ) da (5.11)
< o0

En effet, nous appliquons (5.9) & R =27 sur (0,7) :
Q‘j/ i@(t, x))? dz < C(1+279VT) < +oc. (5.12)
B(0;29)

Les trois autres intégrales se traitent de la méme fagon (les estimations étant les

meémes). O

Comme les estimations doivent provenir d’une égalité d’énergie, les inégalités de So-
3 38
bolev impliquent que l’espace naturel pour controler la pression est L/ Lz (w%dx). Pour

des raisons techniques qui apparaitront lors de la preuve de la proposition suivante, nous

introduisons la3for;ction wi(z) = (1+|z[>)~% avec p €]2; 2 4+ 22 [C]3; 3[; nous allons alors
estimer p € L7 LZ(widz) (nous verrons en fait que 'exposant p = 2 ne convient pas

pour assurer la convergence des intégrales, d’ou la petite marge choisie). On cherchera de
nouveau a la controler par le théoreme de régularité maximale du noyau de la chaleur :
pour ce faire, nous utiliserons les p-classes de Muckenhoupt et le fait que w € .A% (voir

annexe B).

Proposition 5.2.3. Soit T > 0 fizé. Pourt € (0,T) définissons

t 1 - 3 ! 3
a(t) :/ /—3|V.ﬁ|2w1(:)3) dz ds:/ /|p(:v,s)]2w1(x) dz ds.
oJ n2 0

Il existe une constante C (indépendante de o, n et T') et un exposant R > 1 tels que :
a(t) < 3B+ 371+ C [y (p(s) + (p())* + (p($)") ds. (5.13)

3 3
Autrement dit, nous avons un controle uniforme de la pression dans L7 L7 (wydx).

Démonstration. On note p = —%(ﬁﬁ) On a déja vu que :
1Y sl 1.V =
p(t) = _m/o ot S)(1+37)A(1+E)AZ.(Q.VﬁJraWFﬁ) ds (5.14)
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E
Par le théoreme de régularité maximale dans L2 L2 (widx) (ce résultat est prouvé dans
Pannexe B) , en notant f; = |V ® @], f» = va|i|? et g = @, il existe une constante C

telle que :

e [ [Itiolunw i ds+ova [ 1ol ar o

Nous allons traiter les deux termes (f;g) de la méme fagon vu que nous souhaitons le
méme controle L?(wdz) sur chacun des termesf;.
En décomposant w; sur la boule unité et une somme de couronnes C; = {z € R? 27 <

lz| <29t} Jona:

2pg 1
) < CS 27 Mg 000 |———(f;
|w1 \/— f | Z B(0,2 )|m(fg)|

On décompose maintenant la convolution suivant les valeurs de y proches de x et celles

éloignées :

2pg
2775 .01y == (fi9)]

IA

2_7113 029)| F(I[B 0,3x21) fig )|+ 27 ]IB(O 23)|\/i7A(HB(O,3><QJ')Cfig>|
= A;+ B

3
Nous allons d’abord estimer les normes L; de A; et B;.
Pour A;, on écrit que : A; < 27031, 02])|\ﬁ(wfz 9)|
En effet, lorsque y € B(0,3 x 27), on a : C*277* < w(y) avec C = \/18_/\ <1

Comme /wg € L?> N LS d’apres les inégalités de Sobolev, alors pour tout q €]2;6],
o r 11,1
Vwg € L9 Ainsi : Jwfig € L™ avec = ; T 2- Comme r > 1, de nouveau par les
—(wfig) € LP ol ;= L+ 5=+

inégalités de Sobolev, on a : ;

i

Ainsi :
Al 2 < CllTpeell 2q\|\/+—A(wfi Nz
_2py 373
< CPMTHETD| | Vwfil|a] Vgl

On pose 6 = X — 2—“ + § — g. En choisissant q proche de 2, on peut toujours supposer

6 < 0 (étant donné que /\ < 2 d’on le choix de w;).

(5.15)

3
On obtient alors, par I’ 1negahte triangulaire de la norme L} :

FIIS At ds de < C(SIS2%9)3 [L|lwfi(s)]I2]|Vag(s)l|? ds.  (5.16)

En remarquant que ||vwg|l, < |[vawgll5l|lvwg|lg™" pour tout b €]0,1] et en utilisant la
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majoration valable pour tout x > 0 : (ab)2 < ka2 + C,b%, on a :

< wllVwfill; + Cul Vgl
< KV il + Cul Vgl gl g~ (5.17)

KIVBEAIE + sl + Cusl Vg3

la derniere inégalité ayant un sens lorsque b €]2;1[ id est ¢ €]2; 2.

3 3
IvVwfills [1vVwgllg

IN

Lorsque q €]2; 18[ on peut trouver un exposant R = 575 > 1 tel que pour tout Kk > 0 :

I SIS AR ds dz < C [y (sllVafi(s)l3 + sl Vag(s)|[R + CrgllVwg(s)|[3R) ds
(5.18)

D’apres les inégalités de Sobolev, ||v/wg(s)|[z < C|lvwg(s)||3
Etant donné que |Vy/w(z)| < 21+ z|2)"2/w < Vw (A < 2), il existe une constante
C’ telle que pour tout x > 0 :

JISE AlE ds de < CR(B() +(0) + O falmp(s) ds + Cly(p(s)™) ds
(5.19)
Estimons maintenant B; : nous décomposons l'intégrale sur la boule unité et une
somme de couronnes. En remarquant que, pour tout k£ € N lorsque |z| < 2 et 3 x 2Tk <
lyl < 3 x 27t alors o — y[ > 2 x 27*%, 1a norme infinie du noyau de -~ (homogene

de degré (1 — 3) en espace) est majorée par C2-20U+%) nous obtenons :

2 fo%) _ .
B, < Co-28) 1, 02]_)2;:0 f3><2j+k<|y|<3><2j+k+1 9-20+R)2-2G+RAG+R) (1 f,g) dy  (5.20)

Comme A < 2, 0n a:

2j o0 —2)(J
By < O3 ¥l Vafillallvglls $i% 2026+ (5.21)
<

0/2()\ 27—)

Sachant que ||Bj||, 3 < C2%||Bj||o et que A < 2% on obtient :

BIISSBIE s de < OS2 803 [IVELEIE Vgl ds

(5.22)

Par I'inégalité de convexité de Young, pour tout x > 0, nous avons :

3 3 1
IVwfill3 1vVwgl 3 S AllvVwfills + IVl
Finalement, pour tout x > 0 :
t 00 3 t

Jo J1275 Bl dz ds < C [sllVwfi(s)ll + Ci II\/_g( )I3) ds (5.23)

< Cr(B(t) +~(t) + C, fo 3 ds
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En regroupant les estimations obtenues sur A; et B;, nous pouvons maintenant fixer &

petit et I'exposant ¢ (soit R > 1) tels que :

a(t) < LB(t)+iv(t) + C [ (p(s) + p(s)> + p(s)T) ds (5.24)
ce qui termine la preuve. O

Cette proposition montrée, nous allons maintenant estimer uniformément en 7 et «

la somme des quatre intégrales p(t), B(t), v(t) et 6().

Théoréme 5.2.4. Soit 0 < n < 4a. Soit T > 0 fizé. Il existe une constante C' (indépendante
de T, n, a et ||tpl]yy23) et un exposant R > 1 tels que pour tout t € (0,T) :

p(t) + B() + (1) + 36(t) < O|fido] 30 + Jo (p(5) + (p())* + (p(s))?) ds)

Plus précisément, on a :

93

pIE)+ B0 +9(0) + 30() < 0(0) +C [ (p(s) + ()" + () ¥) ds

Démonstration. Fixons T > 0. Tout d’abord, justifions I'égalité dans D'((0,T) x R?) :

Ou([ii*w) = 2wit. Al — 2wil. (iI.VE) — 20w|d|* + 2wi.V (Vi) (5.25)
avec
Qi AT = Alwl|id]?) — @?Aw — 2|V @ 72w — 2323 0i(|i|20,w) (5.26)
2wi.(@.Vd) = V.(w|d*a) — w|a?(V.ad) — |a@)> 1= u; 0 (5.27)
et
2wit. V(V.ii) = V.(w2(V.@)i) — 2|V.a* = 2V.i Yy u; dw (5.28)

On integre chaque terme des membres de droite contre une fonction-test de D((0, T) xIR?).
Sachant que |ﬁw\ < Cw et que |Aw| < C'w, chaque intégrale peut étre majorée par une
combinaison linéaire de deux des quatre intégrales p(t), B(t), v(t) et 6(t) (combinaison
linéaire dépendant éventuellement de 1 mais prouvant que chaque intégrale est finie). On
a alors 0y (|u|*w) = 2w < O, U > et I'égalité d’énergie est vérifiée. En considérant comme
fonction test h(Z)r(t) ott h € D(IR®) est égal & 1 au voisinage de 0 et r € D(0,T) puis
en faisant tendre A vers +o0o, on remarque que la contribution des termes de type V.F

est nulle lorsque F' € L} L} (wdx).
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D’autre part, on constate que 9;||i\/w||s s’écrit comme une somme de fonctions L}. Ainsi
) t

t — ||d\/w]||3 est continue en 0. En intégrant en temps, on obtient :
p(t) +26(t) + 2v(t) +26(t) = «(0) + Z

avec

Z = [ [wa@?(V.@) dv ds+ [ [|d@?Aw dz ds
+ fy 1SSy u O dr ds— [y [2V.a Y Shu g da ds
= Zl+ZQ+Z3+Z4
Nous allons controler les quatre termes grace a ceux du membre de gauche.

7y se controle toujours grace a la contrainte 0 < n < 4a.

Comme [7|*(V.@) < 2|d]* + L |V.a)> < 2|a|* + 2|V.d*> , on a :

1 1
< Z Z
Z1 = 50(t) + 57(1)

Comme |Aw| < C'w (X est borné et (1 + |z|?)~! < 1),0on a:

¢
Zy < C'/ p(s) ds.
0

Pour majorer Zs, on écrit que : [Vw(z)| < A(1 + |22) 2w(z) < Aw(x)? (car A < 2).
Alors

t
Zs §C/ /W(s,x)|3w(:c)g dz ds.
0

En utilisant successivement H? C L3, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de convexité

de Young, on a :
t 3 3 1 t t
Z, g(]’/ a(s)d[Vai(s)||f, ds < Z/ IVwi(s) | ds+C”/ a(s)0 ds
0 0 0

Nous avons déja vu que ||\/wi(t)||3: < B(t) + Ca(t).
Ainsi :

Zs < }lﬁ(t)+0/(/0 a(s) d5+/0 o?(s) ds).

Pour Z,, on utilise le fait que [Vw(z)| < A(1 + |#]?) " 2w(z) < Aw(z)zw(z)5 (car £ <
1A

s+ 1)

Ainsi, de L3 x L% € L', il vient :

t 2
Z,<C / [[Vawii(s)ls|[wip(s)[[* 5 ds.
0
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Dongc, par I'inégalité de convexité de Young, pour tout x > 0 :

§h Jo IVwall§ ds + 22 llwips)]1?,
< Ck Jy lIlvwill3 d8+jg a(t)

Pour k suffisamment petit et grace a la proposition précédente, on a :

Zy

VAN

Zy < 2B(t)+ 2y(t) + C f) (p(s) + (p(5))* + (p(s))F) ds

En regroupant tout (sachant que «(0) < Cyl|tp|[?,, 5 - cf le lemme (5.2.1)) , il existe une

M2:3

constante C (indépendante de T', 1, a et [|d][%,, ;) satisfaisant :

p(t) + B(t) + () + 36(t) < O([@o|pa + Jy (p(s) +p(s)* + p(s)%) ds) (529
Application numérique :
nous ﬁxons A = 2 alors pu €]9; % [; posons = 2. Si ¢ = & alors § = —Z < 0. On obtient
b= et lexposant R = 3bb2 = gg convient. O
Corollaire 5.2.5. Posons K = 8max(1%¢:1). Il existe un temps To(||to|yy25) =

1
tel que pour tout 0 <t <1y, on a :
KOl 8 1P ‘
— 25
p(t) + B(t) + (1) + 36(t) < (1 + [[do][32.)( e L) (5.30)
185" (11| |2, , ,) B ¢

Démonstration. L’inégalité de convexité de Young permet d’écrire, pour tout s € (0,¢) :

p(s)? < B+ Dp(s )22. De méme p(s) < 3 + %p(s)%
On a alors :

p(t) + B() + (1) + 56(t) < O(|lio] 2o + fo (55 + 5o( )%) ds) (5.31)

100C .
93 1

théoreme précédent, on a : i/ (t) < 1+ C'y(t)s < C'(1 + y(t ))2?,’ étant donné que C" > 1
et 1+2° < (14 2)°lorsque z >0 et b > 1.

Posons ¢’ = max(=3:=;1) et notons y(t) = ||u0\|M23 + fo ) ds. D’apres le

Cette inéquation différentielle se résout en (1 + ||ﬁ0\|i~42,3)’% — (1 +yt) s < 6§§/t.
- _ 68C” .
Ainsi, en posant K = >
B < 14+ylt) < ! o
vt v < (i B ) (5.32)
- (1 1 & '
( +||U0||M23)( (1+||~\\M23)%t>
inégalité valable pour tout 0 < t < Ty = L = O

K (1[0l 5 5) 5

Nous avons maintenant tous les outils pour passer a la limite lorsque («,n) — (0,0).
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5.3 Passage a la limite

5.3.1 Construction d’une solution globale

Etant donné @ € (M23)3 tel que V.@iy = 0 et 0 < 1 < 4o, nous savons qu’il existe

une solution 1, , définie sur (0, +o00) vérifiant I’équation modifiée de Vishik et Fursikov :

— 1 - -
Nl = Al gy — Tay-Vilay — |tay|* oy + nV(V g )

Cette solution est (L>°((0,T), L?,,,))*N(L*((0,T), H"))3, .N(L*((0,T), L*))3, . pour tout
T >0.

Dans la partie précédente, nous avons vu qu’il existait une constante K et un temps

Ty = +68 tel que pour tout 0 <t < T
K(1+HUO||M2 3)2"
L 25
p(t) + B(8) + (1) + 30(8) < (1 + [l (— ) (5.33)
K(1+]tol[3, 5 5) 25t

avec :
t> = [t 2) Pro(z) da
= f0tf|§®ﬁam(s 7)Pw(x) dz ds.

= Jo [ @iy (s, 2)|w(x) da ds.

fo i 1|V Uo (s, 2)[Pw(x) da ds.
ol le poids est défini par w(z) = (1 + |2[2)~2 avec A €]1;2[. Autrement dit, nous avons
I'existence d’une solution , , des équations modifiées de Vishik et Fursikov sur la bande
(0,Tp) ou le temps Tp ne dépend que de la taille ||| ;2.5 avec des majorations uniformes
en a et n.
a M?3 .

en effet, la donnée initiale peut étre approchée par une suite u; dans (M 23)3 (la suite

On peut donc reprendre la démonstration effectuée lors du passage de L2 .
construite dans L2, convient car le projecteur de Leray est continu de (M??)? dans
lui-méme) puis les mémes arguments permettent de construire une solution globale. Re-
marquons que l'on construit une solution sur (0, A\*T) avec les mémes estimations uni-
formes de p, 3, v et § avec le poids wy = w(§). Il suffit alors de remarquer pour A > 1
(condition suffisante pour construire des solutions globales) les espaces LP(wydx) donnent
des conditions plus restrictives que LP(wdzx) (w < w,). Ces estimations (ajoutées a un
argument de compacité) permettent donc la construction d’une solution globale i,
avec des bornes uniformes (en « et 1) de @,, dans (L*=((0,T), L*(wdz))?, de V® (T
et de \/lﬁﬁ.ﬁw, dans (L2((0,T), L*(wdz))?3, pour tout T > 0. De plus, oﬁﬁa,n est uni-
formément borné dans (L*((0,7), L*(wdz)))? et la pression p est uniformément controlée
dans L2 ((0,T), L2 (wydz)).
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5.3.2 Construction de la solution des équations de Navier-Stokes

Nous allons nous inspirer de la démonstration effectuée dans le cas L? en utilisant
de nouveau le projecteur de Leray. Notons simplement , la solution du modele mo-
difié de Vishik et Fursikov (a et n étant liés). Nous savons déja que nous pouvons
extraire (via le procédé diagonal) une suite u,, qui converge faiblement vers une li-
mite @ dans (., (L L2(wdz))? et telle que V ® tg, converge faiblement vers V & @
dans (Mo ;eo (L*(wdz dt))**3 (sachant que L7L2(wdz) est le dual de I'espace de Banach
séparable L?L2(w™'dz) et L L2 (wdx) celui de L} L2 (wdx)).

Nous aurons besoin du lemme suivant pour assurer la convergence forte localement dans
L?L? .

Lemme 5.3.1. Soit ¢ € D((0,00) x R*). On a ||p(Id — IP)il,, ||r222 — 0.

Remarque : Comme

(Id —1P)ii,, V., , (5.34)

l>|<]1

la premiere idée est d’étudier directement 1’expression
Jaswpi L

ot f désigne une fonction L2L? tendant vers 0 dans cette norme (correspondant & ﬁﬁak)

Décomposons l'intégrale pour y € B(z;1) et ailleurs.

Siy € B(z;1) alors (1 + |y|2)% < 4(1+ |z*)7. Comme fy € L5 et L2 x L? C L8?
alors fB 1+]y\ )3 |x y|2 dy € L%? C LS. | |
Ailleurs, nous intégrons sur une somme de couronnes C; = {y : 2/ < |z — y| < 2711}
Sur Cj, ona:1+|y* <142z —y[*+2x* <2(1+2%2)(1+ |z|*) et ‘$Ey|2 < 272

ainsi

29i(3
Jo, A+ dy < CO+ 272G [ |f(y)] dy (5:35)
3 .
< O(1+ |32/ £l
Comme A > 1, la somme ne converge pas et cette idée échoue.
Démonstration. Nous devons déja nous assurer de la définition de
. Vs
o(Id — IP)i,, gbZV . (5.36)

Comme ¢ est a support compact, on peut se ramener a Suppp C (0,7) x B(zg,1). On

)

considere p € D(IR?) valant 1 sur la boule unité et & valeurs dans B(0,2) et j, = p(%
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ou Ry > 10|zo| que 'on déterminera plus tard.

On écrit :

D>|<

Viig, = 0%V )+ 6XV.((1 = i)iia,) + 63 (i, V)i
= ()+@)+G)

¢

Cette expression montre que (/d — IP)i,, a un sens : comme on a un controle de V.i,,

. PO, -1
dans L?L?(wdx), nous en avons aussi un de p;V.i,, dans L2L? (car w2 est L), donc

loc
(1) a un sens dans L?>LS. De méme, le controle de (3) vient de celui de (ﬁakﬁ)ﬁk dans
L2L?. Enfin, le terme (2) a un sens car les opérateurs de Calderén-Zygmund sont continus
de L?L?(wdz) dans L2L?(wdz) (voir Annexe B).
Pour montrer que cette expression tend vers 0, I'idée est de prendre Ry grand et de
comparer le poids w & un autre w’ bien choisi.

Pour (1), on sait que

H \ w_lﬁlcv-ﬁak\/EHLQL2 < || \ w_1|’L”(B(ZOQRk)HV'Uak||L2L2(de) (5 37)
N .
< Cryme(|mo| + Ry)2
donc
H(é%(ﬁkﬁﬁak)”[?LQ < C(¢)||%(ﬁkVﬁak)||L2L6 (5 38)
A o :
< COpyme(|zol + Ri)2 Op = CO(T, ||| yr2.3)

1
(1+]22) 2

Pour (2), on considere le poids w' = avec 2 > p > A de telle sorte que w' < w.

On écrit :

|t (1 = o)l 2r2wrar) < Nt (1= G| 2222 waw) [\ | Lo (RE— B, Re)
< Cr(|lwo| + Ry

(5.39)

En effet, de par le choix de Ry, , on a : |z > |z — 20| — |zo| > 15 Ry
Sachant que le poids w’ € Aj et que les opérateurs de Calderén-Zygmund sont continus

de L*(w'dtdz) dans lui-méme, on obtient :

16XV (1 = i)t )2z < Cr(l+ |zol) % |[Ta (1 — 61)l] 1222 (wran)
A—p (5.40)
< Cr(|wol + Re) 2
Pour (3), on procéde comme dans (1) (sachant que ||V ji|o < R%) :
165 (To- V)pillizz < Cr(jzo| + Ri)2 Ry (5.41)

_71
Pour controler le premier terme, il suffit de poser R, = 7n,> : comme A < 2, il tend

vers 0 lorsque 7, — 0. Les deuxieme et troisieme termes convergent aussi vers 0 étant

donné que A < pu < 2. [
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Proposition 5.3.2. De la sous-suile i, , il existe une sous-suite (notée de la méme

3

fagon) qui converge fortement vers @ dans (L*((0,00) x IR*))} ..

Démonstration. Soit ¢ € D((0,00) x IR?).

a) Montrons d’abord que ¢IP, est uniformément borné dans (L2H")3.
Comme 1, est uniformément borné (en « et n) dans (L?((0,7T), L*(wdz)))* pour tout
T > 0, par continuité du projecteur de Leray dans cet espace, IPu, l'est aussi dans
L*((0,T), L*(wdx))? pour tout T > 0. Donc ¢/wIPd, est uniformément controlé dans

L2L?, tout comme ¢IPi, (car w7 est de norme L™ sur le support de ¢).

De méme V @ i, est (uniformément en a et 1) borné dans (L2((0,T), L*(wdz)))3*3
pour tout 7 > 0, donc on obtient un controle de ¢IPi, dans (L?*(IR, H'(IR*)))? (les

opérateurs 0; et IP commutent).

b) Montrons ensuite que d;(¢IPd,) est uniformément borné dans (L*H %) lorsque
o> 3.
Le terme IP,0;¢ est uniformément borné dans (L*L?)? d’apres ce qui a été vu dans le
point a).

Pour le terme ¢0;(IP,), on écrit :
$0;(IPy) = GAPT, — O (T V)is) — adlP(|T,[*0E). (5.42)
Pour le premier terme, on écrit, pour (0,7) x K compact contenant le support de ¢ :

’|¢AIPUQ|’L2H—2 H]PﬁaHLQ((O,T)XK)

<
= . . (5.43)
< C(w, )Pt || 20,1, 2(wde)) < Cp||UallLoo((0,1) L2 (wd))-

Pour les deuxieme et troisieme termes, nous n’avons que des controles uniformes dans
L?LY(wdz), insuffisants pour conclure directement (le projecteur de Leray est ”seule-
ment” continu de LP(wdz) dans lui-méme pour 1 < p < c0). Nous devons donc estimer
¢P(fw%) avec f € (LALY)® : pour ce faire, nous décomposons

P (fw™) = ¢IP(¢fw™) + ¢IP((1 — ¢) fw™) olt ¢ vaut 1 sur un voisinage de Suppe. La
partie locale est controlée car ¢ fw ™ € (L2LY)® d’ott une borne uniforme dans (L2H~*)3
(s > 3) et, par continuité du projecteur de Leray dans (H*)* (pour tout s réel), on obtient
bien une borne uniforme de ¢IP(¢fw ") dans (L2H2)3.

Pour la partie non locale, on remarque que, pour z € Supp¢ on a (pour chaque compo-

sante, encore notée f)
A
Jiomsior o L+ [21%)F dy < C(9) [, ypor b o
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Comme A € (1;2), nous avons une convolution de deux fonctions L'. Donc ¢IP((1 —
®) fw™) est controlé dans (L2L')? d’oti un controle dans (L2H2)3. Par ailleurs, le terme
adIP(|iZ,|20y) est controlé en az.

Nous avons donc le controle souhaité, ce qui implique un contréle uniforme en 7 et «
(pour a < 1) de ¢IPii, dans (H*(IR x IR*))? pour un petit a > 0.

Nous pouvons maintenant conclure : d'une part, ¢(Id — IP)u,, — 0 fortement dans

(13

2 (t,x))% et d’autre part (& une extraction pres), il existe une sous-suite (toujours

3

ie, Nécessairement

notée iy, ) telle que IPi,, converge fortement dans (L?((0,00) x IR?))
vers @ (vu que i, converge faiblement vers @ dans (L?L?(wdz))? et par unicité de la
limite dans D’), d’ou le résultat avancé.

De plus, nous avons @ = IP# (par continuité de IP dans (L?L*(wdz))? et convergence

faible de w,, vers « dans cet espace.) O

Une fois la convergence forte montrée, nous pouvons énoncer le théoreme de conver-

gence.

Théoréme 5.3.3. (convergence vers les équations de Navier-Stokes)

Soit i@y € (M??)3 tel que V.l =0 et 0 < n < da. Il existe une suite ay, — 0 telle que
la solution (U, , Pa,) des équations modifiées de Vishik et Fursikov converge au sens des
distributions vers une solution (i, p) globale des équations de Navier-Stokes vérifiant :
1) i est localement en temps et en espace (L*((0,00) x IR*))? N (L?((0, 00), H'(IR?))3
2)V.i=0

3) dyii = Aii — V(i @ @) — Vp dans D'((0, 00) x R?)

4) @(0,.) = .

5) Plus précisément, @ est localement (L3L3)® et la pression p est localement L3 L2.

Démonstration. 1) et 5) Nous avons déja vu que @ € (o, (L L2 (w dz))? et V@@ €
Nocicoo(L*(w dadt))*3; comme w2 est dans L, nous avons la régularité souhaitée
sur @ (la solution est aussi localement (L3L3)? car elle est localement (LSL?)% et (L?L°)?
par les inégalités de Sobolev).

De plus, la pression approchée est controlée dans L%L%(wldx), donc (& une sous-suite
pres), converge faiblement vers une fonction p € L35 (w1dx) (dual de I'espace de Banach

séparable L2 L2 (w;'dz)). Ainsi, p est localement L2 L2.

2) Nous allons montrer que pour tout 7" > 0, Vi = 0 sur (0,T) x IR3. Soit T > 0.

Comme V.#@ converge faiblement vers V.@ dans L2((0,T), L*(wdz)), par passage i la
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limite faible, on a :
||€-ﬁ||L2(O,T)L2(wdx) < liminf o — OHﬁ‘ﬁa“LQ(O,T)LQ(wdx)) — 0, (544)

car ||ﬁ-ﬁa||L2(O,T)L2(wd:p)) < Cpy/1, d’ott le résultat souhaité.

3) Soit p € D((0,00) x IR?). On sait déja qu’il existe une suite (ay), telle que
< Uy, Op + Ap >—=< U, 0p + Ap > ainsi que < p,,, ﬁp >—< p, ﬁp > .
Le produit se majore grace a la convergence forte : de ,, , on peut extraire une sous-suite
(toujours notée de la méme fagon) qui converge fortement vers « sur le support de ¢ dans
L2L? : contre la convergence faible de V® Uy, sur ce méme support, le produit converge
faiblement.
Donc < (@n,.V)ila,, p >—< (@.V)i, p >.
La régularité de u et le fait qu’il soit a divergence nulle permettent d’écrire que (ﬁ%)ﬁ =
V.(@ ® @). 1l reste & traiter la convergence de a < |ifn, |*a,, p > :
sur le support de p, i,, converge fortement vers @ dans (L?L?)* donc converge fortement
dans (L°L?)? (elle est localement (L>°L?)3, de par le fait que @,, € (L>((0,T), L*(wdx)))?
pour tout 7" > 0). Comme ,, est dans (L?L°)? sur ce méme support alors elle converge

fortement localement vers @ dans (L3L?)%. Donc a < |t |*Ua,, p >— 0.

4) Pour montrer que u(0,.) = iy, nous procédons exactement comme nous ’avons
déja fait dans L2,,. Soit T' > 0 et B une boule de IR?. Etant donné que 4(0,.) = @y et
que w, est uniformément borné (en « et n) dans (L*((0,7) x B))3, il suffit de montrer
que Oyily Vest dans (L2 (0,T), H2(B))3.

Nous partons de 0yii, = Atl, — (ﬁa.ﬁ)ﬁa — alt, |2, + 6})&.

Nous avons Ad, € (L*((0,T), H *(B)))?.

Les termes (ii,.V )i, et aliy|2i, se traitent de la méme fagon, vu qu’ils sont tous deux
(L2((0,T), L' (wdz)))* donc v/w(ia.V)ia € (L2((0,T), H*))? (s > 2). Ainsi (@,.V)ia €
(L2((0,T), H~2(B)))?, tout comme iy |?@,. Il reste & étudier Vp, :

Nous savons que wlgpa € L:L2 C L2H=. Donc wI%pa e (L2((0,T), HY(B)))?, donc
Vpe € (LH((0,T), H(B)))"

On peut maintenant conclure : par convergence faible, la limite 9,@ € (L2 ((0,T), H=2(B))3),

donc @ € C(H,;?)? et (0, .) existe.
On fixe a € D([0,T)) telle que a(0) =1 et p € D(IR?). On écrit

T T
/ < Gu(t),p > Bralt) dt = — < Ta(0), p > —/ < Qyiia(t),p > alt) dt.  (5.45)
0 0
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On fait tendre « vers 0. Les passages a la limite (& une sous-suite pres) sont licites grace

aux controles uniformes obtenus. Nous obtenons :
T T
/ < U(t),p > dwa(t) dt = — <y, p > —/ < Ogti(t), p > a(t) dt (5.46)
0 0

soit < 4(0,.), p >=< Uy, p >. O

Afin de vérifier que la solution construite est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et
Nirenberg, il reste a montrer que celle-ci vérifie I'inégalité locale de Scheffer. Ceci est

I'objet du dernier paragraphe de cette partie.

5.3.3 Solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Niren-

berg

v , . . véri e
Comme dans le cas L?, nous avons désormais tous les outils pour vérifier I'inégalité

d’énergie locale (autrement appelée égalité d’énergie de Scheffer).

Théoreme 5.3.4. [l existe une mesure p positive et localement finie telle que

Oa)? + 2|V @ @? = Al@)? — V.(|@]*a) — 2V.pi — p. (5.47)
Démonstration. Nous partons de I'égalité, vraie dans D'((0,00) x IR?) :
P +2|V @i, 2 = A|ﬁa|2—v(|aa|21za)+(6.ﬁ>|ﬁa|2—2a|ﬁa|4—%|ﬁ.ﬁa|2+ﬁ.<2pa i)

Elle a bien un sens d’apres les controles connus sur les intégrales p(t), 5(t), v(t) et 6(t),
qui impliquent que @, € (L®L2)3 N (L2LS)3 N (LALY)3 et po € (L2L2),

loc loc

Faisons tendre a — 0.

a) Pour le passage a le limite, nous partons de la suite (aj), qui converge vers 0

3

s avec des bornes uniformes dans

telle que ,, converge fortement vers « dans (L*L?)
(L>°L?)3 N(L*H')} . (donc convergence forte dans (L?L?),,.) et telle que p,, converge fai-
blement vers p € (L2L2)0.. On a alors les convergences suivantes dans D'((0, 00) x R?) :
|G, [* = |, | oy [PUa, — |U)*U €t pa, s, — pt (comme produit d'une convergence forte

dans (L3L3),. par une convergence faible dans son dual).

b) Sous la contrainte n < 4a, la somme —(V.l, )|t |? + 200|a, |* + %lﬁﬁaklz est
positive. De plus, elle peut étre controlée par la somme de deux distributions positives

O‘|ﬁak|4 + %|6ﬁak|2

- 112 —



CHAPITRE 5. EMVF - DONNEE INITIALE DANS M23

Celles-ci sont uniformément controlées dans (LlLl)loc contenu dans ’espace des mesures
localement finies (dual de Cy, espace de Banach séparable). A une sous-suite pres, la
somme —(V. iy, )|, |*+200| s, 2 |V .y, | converge donc (par application du théoreme

de Banach-Alaoglii) vers une mesure p’ positive localement finie.

¢) Comme toutes les distributions convergent, il en va de méme pour la derniere
|V ® 1y, |* dans D'.
La méme démonstration que dans le cas L? montre qu’elle converge au sens des distribu-

tions vers |V @ ]? + p olt i est une mesure positive localement finie.

Bilan : Soit ¢ € D((0,T) x R?) telle que ¢ > 0. Nous avons donc montré que

2[ [IVedfPs dt dz < [ [|d*(8¢+ Ag) dt d
+ [ [(la? + 2p)(a. >¢ dt dz

Ceci acheve la preuve : ces solutions, vérifiant 1’égalité d’énergie de Scheffer, sont adaptées

au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. O]

5.4 Quelques résultats sur les équations de Navier-

Stokes

Nous terminons ce chapitre par quelques remarques sur les solutions de Navier-Stokes

lorsque la donnée initiale est dans M23.

5.4.1 Donnée initiale petite

Lorsque la donnée initiale est petite (et a divergence nulle), nous savons qu’il est
possible de construire des solutions auto-similaires (via le formalisme des solutions ”mild”
- les estimations sont données dans le chapitre 2) mais aussi de construire des solutions
faibles globales adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg (grace a I’approximation

de Leray) telles que

sup a(t,z)|* dz < Collto|[3)s. (5.48)

R>0,20€R3,t>0 R + / /|x x0|<R

[Ty [* =
sup —O/ / IV @ (s, z)[* dzds < C’o||ﬁo||?\;[2,3' (5.49)
2o €IR3 >0 t 0 ‘x*x0|§\/TZO
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ouly = ) et Cy une constante indépendante de .

1
O max(L[G0]%, 5.5

Ces estimations ont un intérét certain car fournissent une ”classe d’unicité” pour les

équations de Navier-Stokes, comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 5.4.1. Soit iy, € (M23(IR%))? tel que V.iy = 0. Alors il existe quatre
constantes Cy, Cy, Cy et €y indépendantes de iy telles que si ||Up|| 25 < € alors :
(A) (Existence) Les équations de Navier-Stokes admettent des solutions adaptées au sens

de Caffarelli, Kohn et Nirenberg définies sur (0,+00) et vérifiant les majorations sui-

vantes :
1
sup — |ii(s, z)[* dx < Col|iio]]?e. (5.50)
20€R3,t>0,t>5>0 \/E |z—z0|<VT Mz
i L pea7 T il
sup  —= IV ®@i(s,x)|” dz ds < Col|tp||52.s- (5.51)
2o €IR3 >0 \/¥ 0 Jlz—zo|<Vi Mz?

(B) (Pression) Soient zo € R® ett > 0 : quitte a modifier la pression p sur (0,t) x
B(zo, V1), elle est contrélée par
1 [t s .
sup  — Ip(s,z)[2 dzds < Ca|to| |25
zo€R3,R>0 tJo lz—z0| <Vt

(C) (Régularité) La solution u précédemment décrite vérifie
sup VE||(t, )l +sup|[@| yy2a < Cul|do| 2 (5.52)
>0 >0

(D) (Unicité) Si d et U sont deux solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et
Nirenberg satisfaisant les deux inégalités (5.50) et (5.51) alors i = .

(E) (Auto-similarité) Si iy est homogéne alors i est homogeéne.

Démonstration.

(A) Lorsque ||tp]| 22 < 1, le temps Tj ne dépend que de Cj et peut toujours étre majoré
par 1 (on peut toujours supposer Cy > 1). D’une part, on applique I'inégalité (5.48) a
R=+Vton0<t<t:comme (1—1—\/%):1—#03, il vient

1

sup — @t 2)|* dz < Co(1 + C)||o||?.. (5.53)
R>0,z0€IR3,0<t<t’ \/F lz—20|<V/% M=
D’autre part, pour u = Tio dans l'inégalité (5.49), sachant que Ty < 1, la deuxiéme

inégalité souhaitée en découle.

Ainsi, sur (0,t) x B(0, V1), @ est controlé dans (LSL2)3 N (L2LS)® avec un controle en t12
dans (L°L2)® et en ¢1 dans (L2LS)3 : alors il lest dans (L3L3)3 avec un controle en t3
d’ou la majoration suivante

1
sup -
z0€IR3,t>0 t

t
/0 /| |<ﬁ|ﬁ(s,x)|3 de ds < Colliol[?as (5.54)
T—x0o
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(B) Nous reprenons la démonstration du lemme 32.2 de [34].
Soient zy € IR? et ¢ > 0. Nous pouvons écrire la pression sous la forme p(t, z) = pi (¢, z) +

po(t, x) en deux parties (locale et non locale) comme suit :

pi(t, ) = R® R.(¢3, (y)(ult, y) @ it y))(z) (5.55)
et
pa(t,x) = /(G(:v,y) — G20, y))(1 — ¢35, (W) ((t, y) @it y)) dy (5.56)
ou G désigne (de fagon compacte) le noyau de I'opérateur de convolution de Calderén-
Zygmund (associé & R® R) et ¢,, une fonction réguliere a support compact valant 1 sur
B(z9,2v/t) et & support dans B(z¢,3v/t) et x € B(xg,/1).
D’un c6té, on effectue un pavage de l'espace en cubes d’arétes 1 pour estimer ||ps||o en
fonction de |||z

uloc

lealloe < CE3 1R, soit lIpall 3 om0 < CtllES

De l'autre, on utilise la continuité L3 de I'opérateur associé aux transformées de Riesz et
on obtient
2
11,3 o emn vy < CllE @S DI

< Clt3 ||u0||M23

En regroupant les majorations obtenues sur p; et po, on a (B).

L2 ((0,3t) xIR3)
"apres (5.54)

(C) Lorsque i est suffisamment petit, (A) et (B) nous autorisent a utiliser le théoreme

de Caffareeli, Kohn et Nirenberg : en reprenant ses notations, pour presque tout z tel

Vi

/L et presque tout s vérifiant 2 < s < ¢, nous savons que : |i(s, z)| <

que |z — zg| <
%||ﬁo||M2,3- Donc

Sup Villat, lse < Cullio]|yyes- (5.57)
<t

Controlons maintenant sup,, ||@(t, .)|| y2.-

D’une part, si t < R? alors %flzfonR [d(t, z)* dz < Col|do]| yy2.-

D’autre part, si ¢t > R? alors 'estimation (5.57) montre que
1 47 R3

- @(t, 2)|? dz < C)

I < mllﬁouwﬁsouﬁouwﬁ (5.58)
r—x0|<

Ceci prouve bien la régularité souhaitée sur .

(D) Soient (@,p) et (7,q) deux couples ayant méme donnée initiale dans (M23)3
vérifiant les estimations décrites en (A) (donc dans (B) pour la pression). Nous omettons

la pression en utilisant le projecteur de Leray et notons

t
B(F.q) = / (IAPF (7o g) ds (5.59)
0
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De f =@ — 7, avec @ = e®iy — B(@, @) et T = ey — B(7, D).
Alors
f==B([,9) - B, ). (5.60)

Lorsque T € (0,00), nous avons l'estimation L2, . suivante (L' % L2, .

eL

uloc)

sup ||B(@,b)|;2 + sup |[B(@b)||;2, < Cs sup [[a(t, Iz, sup VE|[b(E, )|
0<t<T 0<t<T 0<t<T 0<t<T

(5.61)
Ajoutée a

Sup Villat, s < Cullol| e, (5.62)
<t

il vient supgoyoq [|fllz2, < 2C1Cs]do|| yr2s Supgeyer || fl] 12, » ce qui assure I'unicité des

lors que 2C1Cs||tp]| 2 < 1.

(E) Si @y est homogene et @ est une solution des équations de Navier-Stokes vérifiant
(A) alors Mi(A\*t, \z) est solution des mémes équations et vérifie toujours les mémes
estimations décrites en (A) (par le changement de variables habituel). Par I'unicité

précédemment décrite, ces deux solutions coincident. O

Dans le cas de notre approximation, nous avons vu que si ,, désignait la solution

des équations modifiées de Vishik et Fursikov alors (voir le paragraphe 1 de ce chapitre)

1
sup — ()] dz < Co(1 + ||do|[3;2.)
z0€IR3,t>0,t>5>0 t |z—zo| <V

i [ peaT T il
sup  — IV ®@i(s,z)|” de ds < Co(1 + ||do]|7/25)-
\/_ |£$ 1’0‘<\[ M2

zo€IR3,t>0
Comme nous travaillions pour des données initiales grandes, cette majoration suffisait.

Bien entendu, nous aurions pu en obtenir de la forme Cy||do||?,,, étant donné que

M2:3

I'inéquation différentielle (en temps) vérifiée par la solution L?, , était la méme que celle

uloc

obtenue par Lemarié dans [34], chapitre 32 (ici @ désigne la solution issue du point fixe
de Picard) :

+ 3 IVa)?

@@z, + IV @t )HQLsz)uloc + allil[(gs ) (L2L2)utoc

< K, |u0\| +f0 lla(s)l|7.  +I[la(s)ll72 ] ds

uloc

Rappelons que pour cela, il suffit de controler le terme

[1(s)1172
) ) < . 9 uloc .
iz, < Wollzz,, ¥ i e )

(5.63)
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Néanmoins, rien ne nous assure que la solution construite converge vers la solution @
construite dans le théoreme précédent. En effet, nous ne pouvons directement passer a
la limite dans le cas L?, . Par contre, dans le cas des approximations de Leray, la solu-

tion L2

uloc*

~10c des approximations de Leray converge vers la limite précédemment décrite : en
effet, par passage a la limite faible, celle-ci vérifie automatiquement les inégalités (5.48)
et (5.49) et est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, conditions suffisantes

d’unicité lorsque la donnée initiale est petite.

5.4.2 Donnée initiale grande

Nous avons beaucoup moins de résultats connus lorsque la donnée initiale est grande.
Nous savons désormais qu’ (au moins) deux approximations (de Leray et de Vishik et

Fursikov modifié) convergent vers une solution .

Proposition 5.4.2. Soit @y € (M**(IR*))? tel que V.ily = 0. Soit i une solution adaptée
au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg définies sur (0,+00) et vérifiant les majorations
survantes

sup a(t,z)|* dz < Col|to|[3)2. (5.64)

zo€R3,R>0,t>0 R + / Ay x0|<R

[Ty [* =
sup —0/ / IV ®@i(s,r)|* dz ds < COH&'OH?W,?,- (5.65)
zo€IR3,t>0 t Jo \x—wo\ﬁ\/Tzo

alors pour tout T > 0 et tout compact K C R*, @ € L}L((0,T) x K).

Démonstration. Nous définissons la fonction wx € D(IR?) égale a 1 sur {r € R?|d(z, K) <

1}. Nous souhaitons controler, dans (0,77) x K :
il = ey — B(wgd, @) — B((1 — wg )i, @) (5.66)

Nous savons que || < QH?IOH y2s (inégalité vue dans le chapitre 2) De par la
définition de wp et les estimations usuelles L2, . (pavage de I'espace en cubes d’arétes 1),
nous avons :
! 1
B1-wond<C [ [ i) dyds < Ctsup (@), (567)
lz—y[>1 |z —yl 0<s<t uloc

I reste & controler B(wgi, @) : si K désigne le support de wg, on a @ € (L2H')? sur
c1 - .3
(0,T) x Ky donc i@ € (L'B3")®3 done LIPV.(wxi® i) € (L'B3")? sur (0,T) x R?.
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.3
Comme B3 C L™, il vient

T T T
/ |2 dtg/ @l s, dtch/ / i, )2 + |V @ i@, )] dz dt < oo
0 0 B3’ 0 JK;
(5.68)

Ceci termine la preuve. O

Lorsque la donnée initiale est dans E3 (F, désigne la fermeture de D(IR?) dans L2,,,),
on peut montrer que, p.p. t > 0, @(t,.) est dans L™.

De plus, si @ est homogene (nécessairement @y € FEo, voir [34]) alors 4(1,.) est une
fonction bornée (cf [36]).

Grujic a de son coté prouvé dans [25] que toute solution auto-similaire adaptée au sens

de Caffarelli, Kohn et Nirenberg vérifiait : #(1,.) est bornée sur tout compact de IR*.
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Chapitre 6
Conclusion

L’étude du modele modifié de Vishik et Fursikov a fourni des solutions globales aux
équations de Navier-Stokes et adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg lorsque la
donnée initiale est grande dans M?? (ainsi que dans L?). Dans les deux cas, pour prouver
ces convergences, l'idée a été de controler la pression grace au théoreme de régularité
maximale du noyau de la chaleur, en utilisant les propriétés relatives aux opérateurs

d’intégrale singuliere.

6.1 Une approximation adaptée au formalisme des

solutions ”mild”

Contrairement a l'approximation de Leray, ce modele est inadapté au formalisme des
solutions milds lorsque la donnée initiale est petite dans un espace critique. La présence
de la pénalisation «|u]?d est un outil essentiel pour établir une égalité d’énergie mais
empéche les majorations habituelles via le formalisme des solutions ”mild”. Une premiere
question est de savoir s’il est possible, en conservant cette expression de la pression,
d’adapter cette approximation pour construire des solutions auto-similaires (lorsque la
donnée initiale est petite) et qui convergent vers les équations de Navier-Stokes, via le
formalisme des solutions "mild”.

Si on enleve cette pénalisation et si 'on écrit le terme bilinéaire sous la forme de divergence
d’un produit tensoriel (forme généralement utilisée pour I’étude des solutions "mild”),

I’approximation devient

{ pity, = Aty — V(i ® ) + LV(V.1,)

/IZ(O, ) = ﬁg.
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6.1. APPROXIMATION SOLUTIONS ”MILD”

La pression est toujours donnée par p, = —%ﬁ.ﬁn et 6.11’,7 #0.

3 Qil’w 7/ N .
L’espace de Besov B¢ (lorsque ¢ € [1,3)) est adapté a la recherche de solutions
. 3_1100 L
auto-similaires (on peut remarquer que ﬁ € B§ lorsque ¢ > 1) : en le considérant,

nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 6.1.1. Soit ¢ € [1,3). Il existe une constante C, telle que, pour tout iy €
(B’?_l’oo)?’ tel que V.l =0 et HEOHB%_LOO < C, alors :

(A) (Ezistence pour les équations de qNavier—Stokes) Les équations de Navier-Stokes ont
une unique solution i € (0,+o00) x R? telle que

sup [[u(t, )| 510 < 2[t0|| 310 (6.2)
t>0 B BJ

La pression est donnée par Vp = — 51— Z;j ﬁ%@iﬁj(uiuj).
(B) (Ezistence de solutions au modeéle approché) Pour tout n > 0, les équations (6.1) ont
une unique solution i, € (0,+00) x IR® tel que

Sup 1 (1 |51 < 270 5 (63)

q q

(C) (Auto-similarité) Si Uy est homogéne alors w0, et U sont auto-similaires.
(D) (Convergence) Lorsque n — 0, le couple solution (i,, p,) des équations (6.1) converge

vers le couple (i, p) solution des équations de Navier-Stokes.

Démonstration. Pour prouver (A), (B) (et donc (C)) I'idée est de controler les termes (en
particulier la pression) grace a l'opérateur A du théoreme de régularité maximale du noyau
de la chaleur : dans le principe, c’est exactement ce qui a été fait pour montrer la conver-
gence de la pression dans les cas L2 et M23. On rappelle que Af = fot e=9AAf(s,.) ds.

3

Le couple (i, p) est solution des équations de Navier-Stokes avec @ € (BJ 71700)3 et
3900
p € Bg % §i et seulement si
i = iy~ ALV.(@®T) — A(LVp)
e e (6.4)
p = —xVV.(i®ua).
Nous souhaitons appliquer 'algorithme du point fixe a 'opérateur bilinéaire
1 = 1 — 1 — —
C(u,v) = A(ZV.(ﬁ@)ﬁ)) —A(ZV(€V®V.(Q®U))). (6.5)

Pour ce faire, nous utilisons les estimations suivantes, dies au paraproduit de Bony et

aux inégalités de Bernstein (on pourra se référer a [13] ou [34])

1791l 3200 < Cll Il 3 acllgll o ree (6.6)

3
q
q q By
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1
150N 52 < Gl 32 (6.7)
1
15003l 22 < Callfll 2 (6.8)
HASI e SCIAL 5o (6.9
et
HAFIL 2o S CAAL 3o (6.10)

2 §_27 . - . .
Si Uy est petit en norme (B 00)3 alors nous pouvons trouver une solution @ satisfaisant
i = ety — C(@, 1) et vérifiant (A).
Pour (B), on procede de la méme fagon : le couple (u,,p,) est solution de (6.1) si et

seulement si

i, = eiy— AXV.(i, ®,) — A(xVp,) (6.11)
Pn ) d

Nous rappelons que la deuxieme formulation est obtenue en prenant la divergence de

dans la premiere équation (sachant que py = 0) :
1 le =, .
Oy = (1 + E)Apn + EV ® V. (U, ® ). (6.12)

Pour faire apparaitre l'opérateur A dans l'expression de p,, introduisons l'opérateur

(2 f)(t, ) = f(7t,z). Par le changement de variable o = s(1 + %), on obtient

1

ls o/ 1 - 1 =
:mTH%A(_V@v‘(TH%uﬂ@T %un)) (6.13)

pT] A 1+

Nous pouvons conclure : les estimations précédentes ajoutées a

Il e =1L aia (6.14)
L{°Bg L{°Bg
et
Il e =l 2 (6.15)
L Bg L Bg

induisent (B) et donc (C).

Montrons (D). De par (B), i, est uniformément borné dans (LB § _1700)3 tout comme
pn dans L?BE e alors ils (chaque composante scalaire) appartiennent & un ensemble
relativement compact de D'((0, +-00) x IR?).

Pour montrer la convergence, il suffit de prouver que si (v, ¢) est une limite d’une certaine
suite (i, ,py,) alors U = 4 et ¢ = p. De par I'unicité obtenue en (A), il suffit méme de

prouver que (7, q) est solution des équations de Navier-Stokes. Cela se fait comme dans les
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cas L2 et M?? : les passages & la limite de 8,if,, et A, ne posent pas de probleme. Pour
le terme bilinéaire, nous avons besoin d’une convergence forte : comme %, est borné dans
(LC’OBq%_LOO)3 et Oy, 'est dans (L°°B§_37OO)3, il existe a < 0 < 3 tels que i, € (L2H?)?
et Oyily, € (L*H®)? ce qui assure la convergence forte dans L7 ,(K) pour tout compact K.
Ainsi @ vérifie 9,0 = AT— V.(F® ) — Vg, V.7 = 0 puisque V.7 = limy,, 0 kPn, = 0 (py
est uniformément borné dans L>B ! 72700) et est petite en norme (L°°B§ 71’00)3 ; comime

# est alors régulicre pour tout ¢ > 0, on a donc V.(7® 7) = (7.V)7. O

6.2 Perspectives

Suite a ces travaux, trois axes de recherche paraissent envisageables :
1) La méthode de construction de solutions globales, proposée dans le premier paragraphe
du chapitre 5 (lorsque la donnée initiale est dans un espace adapté a la recherche des
solutions auto-similaires, par exemple (M??)?) permet d’envisager d’autres modéles ap-
prochant les équations de Navier-Stokes préservant le changement d’échelle et une égalité
d’énergie : enlever la condition liant « et n pourrait peut-étre s’avérer intéressant dans
Iidée de les faire tendre indépendamment vers 0.

2) Lorsque la donnée initiale est dans (M??)?, considérons I'ensemble suivant :

SUP R>0,20€IR?,t>0 —R+1/TI ﬁx_xo\gR it z)]* do < COH’L_[;OH?M2,3;
0
t = — —
SUPgeR3,t>0 \/ % fO f\xﬁr(ﬂﬁ\/ TLO |v ® U(S,JZ)|2 dzds < OO||UO||?\)[2,3;

u est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg}.

(ot Ty = T'(||tp|| yy23) et Cp une constante indépendante de ).

C’est un compact (puisque nous avons toutes les majorations pour appliquer le passage a
la limite faible et le lemme de Fatou nous assure la préservation des inégalités d’énergie)
réduit & un point lorsque la donnée initiale est petite (c’est une conséquence du théoreme
(5.4.1)) : ceci nous donne donc une ”classe d’unicité” plus large que celle obtenue par le
formalisme des solutions "mild”. Le modele scalaire (étudié dans le chapitre 2) répond-il
a cette classe d'unicité? Nous avons déja construit une solution globale vérifiant une

inégalité d’énergie (de type Scheffer). La question devient donc : existe-t-il un critére de
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Caffarelli, Kohn et Nirenberg associé a cette équation ?

3) Pour chercher a construire des solutions auto-similaires lorsque la donnée initiale est
grande dans (M2%)3, il semble difficile de travailler directement sur le compact Y. En
effet, 'auto-similarité étant intimement liée a 'unicité, 1’étude directe des équations de
Navier-Stokes fournit peu d’indications car nous n’avons méme pas d’égalité d’énergie.
En travaillant a I'étage supérieur (celui correspondant aux solutions des équations d’une
approximation), les chances de conclure semblent plus grandes. Prenons l’exemple des

équations modifiées de Vishik et Fursikov et regardons I’ensemble compact :

Ea,n = {ﬁaﬂ I~ (LOOLQ)«O, OO) X IRS)ZOC N (L2H1)ZOC <L4L )lom

-

Oy = Ny = (T -V o = Uil Pl + 1V (V. );
(0, .) = tp;

D0 g, 150 7 S Sumacn TG D 4 < ColL+ [l
Waeret 0 \ 2y Sy o IV @ (s, )2 dr ds < Co(1 4 ||Uo||M2,3)}-

ou Ty = T'(||tp|| yy2.3,m) et Cp une constante indépendante de .

Si nous trouvions des solutions auto-similaires & cet étage (pour toutes valeurs de a > 0
et n > 0) alors, par passage a la limite faible (il y a convergence faible dans L>°L?(wdx)),
nous aurions aussi des solutions auto-similaires aux équations de Navier-Stokes. A ce
stade, la régularité connue sur i,, permet I'obtention d’'une égalité d’énergie (et d’un
résultat partiel d’unicité) et nous affranchit des opérateurs d’intégrale singuliere : en effet,
le théoreme de régularité maximale du noyau de la chaleur n’est utile que lors du passage a
la limite de la pression, principale difficulté pour faire converger le modele. Il faudrait donc
trouver une idée dissociant la recherche de 1'unicité a celle des solutions auto-similaires
et fournissant des indications topologiques nouvelles concernant ce compact ¥, : il ne

reste plus qu’a la trouver...I’étude de fonctionnelles pouvant étre un axe de recherche.
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Annexe A

Commutateur de Calderodn -

Continuité du projecteur de Leray

A.1 Commutateur de Calderon

Nous souhaitons montrer dans ce paragraphe que si ¢ désigne une fonction-test alors
le commutateur [¢, A] est un opérateur de Calderén-Zygmund, donc continu de LP dans
LP. Nous rappelons que ces commutateurs ont permis d’estimer a priori la vitesse lorsque
la donnée initiale est L?, . dans 1’équation scalaire étudiée dans le chapitre 2 : cet ou-
til permit de gagner une dérivée dans les estimations. Rappelons, a cet effet, certaines

définitions qui seront utiles dans ce paragraphe et 'annexe B.

Définition A.1.1. Un opérateur d’intégrale singuliere de classe € est un opérateur linéaire
continu de D(IR™) dans D'(IR") pour lequel il existe un noyau K défini sur IR" x R" — D
(ot D désigne la diagonale {x = y}) vérifiant :

i) Pour tous f et g dans D(IR") tels que Suppf N Suppg alors

<Tfg>= / / K(r,y)[)7(z) dy d

ii) 1l existe une constante C' > 0 telle que :

K(e)] < o powr 2 £0 (A1)

Clz — 2| _
K(o,y) - K@ o) < 22 o jo - o < =Y (A.2)

|z —y| 2

Cly =y —y
|K<x,y>—K<x,y'>|s‘x‘_y‘nL pour [y —y/| < = (A3)



A.1. COMMUTATEUR DE CALDERON

On dit que K est un noyau de convolution lorsque K(x,y) = K(z — y).
Un opérateur de Calderon-Zygmund est un opérateur d’intégrale singuliere borné sur

L*(R™).

Lorsque f € L? et a support compact alors un opérateur 7 de Calderén-Zygmund
peut s’écrire sous la forme T'f(z) = [ K(z —y)f(y) dy pour presque tout = en dehors
du support de f.

Deux exemples usuels (et fréquemment utilisés dans ce mémoire) de tels opérateurs
sont celui de Riesz et du projecteur de Leray. Un résultat essentiel est que tout opérateur
de Calderén-Zygmund est continu de LP dans L” pour 1 < p < oo et de L*™ dans BMO.

Rappelons le théoreme de David et Journé, qui permet de prouver qu'un opérateur
d’intégrale singuliere est de Calderén-Zygmund sans devoir montrer qu’il est borné dans

L?. Introduisons les espaces faiblement continus.

Définition A.1.2. Un opérateur linéaire T de D(IR™) dans D'(IR") est dit faiblement
continu sil existe une constante C' > 0 et un entier N tels que pour tout xo € R", pour
R > 0 et toutes fonctions f et g dans D(IR™) a support dans B(0;1) on ait :

| < T(foo)|gzor > | < CCY RO farll2)( ) R0%uzll2) (A4)

la|]<N la|<N
avec foo.n = (R (x — 20)) €t gugr = g(R™ (2 — x0)).

Définition A.1.3. Soit T un opérateur d’intégrale singuliére. On définit T'(1) € D'(IR") /U

par

<T(1),¢ >= RE}}}OO < T(gb(%))w > V¢ € D(IR") tel que/¢(:1:) dz=0. (A.D)
ot ¢ est une fonction de D(IR™) arbitraire égale a 1 au voisinage de 0.

Le théoreme de David et Journé [20] nous dit alors que :

Théoréme A.1.4. Soit T un opérateur d’intégrale singuliére. T est borné dans L*(IR") si
et seulement si T est faiblement borné et T'(1), T*(1) appartiennent l’espace BMO(IR™).

Nous allons utiliser ce théoreme pour prouver que le commutateur de Calderén [\, ¢
(avec ¢ € D(IR™)) est un opérateur de Calderén-Zygmund.
A cet effet, rappelons que :

Lemme A.1.5. Lorsque 0 < 8 < 2, NPu = cgu.p. [ % dz pour u € D(IR"™).
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Remarque : La valeur principale est inutile lorsque 0 < 5 < 1. En effet, pour |y| < 1, on

a ‘“(x‘yf&;(y)' < lglzuwfﬂ alors que pour |y| > 1, on a |“(m|;f2+_§(y)‘ < Tﬁ”ﬁ?-

Lorsque 1 < § < 2, le terme a U'infini ne pose pas de probleme (car est intégrable) mais

pres de l'origine, pour € < [z —y| < 1,on a:

u(z) —uly) _ Vu(z).(x —y) |
|x_y|n+?ji = ’x—y’n—&-ﬁy +O(|$—y|”+5—2)'

Comme fe§|$—y|§1 %‘(f@y) dy = 0, l'intégrale converge a l’origine des lors que 8 < 2.

Démonstration. On définit la distribution < T, u >= v.p. [ U(\x|n+ﬂ dz. Comme T'xu =<
T,u(. — x) >, la question posée devient : a-t-on T = 05|§ | au sens des distributions ?
On vérifie (par changement de variable) que A™ < T'(3),u >= N < T, ¢ > et que pour
toute rotation R < T,u(Rx) >=< T,u >. Autrement dit, 7" est radiale et homogene
de degré (n + ). Par passage en Fourier, T est homogene de degré  donc T\@—\B est
constante dans D'(IR™ — {0}). Dans D’'(IR"), on a alors T = C’g|§{|—\5 + R avec R radiale
et homogene de degré f > 0. Comme R est a support dans {0}, c’est une somme (de
dérivées) de masses de Dirac de degré 5 > 0, donc R est nulle. On a bien I'expression

voulue. ]
Passons maintenant au résultat de cette partie :

Théoréme A.1.6. Le commutateur de Calderén T = [A,¢] (o ¢ € D(IR")) est un
opérateur de Calderon-Zygmund et donc borné de LP dans LP pour 1 < p < oo.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, un calcul direct montre que, lorsque f €
D(R"™) et g € D(IR") (a valeurs réelles) alors le noyau de 'opérateur T est donné par (en
dehors de la diagonale {z = y})

T(f).g>= C// f(y>|(y¢£yl|:j(x))g(x) dz dy

Le noyau de T est donc donné (en dehors de la diagonale) par la fonction K(z,y) =
Cvfi) —¢(x)

ly—a|" 1"

quons le théoreme de David et Journé.

Sachant que ngﬁ est borné, c’est un opérateur d’intégrale singuliere. Appli-

T est faiblement continu : en remarquant que [A, ¢] = [A, ¢ — ¢(z0)] et en reprenant les

notations de la définition (A.1.2), on a :

| < T(fro)lgzoe > | < ClUVO|acRIN (fro,0)ll2 IV (g20,)] ]2

les transformées de Riesz étant continues de L? dans L?. D’autre part T(1) = —T*(1) :

si nous montrons que T%(1) = " | R;0;¢ alors T*(1) € BMO vu que les transformées

- 127 —



A.2. ETUDE DE LA CONTINUITE DU PROJECTEUR DE LERAY

de Riesz envoient L*° dans BMO.
Soit u € D(IR") tel que [w dz =0 : on écrit
(A, gu = Y71 OiRi(pu) — o1, Oi(¢Riu) + Y21, (0:0) Ri(u).

L’intéret de cette décomposition est d’annuler par passage a la limite tous les termes
ayant une dérivée. En effet, pour une fonction test p, lorsque p est un entier tel que

1 < p < oo et g désigne son conjugué, on a successivement :

< (5 R|ORi(pu) > | < Cllgull,|0 pll R

n

< (5 7)10:(0R:)| < Cll el [ullpl Dol B

Pour que ces expressions tendent vers 0, il suffit de prendre ¢ > n soit p €]1; "~ [. Nous

obtenons donc

lim <p( )|T() —hm < p(= |Z@¢

R—o0
ce qui donne 'expression de 7%(1) souhaitée (car Rf = —R; et ¢ est a valeurs réelles). [

En conséquence, le commutateur de Calderén-Zygmund est continu de LP dans LP

(1 < p < 00) avec une norme majorée par ||Vo||s.

A.2 Etude de la continuité du projecteur de Leray

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier la continuité du projecteur de Leray

dans les espaces étudiés dans cette these. Nous nous plagons dans R™ (avec n > 2).

A.2.1 L’espace L?

uloc

Appelons L le noyau de l'opérateur de convolution (I/d — IP) = ﬁ%ﬁ Nous savons

U Cnz _ _Cy
que L =V ® 77 = W(éz‘,j — NTiTj)1<i j<n-

||

Nous avons évidemment (tout du moins formellement) :

—

(Id=TP)f = (vp.L)  f = (vp.L(x)Ma<1) * f + (L(2) Tpyz) * -

Lemme A.2.1. L’opérateur de convolution avec le noyau v.p.L(x) <1 est continu de

(L2,.)" dans lui-méme.

Démonstration. Comme tout se passe localement (car le noyau est a support compact),

nous allons utiliser la continuité de IP sur (L?)". Traitons composante par composante

- 128 —



ANNEXE A. COMMUTATEUR ET PROJECTEUR

(par abus de langage, nous noterons toujours L le terme L, ;) : Soit f € L%, . On écrit
1 (p L@) My <)l 280y = 1 UGo2) * (00 L) Mwi<1) ] £2(B(zo.1)
< | Wpg.2) * (0.p-L(2))]] 2

| f U B(zg,2) * (V0. L(2)Wjz>1) || L2(B(wo 1)

< Nfllz2@o2) + 1 Ap@o2) * (0.0 L) Mjgp>1) || 2o (B(z0,1)
< Wl + C fypn @) dy
< Cliflle,,

Nous avons aussi utilisé le fait que le noyau (v.p.L(x)1|4>1) est borné. O

Proposition A.2.2. Le projecteur de Leray n’est pas continu de (L%, (R™))" dans lui-

uloc

meéme, ni méme modulo les constantes.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il reste a montrer que la convolution avec

2

2 oe(IR™))™. Pour cela, il suffit de travailler sur une

L(z)1l|;>1 n'est pas continue sur (L

composante de L ; considérons par exemple (pour enlever la partie identité)

—nC,x1T9
Lip(z) = |x|++2

Notons, lorsque f € (L?,,.)", Vopérateur T'f(z) = f|y|>1 [l —y) it dy.
Pour exhiber un contre-exemple, considérons fy(z) = Lj_n,on». On a bien entendu :

1wz, =1.
Soit x € [1;2]". On a

Y1Y2 Y1Yy2
Tfn(x) :/ = dyz/ —— d
yEx+[0,N]" ’y|n+2 yE[2,N]™ ‘y’n+2

Posons N = 2P et décomposons l'intégrale sur une somme de cubes :

k=p—1
k=p—1 212
2 bt fze[m}n |sz+22 dz=(p—1)A

par changement de variables y = 2z, en notant A > 0 la valeur de la derniere intégrale.
Ainsi HTfN’ ’LQ > HTfN‘ ‘LQ([l;z]n) > (p — 1)14 > ClnN.

uloc
2

210e)"- Avec le méme exemple, nous pouvons

Ceci montre qu’il n’y a pas continuité dans (L
aller un peu plus loin et montrer que la continuité n’est pas assurée si on enleve les
constantes.

Lorsque |z| — 400, on a [T fx(z)| — 0. En effet, il suffit d’appliquer le passage a la limite
sous l'intégrale (possible car T'fy est la convolée de deux foncions L?(IR™) puisqu’on

integre en dehors de 0).
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Ainsi, lorsque R est suffisamment grand on a ||T fn||r2(rpp1m) < 1.

Pour toute constante c¢, il vient :

I Tfn —cllez,, = max([[Tfx = ellr2quap; 1T n = ell2qripaam)
> (1T fn = ellzzquzm) — ||TfN—C||L2 (RR+1]))
> (p— lgA 1
Ceci montre aussi que T n’est pas continu de L2, . — L2, ./{c*}. O

A.2.2 L’espace a poids L?(w)

Lemme A.2.3. Lorsque 0 < X\ < n, le projecteur de Leray est continu de (LP(wdz))"
dans (LP(wdzx))™ avec 1 < p < 0.

A

Nous rappelons que le poids w(z) = (1+|z[?)~2 a été introduit dans le chapitre M??.
Comme w), € A, (voir 'annexe B sur les classes de Muckenhoupt) alors le projecteur de
Leray (opérateur de Calderén-Zygmund) est continu de (L?(wdx))™ dans (LP(wdz))™. Ce
lemme nous a été utile dans le cas p = 2 pour montrer la convergence de 'approximation
vers les équations de Navier-Stokes. On peut remarquer que la continuité ne perdure pas

si I'exposant A > n.

Lemme A.2.4. Lorsque \ > n, le projecteur de Leray n’est pas continu de (L?(wdz))"

dans lui-meéme.

La raison vient du fait que le poids w n’appartient plus a la classe de As.

Démonstration. Le méme contre-exemple que dans L2, = fonctionne ici. Considérons tou-

uloc

jours fx = I_n,gn. On a bien entendu || fx||r2(wdz) < 00

Comme Tfy(z) > (p — 1)A, alors || T fx || r2(war) > NN ot A" = A(f(1 + |z[?)"2 da)>.
Autrement dit, ||T"fx||12(wds) tend vers oco.

Pour achever la preuve, il reste a montrer que 1'opérateur de convolution avec le noyau
v.p.L(z);<1 est continu sur (L?(wdz))™.

Nous traitons composante par composante : soit f € L*(wdz). Cela se vérifie en décomposant
I'intégrale sur une somme de cubes d’aréte 1 pour utiliser la continuité de IP dans L? (car
tout se passe localement) :

Hf*U.p.L(CC)I‘I‘<1H22 Ann
2 SHIL2 (k+[0:1)™)
| f = U-p-L(I)]I|a:|§1||L2(wdx) < C ZkeZ" (1+\k\2)%

1125,
CSonn (b[=12]") (A.6)

(1+[k[2 )7
C’||f||L2 u)dx

IN

IN
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A.2.3 L’espace MP1

Proposition A.2.5. Le projecteur de Leray est continu de (Mp’q)” dans lui-méme lorsque

1l<p<g<oo.

Remarque : Pour p = ¢, c’est évident puisque 1’on retrouve les espaces LP.

Démonstration. Soit f € MP4(IR"). Etudions Rf = [ K(z,y)f(y)dy ot K est tel que
K(z,y)| < Cﬁ.

Soit B = B(x, R). Comme d’habitude, nous décomposons f = Mz f + Tespf = fi + fo
La partie locale se traite facilement car f; € LP : par continuité du projecteur de Leray

de L? dans lui-méme, on a ||Rfi||r(5) < || Rfille < C(p)|| fil|ze, donce :

1R fillsrpa < C" @I yrva-

Pour étudier Rf; lorsque x € B, on remarque que : Rfs(z) = f|$_y|>2R %dy. Nous

allons alors majorer la norme L*° de R, en intégrant sur des couronnes :

|Rf2<37>’ < Z(])il fsz<|x_y|<2]'+1R %dy
< 2 Z]Oil w f2jR<|m_y|<2j+1R |f(y)|dy
Par 'inégalité de Holder, fB(x;szR) |f(y)|dy < (sz)n(17%)||f||Lp(B(x;2j+1R)), d’otr :

o0

[RA@)] < CaB || fll na 270

j=1

La somme converge et nous avons, grace a ||Rfs||r(p) < C! Rv||Rfs]|, la deuxiéme

estimation voulue : ||Rfa||yype < Chllfl] yrp.a- O

A.2.4 L’espace "™, 1 <p< o0

Proposition A.2.6. Le projecteur de Leray est continu de (LP*°)" dans lui-méme lorsque

1 <p<oo.

Démonstration. Nous ne pouvons utiliser directement de l'interpolation

o0

[P — [L17LOO:|1_%7

vu que la continuité du projecteur de Leray n’est pas assurée dans ces cas limites. Nous
1 1

utilisons alors LP> = [LPo, LP']g ., ot § = 42— avec 1 < py < p < p1, ce qui permet de
PO P1
conclure. O
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Annexe B

Classes de Muckenhoupt

B.1 Définition et premieres propriétés

Définition B.1.1. Soit f une fonction positive localement intégrable non nulle. On dit
que [ € A, (appelée p-classe de Muckenhoupt) lorsque 1 < p < +oo s’il existe une

constante positive A telle que pour toute boule B, f satisfasse ['inégalité
1 / 1 =’ F
— | f(x) dx —/fxpdxp’gA B.1
(7 ) ) @t [ 10 an (B.1)
1,1
(avec o + > =1)

Remarques

Si w € A, alors sa dilatée ws € A, (ws(z) = w(dz), pour § > 0).

De méme, si w € A, alors sa translatée m,w € A, (Tow(z) = w(z — h)).

Siw € A, alors 0 = w_% € A;,. Cette propriété de ”dualité” montre essentiellement que

le passage de w a o inverse l'ordre des facteurs dans l'inégalité ((B.1).

Une définition équivalente est donnée par la proposition ci-dessous.

Proposition B.1.2. On dit qu’un poids w € A, si et seulement si w est localement

intégrable et vérifie
c

/Bl < / fPw(z) dz B.2
o) < =55 [ o (B2)
pour toute fonction positive f et toute boule B.

Nous notons fg = ﬁwa(:L’) dz et w(B) = [w(x) dz.

Démonstration. Soit w € A,. Ecrivons

1 1
fB:E/Bprwp dz (B.3)
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L’inégalité de Holder appliquée aux exposants p et p’ donne

(f8)" < |B|™?f, frw da][fyw e da]¥
r _ 1 , .
< ﬁﬂﬂp’ le [ fw? dx d’apres (B.1)
A 1
= me fw?r dx.
Réciproquement, nous souhaitons appliquer (B.2) avec f = w? . En effet, fPuw =

/ _ Db . . _pP . .
w Pt = w ™ r. Si nous avions f W P dx < oo alors nous obtiendrions :

ﬁw@)( /Bw<:c>5' dayt < C© (B.4)

/

qui est la forme souhaitée. Pour surmonter cette difficulté, prenons pour f = (w + e)Tp

(avec € > 0). Sachant que
/ (w+e)7 dz< oo
B

, nous pouvons appliquer la remarque précédente et obtenir
wB) [(w+9F do’
B

Nous pouvons maintenant passer a la limite lorsque € — 0 et la formule (B.1) en découle.

[]

D
'Y

<C (B.5)

Cette caractérisation est essentielle car nous verrons qu’elle permet d’assurer que si
w € A, alors la mesure w(x)dx a la propriété de ”double mesure”. En effet, soient deux
boules By = {x : [t —y| < d} et By = {z : |vr—y| < 20}. En appliquant (B.1.2) & B = B
et f = 1p,, nous obtenons w(By) < 2"Pcw(By).

Définissons A, comme les mesures w(z)dx ayant la propriété de double-mesure :

Définition B.1.3. On dit que w € A si, pour tout « tel que 0 < a < 1 il existe
6,0 < B < 1 tel que pour toutes boules B et tout sous-ensemble FF C B, on a :
|F| = a|B] = w(F) = fw(B).

On remarque alors que si w € A, alors w € Ay : soit F' un sous-ensemble contenu
dans B, considérons f = Ir dans la proposition (B.1.2). Celle-ci nous assure alors que
(;g")p < c(— d'ott w(F) > “w(B).

Dans la suite de cette annexe, nous nous intéressons aux poids (w et wy) utilisés dans
le dernier Chapitre de cette these. Nous nous placons dans IR" et le poids est donné par
w(z) = a +| TreEr OUA € (0,n) (conditions satisfaites par les poids utilisés dans le chapitre
5).
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Lemme B.1.4. Pour tout p € (1, 00|, nous avons w € A,.

Démonstration. Nous le prouvons pour p fini, le cas A, découle de ce qui vient d’étre
fait.
Soit B la boule B(z, R). Considérons deux cas :
- ou bien |zo| < 10R alors on peut se ramener & xy = 0 quitte a intégrer sur une boule
de rayon 11R.

.1 _ c
On a alors : EIB ) da = fo e
La derniere intégrale d’mtegrande p051tlve dlverge et est donc équivalente en +o0o a
R 1l existe M > 1 tel que, lorsque R > M : |B| [pw(z) dz < 2R
D’autre part :

(ﬁwa(m)ﬁ dz)rt = (& fo n1(] 4 52)2 oD ds)P~

(B.6)
< OC'Rcar 1< M <R

Le produit des intégrales est alors majoré par une constante indépendante de R (elle ne
dépend que de p et de la dimension n).
Si R < M, comme d'un coté w(z) <1 et de 'autre

|w(x)]z>;—ll =1+ |x|2)2<;1) <1+ M2)2<P{1>, on a aussi la majoration souhaitée :

) dz)( /\w |7= = dz)P~* (1+M2)%.
|B|/ |B|
- ou bien |zg| > 10R, comme on integre sur |x — xo| < R, on a |xg| — R < |z| < |zo| + R,

soit : %|xo| < |z| < 1&]wo|. En utilisant la propriété |z| < |y| = w(y) < w(z), on a :

\B\ Jpw(z) do)(i [5lw(e )7 dapt < w(Sg)w ™ (455°) (B.7)

IN
[\
[N
g
=
F =
S~—
X
g
—
5
2
>

Dans ce cas, tout se comporte comme si le poids w était constant sur la boule B. Ceci
acheve la preuve. Nous remarquons que I'exposant A\ doit étre strictement majoré par la

dimension de ’espace pour satisfaire la conclusion du lemme. O

B.2 Continuité des opérateurs d’intégrale singuliere

Dans cette partie, nous nous proposons de prouver qu’'un opérateur de Calderon-
Zygmund T est continu de LP(wdx) dans LP(wdz) (notamment que le projecteur de
Leray l'est de L*(wdx) dans L?*(wdx), résultat utilisé dans le chapitre 5). En reprenant
la définition des opérateurs de Calderén-Zygmund (Annexe A), nous nous intéressons a

ceux pour lesquels € = 1 dans la définition (c’est le cas du projecteur de Leray vu que
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B.2. CONTINUITE DES OPERATEURS D’'INTEGRALE SINGULIERE

son noyau K vérifie |0, K (z)] < Alz|™ ! lorsque z # 0). La démonstration se déroule
en trois étapes. Tout d’abord, nous allons montrer que 'opérateur maximal défini par
(M f)(x) = supy»o2 wi<r [f (@ = y)| dy est continu de LP(wdz) dans lui-méme.

Nous montrerons ensuite comment passer de 'opérateur M a T*. L’opérateur T™ est

défini comme suit :

Définition B.2.1. Soit K le noyau de l'opérateur T. Notons K. = K(x) ;> la tron-
cature de K. Pour f € D, on notera T.f(z) = (K. * f)(x) et T.f(x) = sup.-q |Tcf(x)].

Enfin, nous conclurons sur I'opérateur T'. Nous rappelons les liens unissant ces trois
opérateurs, dont les démonstrations se trouvent notamment dans le premier chapitre de
[60].

T.f(z) < AIM(T f)(x) + M f()]

Tf ()| < Tof (x) + | f ()|

ol les constantes A et ¢ ne dépendent pas de la fonction choisie. Nous utiliserons aussi
les lemmes de recouvrement de Vitali et Withney, dont on peut trouver les énoncés et

démonstrations dans le méme chapitre.

B.2.1 Etape 1 : Etude de Mf

Théoréme B.2.2. Lopérateur M vérifie [, (M f(z))Pw(z) do < A [pa | f(@)[Pw(z) dz,
pour tout f € LP(w dx).

La preuve du théoreme repose sur le lemme suivant :

Lemme B.2.3. Soit M, f(z) = sup5>0mf3(x75) If()|w(y) dy.. St f € L'(wdzx)
alors p
w{z : My, f(z) > a} < a/|f(x)|w(x) dz ,Va >0 (B.8)

Démonstration. Définissons M, f(z) = SUP5>0me(x 5 [/ (W)w(y) dy.. Montrons

que si f € L'(wdz) alors
A
w{z : M, f(z) > a} < - / |f(z)|w(x) dz ,Va >0 (B.9)

Notons E, = {z : M,,f(z) > a} et considérons £ C E, ou E est un sous-ensemble com-
pact. Par définition de E,, pour chaque z € F, il existe une boule B, telle que x € B, et
w(B,) < % [ [f(y)|w(y) dy. Comme z € B,, par compacité de E, on peut sélectionner

un ensemble fini de ces boules recouvrant F. De cet ensemble, le lemme de Vitali (que
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I'on peut appliquer car w a la propriété de ”double mesure”) nous autorise a considérer
un sous-ensemble disjoint (By), recouvrant E et satisfaisant w(E) < czzzn w(By). En

sommant w(By,) on obtient :
c c
wB) < £ [ 1whe) < [ 1) d (B.10)
(6% E (6% IR3
En prenant la borne supérieure sur tous les ensembles compacts tels que £ C E,, on
obtient w{z : M, f(z) > a} < 2 [|f(z)|w(z) dz ,Va > 0. O

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théoreme en utilisant le théoreme
d’interpolation de Marcinkiewicz.

La proposition (B.1.2) montre que si w € A, alors

C

o < =55 [ Pula) o (B.11)

pour toute fonction positive f et toute boule B. En prenant la borne supérieure sur toutes

les boules B centrées en x, il vient

(M f(2))" < eMy(|f17)(z)

Or pour tout p > 1, w € A, : en remplagant f par |f|’ et a par % dans le lemme

précédent, on obtient alors :
A
w{z: Mf(z)>a} < o / |f(z)[Pw(x) dz Ya >0 (B.12)

On utilise alors le théoreme de Marcinkiewicz vu que M envoie LP(wdx) dans LP*(wdx)
pour tout p > 1 : cela prouve le théoreme (on pouvait aussi remarquer que M envoie

L*>®(wdz) dans lui-méme).

Remarque : Comme notre poids appartient a tous les A, la démonstration de ce théoreme
est simplifiée. Dans le cas général ou w € A, pour un certain p € (1,00)), la conclusion
reste vraie grace a l'inégalité de Holder inversée. Moralement, celle-ci nous dit que si

w € A, alors on peut toujours trouver un exposant 1 < p; < p tel que w € A,,.

B.2.2 Etape 2 : Passage de M f a T.f.

Comme w a la propriété de double-mesure, 'opérateur T, vérifie une estimation faible

de type y
w{z: T.f(x) > a} < —/|f(x)|w(x) dz Va >0 (B.13)

!
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pour tout f € L' (voir [60], chapitre 1). Ce résultat sera utilisé dans cette section.
L’objectif est de donner un controle de 7. f en termes de M. Si nous arrivons a trouver

trois constantes a, b et ¢ appropriées vérifiant
w{z : Tof(x) > a; M f(z) < ca} < aw{z:T.f(x) > ba},Va >0 (B.14)
le lemme suivant nous assurera un controle de ||T% f||zr(wdz) POUrvu que I'on ait
1T fl] v (waay < 00
Lemme B.2.4. Soient F' et G deux fonctions positives satisfaisant
w{z: F(z) > a;G(x) < ca} < aw{x : F(x) > ba},Va > 0. (B.15)

Supposons qu’il existe p € (1,00) tel que ||F||rrwdsy < 00. Sia < bP alors il existe une
constante A = A(a, b, c) telle que ||F||rr(wdz) < Al|lG||1r(wda)-

Démonstration. Nous utiliserons la caractérisation suivante
NE | any = P Jy o 'wi{z © F(z) > a} da (venant de pfO‘F(m)lap_l da = |F(x)]P).

L’hypothese du lemme implique immédiatement que
wi{z : F(z) > a} <awf{z: F(x) > ba} +w{x : G(z) > ca}. (B.16)

En multipliant (B.16) par pa?~! et en intégrant en a, la caractérisation évoquée de

||F||Lp wiz) donne :

(dans les intégrales de droite, nous avons effectué les changements de variables o/ — b

et o — ca). 1l suffit alors de prendre A = - La condition entre a et b se lit sur la

ab
derniere égalité. O

Nous nous intéressons maintenant & la proposition essentielle (et la plus éprouvante)

de cette étape :

Proposition B.2.5. [i existe a tel que, si a < 1, pour tout b < 1, il est possible de

trouver ¢ > 0 tel que
w{z : Tof(x) > a; Mf(x) < ca} < aw{zx:T,.f(x) > ba},Va >0 (B.18)

Démonstration. Dans la démonstration, la constante A pourra changer d’une ligne a
I’autre sans que cela n’ait de conséquence sur le résultat final.

Comme T, f(x) est continu pour tout € > 0 (f € L), I'ensemble

O=A{z:T.f(x) =sup|T.f(x)] > ba
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est un ouvert de IR" dont le complémentaire n’est pas vide (noté F'). Le lemme de recou-
vrement de Withney nous dit qu’il est possible de recouvrir O par une union disjointe de

"cubes” fermés (); dont le diametre est comparable a la distance de @ a F'.

Premiere partie : Nous allons d’abord prouver que sur un tel cube, il existe une constante

A telle que pour tout 0 < b < 1et ¢ >0,

A
_Cb|Q|. (B.19)

{z: Tof(2) > a; Mf(z) < ca}| < 5

avec A indépendant de j.

Notons d son ”diametre”. Comme () est un cube de Withney;, il est possible de trouver

un point xp dans F' =° O tel que dist(zp; Q) < 4d (et Tif(xp) < ba). Considérons
B = B(zp;6d) : elle est choisie de telle fagon que Q C B et chaque point de @ a une
distance a ‘B supérieure ou égale a d.
Choisissons un point yg € @ tel que M f(yg) < ca (s'il n'y a aucun point vérifiant cette
condition alors 'inégalité (B.19) devient évidente). Soit B’ la plus petite boule centrée
en yg et contenant B : il existe une constante A > 0 telle que |B'| < A|Q| (en effet
dist(zr;yg) < bd).

Maintenant que nous avons choisi un voisinage adapté a ), pour démontrer 'inégalité
portant sur le cube, nous allons utiliser I’estimation de type faible portant sur 7, (rappelée
au début de I'étape 2).

Partageons f = lgf + Iepf = f1 + fo. Comme T, f < T, f; +T,fo, on a :

{z:T.f(x) > a} C {o: T.fi(x) > bia} | J{z: T folw) > bra} (B.20)
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des lors que by + by = 1 (b; et by seront déterminés ultérieurement). Etudions 7., f1 et
T, f.

On sait que A
o Tfle) > ol < - [ 1A do
1
D’autre part

[ 15 o= [ 1l do < [ 1f] do < cal ) < Acall

Nous avons utilisé, dans 'avant-derniere inégalité, le fait que M f(yg) < ca. Ainsi :

A
{z: Tufi(z) > ba}| < b—f|@|

Il reste a traiter le cas T fy correspondant a la partie ou le support de f est en-dehors de
B.

Montrons que |7, fo(xp) — T fo(x)| < AM f(ygq), lorsque = € Q.

On écrit :

Tefo(zr) = Tefa(z)| < [B |Kc(zp —y) — Kc(z —y)||f(y)] dy (B.21)

Comme

[Ke(zp—y) = K(w =)l f )] < 25281 f(y)]

ﬁﬁ(yﬂ

(on rappelle que |z — zp| < 5d car dist(zp; Q) < 4d; de plus |y — yg| < 3|z — yl, vu

IN N

que = et yg sont dans @) et au moins la distance d de y). Comme “B est constitué des
points y tels que |y — yg| > d, alors nous pouvons décomposer I'intégrale en une somme

de couronnes comme suit :

Tefo(xp) = Tefo(z)| < Ad ZZOZO f2kd§|y‘g2k+1d %—%)l dy

Ad(35Z0 27" M f(yq)-

Cela fournit 'estimation voulue sur |1, fo(zr) — Tt fa(x)].

Par définitions de B et de fy, on a T, fo(xp) = To f(zr) ot € = max(6d, €). Nous avons

donc |Ty f(xp) —T.fo(x)| < AM f(yg). Par passage a la borne supérieure sur €, on a donc
prouvé, pour x € Q : T, fo(x) < T, f(zp) + AM f(yg) < ba + Aca.

Nous souhaitons que ba + Acar < boav @ ainsi 'ensemble {x € Q : T fo(x) > boar} sera
vide. Pour cela, il suffit de prendre by > b+ Ac.

On obtient donc

{o € Q: T.f(x) > as Mf(a) S ca}| < |a€Q: TLfi(x) > bia}]

1@l

IA A
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avec by +by =1 et by > b+ Ac.

Posons maintenant b; = IT_b (nous avons bien 0 < b < 1) et by =

14b
o
Si 1T+b > b+ Ac alors ce qui a été fait auparavant est applicable et nous obtenons
automatiquement l'inégalité désirée :

2Ac

1-b

{z e Q:T.f(z) > a; Mf(z) < ca}| < Q| (B.22)

Sinon, nous avons A—Cb > 1 et 'inégalité souhaitée est évidente en prenant A’ = 2A4; en

- 2
effet 1 < f—j) et

Ac
1-0

{z € Q:T.f(z) > a; Mf(x) < ca}| < Q] < Q. (B.23)

Cela termine la partie 1.

Deuxieme partie : Nous passons a la mesure w. Comme elle a la propriété de ”double

mesure” : si r < 1 est fixé alors il existe 6 < 1 tel que |E| < r|Q| = w(E) < dw(Q).
Revenons a l'inégalité (B.19). Prenons E = {z € Q : T.f(z) > a; M f(z) < ca}. Etant
donné b (0 < b < 1), choisissons ¢ (suffisamment petit) tel que {2 < r. On a donc
w(E) < dw(Q). Il nous reste a sommer sur tous les () = ); pour achever la preuve de la

proposition. O

Remarque : Nous n’avons utilisé que la propriété w € A, : cette condition était donc

suffisante pour prouver cette proposition.

Théoréme B.2.6. Soit p € (1,4+00) : il existe une constante A = A(p,w) telle que pour
tout f € D(R"),

[ rr@pet wsa [ psepe a (B.24)

Démonstration. Dans la proposition précédente, comme a < 1, on peut toujours choisir
b < 1 tel que a < bP. On applique alors le lemme (B.2.4). Celui-ci nous dit que le théoreme

sera prouve si
/ ITF(z)Pw(z) de < co. (B.25)
Rn
Comme f est a support compact, nous pouvons supposer que f est a support dans
{z:|z| < R}.
Lorsque |z| > 2R, nous majorons T, f(x) = f‘ K(z —y)f(y) dy. De |y| < R, on a
lz -yl >R > l%‘ Ainsi |T,.f(z)] < % avec A indépendant de €; par passage a la borne

supérieure |1, f(x)| < ;. Loin de 'origine, on a donc

— ‘xln

T—y|>e

w(z)
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(rappelons que w(z) = (1+Ii\2)%’ A€ (0,n)).

Ainsi, |Tf(x)| < Ty f(z) + ¢|f(z)| montre aussi que T'f est bornée loin de 'origine.
Lorsque || < 2R, nous pouvons directement majorer T'f. En effet, f € D et T est une
distribution tempérée alors T'f est continue (donc bornée sur B(0,2R)) et en conséquence
sur IR".

Comme T'f et f sont dans L™ et que M envoie L> dans L, la relation
T.f(x) < AIM(T f)(x) + M f(x)] (B.27)

nous assure que 7T f est aussi bornée lorsque |z| < 2R. Donc T, f € L?(B(0,2R), wdx).

On a donc 'hypothese requise qui permet de terminer la preuve du théoreme. O

Remarque : Sous la seule hypothese w € A, le théoreme ci-dessus reste vrai moyennant
Passurance de [s | M f(z)[Pw(x) dz < co. En effet, si f € D est non nulle alors M f(x) >

et nécessairement [ ( vz qr < oo,

_A _wx)
1+[z|m I4[z|)np

B.2.3 Etape 3 : Conclusion

Théoreme B.2.7. Soit T un opérateur de Calderdn-Zygmund. Pour tout f € LP(wdz),

on a .

[ et ar<a [ i@t da .

Démonstration. Apres ce qui vient d’étre fait, ce théoréme est évident. Comme |7 f(z)| <
T.f(x)+c|f(x)|, 'étape précédente montre que le théoreme est vérifié pour toute fonction
f € D. Mais chaque fonction de LP(wdz) peut étre approchée (dans sa norme par une
D est dense dans LP(wdx) (en effet, toute fonction g € LP(wdx) s’écrit sous la forme

g= fw%1 ou f € LP). On conclut par densité. ]

B.3 Reégularité maximale du noyau de la chaleur dans

LPLP(wdx).

Nous terminons cette annexe en prouvant le théoreme essentiel qui permet au modele
de converger lorsque la donnée initiale est dans (M?23)3.
Considérons l'opérateur A : f+— Af(t,x) = fot e=2Af(s,.) ds. Nous souhaitons mon-
trer que c¢’est un opérateur de Calderon-Zygmund de IR™™ muni de la mesure de Lebesgue
sur R™*! et de la quasi-distance d((t, z), (s,y)) = (Jo — y| + [t — s|2)7 (elle vérifie seule-
ment d((¢, ), (s,y)) < K(d((t, ), (u,v)) + d((u,v), (s,y)) avec K < 21) et appliquer les
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résultats du deuxieme paragraphe. Trois remarques s’imposent pour que l'analogie ait
lieu :

i) Le poids w € A,(IR") peut étre vu comme un poids de IR En effet (¢, ) — w(t, ) =
w(z) € Ay(R x IR"™).

ii) La démonstration effectuée dans la section précédente est aussi valable si nous n’avons
qu’une quasi-distance au lieu de la distance euclidienne choisie. En effet, les lemmes de re-
couvrement de Vitali et Withney (ainsi que la géométrie qui en découle) et les hypotheses
sur le noyau de 'opérateur de l'intégrale singuliere sont démontrés dans un cadre beau-
coup plus général dans [60]. En conséquence, les liens entre les trois opérateurs perdurent
sous ces hypotheses plus restrictives. A cet effet, on notera que ’hypothese portant sur
les modules de Dini pour montrer T, f(x) < A[MT f(x) + f(x)] est satisfaite grace a la
condition portant sur les”dérivées” des opérateurs de Calderén-Zygmund.

iii) Les estimations portant sur les noyaux des intégrales singulieres sont déterminées par
le volume d’une boule. Dans le cas de la distance euclidienne sur IR", le volume d’une
boule B(x,r) est en 7", d’out un contrdle du noyau en |x — y|~". Dans le cas de notre
quasi-distance, celui d’une boule est |B((t, ), r)| = Cr"*? (invariance par translation et
changement de variables ' — rx et t' — \/rt).

Montrons alors le théoreme suivant :

Théoreme B.3.1. L’opérateur A est borné de LP((0,T), (LP(wdz))) dans
LP((0,T), (LP(wdzx))) pour T € (0,00], lorsque 1 < p < oc.

Démonstration. Nous avons déja vu dans le lemme (2.2.2) du chapitre 2 que nous pou-
vions supposer T’ = oo et définir Af sur IR x IR?, quitte & prolonger f et Af par 0.

Comme nous l'avons vu, nous allons interpréter A comme un opérateur de Calderdn-
Zygmund sur IR x IR" muni de la mesure w(z) da de Lebesgue sur IR"™ et avec la quasi-
distance d((t,z), (s,y)) = (|z — y| + |t — s|2)7. Rappelons que le noyau L de I'opérateur

A est donné par :

1 T —y
L((t,x), (s, =TMpoo)(t — ) ——= (AK . B.29
(1005 = Ko ¢ = ) s (A=) (529
ou K désigne le noyau de la chaleur. Si |z — y| < /t — s alors
IAK||oo
1L((t,2), (s, )| < ——z- (B.30)
(t—s)
Sinon, nous avons
n+2AK o
L), (s,))] < I 2E e (B.31)

‘.’L‘ _ y‘n+2
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B.3. REGULARITE MAXIMALE

Ainsi, nous obtenons que

C
((t,2), (s,9))"+2

En procédant exactement de la méme fagon, nous avons les estimations sur les dérivées

I1L((¢,2). (s,9))] < ~ (B.32)

partielles. .
10, L((t, ), (s,))] < ) G (B.33)
et .
00, L((t:2), () < 5 o g (B.34)
Pour (a, b) petits devant d((¢,x), (s,y)), on obtient :
(2, (5.9)) = L+ a4, (5.9)| < Ol b o)
U T (B.3s)
ce qui implique
L), (5.9)) = L+ 040, (5,90 < o TE LTI (g

On obtiendrait le méme controle a partir par rapport a (s,y) : A répond donc a toutes
les hypotheses du deuxieme paragraphe. On peut donc conclure que A est borné de
L2 . (R™!) dans lui-méme donc de LP(IR, LP(wdz)) dans lui-méme. O

wdz

Nous pouvons donc appliquer ce résultat pour p = % dans le chapitre 4.

Nous avons au passage (quasiment) démontré le théoréeme de régularité maximale

utilisé dans le chapitre 3, pour controler la pression :

Théoréme B.3.2. L'opérateur A défini par f(t,x) — Af(t,z) = fot e=AAf(s,.) ds
est borné de LP((0,T), L(IR?)) dans lui-méme (indépendamment de T) pour tout T €
(0,4¢], I<p<ooetl <qg<oo.

Démonstration. En effet, nous avons déja vu que Af pouvait s’étendre a IR x IR" et que
A était borné de L?L? dans lui-méme. La démonstration du théoréme précédent montre
alors qu'il l'est aussi de LP(IR x IR™) dans lui-méme. Pour montrer que A est borné
de LP(L?) dans lui-méme, il suffit maintenant de l'interpréter comme une opérateur sur
R. Le noyau L(t,s) considéré est alors Ae=®2. On a alors les estimations suivantes
[ Ll|op(za,20) = 1= et [|0:L||op(ra,ra) = ﬁ : comme l'opérateur est borné dans LIL7

alors il 'est aussi dans LPLY. O
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