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être rapporteur et enfin...pour les livres qu’il m’a offerts.
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Résumé

Nous étudions des approximations des équations de Navier-Stokes compatibles avec la

recherche de solutions auto-similaires. Pour ce faire, nous utilisons un modèle préservant

le changement d’échelle et vérifiant une égalité d’énergie. Lorsque la donnée initiale est

dans L2, nous montrons qu’il converge vers une solution faible de Leray des équations de

Navier-Stokes. La preuve utilise une nouvelle expression (locale) de la pression : via le for-

malisme des solutions ”mild”, le théorème de régularité maximale du noyau de la chaleur

permet le contrôle de la pression approchée. Les chapitres suivants sont consacrés à la

construction d’une solution des équations de Navier-Stokes, globale en temps et adaptée

au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, lorsque la donnée initiale est dans Ṁ 2,3 : la

pression est cette fois contrôlée grâce à l’utilisation des classes de Muckenhoupt (dont les

propriétés utilisées sont rappelées dans l’annexe B). De plus, nous obtenons un résultat

partiel d’unicité sur ces approximations.

La première partie est consacrée à l’étude d’un modèle scalaire ayant les mêmes propriétés

que celui celui des équations de Navier-Stokes (invariances par translation et dilatation,

antisymétrie du terme bilinéaire) mais contenant un opérateur d’intégrale singulière :

nous revisitons les techniques habituelles (solutions ”mild”, faibles) et construisons une

solution vérifiant une inégalité d’énergie locale analogue à celle des équations de Navier-

Stokes.

Mots clés : Navier-Stokes, égalité d’énergie, inégalité d’énergie locale, solutions auto-

similaires, solutions d’énergie infinie, classes de Muckenhoupt, régularité maximale.



Abstract

We study some approximations for the Navier-Stokes equations compatible with the

research of self-similar solutions : for this, we use some scaling and energy equality pre-

serving models. When initial data is in L2, we show that the model converges towards

some (Leray) weak solution of the Navier-Stokes equations. In the proof, we use a new

(local) expression of the pressure, whose control is ensured using the maximal regularity

for the heat kernel thanks to the formalism of mild solutions. The following chapters are

devoted to the construction of a global-in-time suitable solution for the Navier-Stokes

equations, when initial data is in Ṁ 2,3 : Muckenhout classes allow to control the pressure

(see Annex B). Besides, we obtain a partial result of uniqueness of these approximations.

In the first part, we study a scalar model whose properties are similar to the NS equa-

tions (invariance by translations and dilations, antisymmetry of the bilinear term) but

which contains a singular integral operator : using on some classical harmonic analysis

tools (mild and weak solutions), we prove that the solution also satisfies a local energy

inequality.

Keywords : Navier-Stokes, energy equality, suitable solutions, self-similar solutions,

infinite energy solutions, Muckenhoupt classes, maximal regularity for the heat kernel.

MSC : 76D05.
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2.3.2 Passages à la limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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A.2.3 L’espace Ṁ p,q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

A.2.4 L’espace Lp,∞, 1 < p <∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

B Classes de Muckenhoupt 133
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Liste des notations

– ∂ju, ∂tu : dérivée partielle de u par rapport à xj (resp. par rapport à t).

– ~∇.~u : divergence de u.

– ~∇⊗ ~u = (∂ifj)i,j désigne la matrice des dérivées premières.

– ~u⊗ ~v = (uiuj)i,j est une matrice.

– (~u.~∇)~v désigne le vecteur (
∑

i ui∂ivj)j

– ~∇u : gradient de u.

– Λ = (−∆)
1
2 : opérateur défini en Fourier par Λ̂f(ξ) = |ξ|f̂(ξ) (voir Annexe A)

– ∆u, ∆~u : Laplaciens respectifs de u (scalaire) et de ~u (vecteur).

– B(x,R) : boule fermée de centre x et de rayon R.

– B(x,R) : boule ouverte de centre x et de rayon R.

– B(u, v), B(~u,~v) : opérateur bilinéaire des solutions milds. Selon l’équation étudiée,

il désignera soit

B(u, v) =

∫ t

0

e(t−s)∆[u,Λ]v ds.

soit

B(~u,~v) =

∫ t

0

e(t−s)∆(~u.~∇)~v ds.

soit tout autre opérateur bilinéaire associé une équation de ce type (précisé au

moment de l’étude).

– et∆ : noyau de la chaleur (de l’opérateur et∆) dont le noyau sera (abusivement)

nommé K : Kt(x) = (4πt)−
n
2 e−

|x|2
4t .

– û, Fu : transformée de Fourier de u,

û(ξ) =

∫
Rn
e−ix·ξv(x) dx.

La transformée de Fourier en temps et en espace d’une fonction f sera notée F(τ, ξ).

– F−1u : transformée de Fourier inverse de u, s’écrivant pour u suffisamment régulière

F−1u(x) = (2π)−n
∫
Rn
eix·ξv(ξ) dξ.

– IP : projecteur de Leray IP = Id− ~∇
∆
~∇.

– R : transformées de Riesz R = (R1, . . . , Rn) où Rk = ∂k
Λ

– Suppf : support d’une fonction-test f

– |A|, w(A) : mesure de Lebesgue de l’ensemble A ⊂ IRn (resp. mesure de A pour la

mesure wdx).
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Les notations ponctuellement utiles (comme les cubes Qk lors des études L2
uloc) seront

précisées au moment opportun.
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Liste des espaces

– Ap(IRn), 1 < p ≤ ∞ : espaces de Muckenhoupt (voir annexe B).

– Bs,q
p , 1 ≤ p ≤ ∞, s ∈ IR, 1 ≤ q∞ : espaces de Besov (définis par la décomposition

de Littlewood-Paley)

Bs,q
p =

{
f ∈ S ′(IRn), ‖f‖Bs,qp = ‖S0f‖p +

( ∞∑
j=0

2jsq‖∆jf‖qp
) 1

q

<∞
}
.

– Ḃs,q
p , 1 ≤ p ≤ ∞, s ∈ IR, 1 ≤ q <∞ : espaces de Besov homogènes,

Ḃs,q
p =

{
f ∈ Z ′(IRn),∀j ∈ Z, ∆jf ∈ Lp et

(∑
j∈Z

2jsq||∆jf ||qp
) 1

q

<∞
}
,

avec Z ′ = S ′/IC[X1, ..., Xn].

– BMO : ensemble des fonctions localement intégrables f telles que :

sup
B∈B

1

|B|

∫
B

|f(x)−mBf | dx <∞,

où B est l’ensemble des boulesB(x0, r), x0 ∈ IR3, r > 0 etmBf = |B|−1
∫
B
|f(x)| dx.

– C(X) : espace des fonctions continues sur X

– C∞(O) : espace des fonctions de classe C∞ sur l’ouvert O ⊂ IRn

– D(O) : espace des fonctions C∞ sur l’ouvert O ⊂ IRn, à support compact dans O

(fonctions test)

– D′(O) : espace de distributions sur O

– Hs(IRn) : espace de Sobolev d’indice s ∈ IR

Hs =

{
f ∈ S ′ ,

∫ (
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ <∞

}
.

– H−p(B), p ∈ IN : espace de Sobolev d’indice négatif (entier) sur une boule ouverte

B

H−p(B) =

f ∈ S ′ , f =
∑
|α|≤m

∂αuα où uα ∈ L2(B)

 .

– Lp(X), Lp(w) : espace des fonctions de puissance pe intégrable sur X, resp. pour la

mesure w

– 13 –



– Lpuloc, p ∈ [1,∞[ : espace des fonctions de puissance pe uniformément localement

intégrable sur IRn

Lpuloc =

{
u ∈ Lploc(IR

n), ||u||Lpuloc = sup
x0∈IRn

(

∫
x0+[0,1]n)

|u(x)|p dx) <∞
}
.

Les normes suivantes sont équivalentes :

||u||p
Lpuloc
∼ sup

k∈Zn

∫
k+[0;1]n

|u(x)|n dx ∼ sup
k∈Zn

∫
φ(x− k)|u(x)|p dx

où φ est une fonction-test positive telle que
∑

k φ(x − k) soit minorée par un réel

strictement positif sur IRn.

Pour p > 1, c’est le dual de l’espace de Banach séparable :

WLp
′
(IRn) =

{
u ∈ Lp

′

loc(IR
n),

∑
k∈Zn
||u||Lp′ (k+[0,1]n) <∞

}
.

On utilisera enfin ||f ∗ g||Lpuloc ≤ ||f ||1||g||Lpuloc .
– (Lpt (0, T )Lqx)uloc, 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q <∞ : c’est l’espace Lquloc,xL

p
t ((0, T )× IRn)

– Lp,q : espaces de Lorentz définis par interpolation pour 1 < p < ∞ et 1 ≤ q ≤ ∞
Lp,q = [L1, L∞]1− 1

p
,q.

On a (convolution des espaces de Lorentz) Lp1,q1 ∗Lp2,q2 → Lp,q pour 1 < p <∞ et

1 ≤ q ≤ ∞ avec 1
p

= 1
p1

+ 1
p2
− 1 et 1

q
= 1

q1
+ 1

q2
lorsque 1 < p < p′ et q′ ≤ q ≤ ∞

(p′ et q′ désignent les conjugués de p et q).

– Lp,∗ : espaces de Marcinkiewicz,

Lp,∗ =

{
f mesurable, ‖f‖p,∗ = sup

0<t<∞
t |{x ∈ IRn, |f(x)| > t}|

1
p <∞

}
.

On a Lp,∗ = Lp,∞.

– Ṁ p,q(IRn), 1 < p ≤ q <∞ : espaces homogènes de Morrey-Campanato.{
f ∈ Lploc; supx0∈IRn;0<R<∞ Rn( 1

q
− 1
p

)||f ||Lp(B(x0,R)) <∞
}

dont le prédual est l’espace de Banach de fonctions f se décomposant sous la forme

d’une série f =
∑

n∈IN λnfn telles que Supp fn ⊂ B(xn;Rn) avec ||fn|| p
p−1
≤ R

3( 1
q
− 1
p

)
n

et
∑

n∈IN |λn| <∞.
– S(IRn) : espace de Schwartz des fonctions C∞(IRn), à décroissance rapide ainsi que

leurs dérivées.

– S ′(IRn) : espace des distributions tempérées.
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Par abus de langage, on utilisera parfois la même notation pour les espaces de fonctions

scalaires et ceux à valeurs dans IRn (principalement lorsque nous évoquerons les normes

de ces espaces).

Lorsque E est un espace de fonctions de x, on entend par Lp(I, E) l’espace des fonctions

Lp sur l’intervalle de temps (par exemple I = [0, T ]) : cet espace sera parfois noté LpE.

Lorsque E est un espace de distributions non séparable (comme L∞ ou L2
uloc), on entend

par LpE l’espace des fonctions f localement mesurables de I dans E (c’est-à-dire f 7→<
f, φ > est mesurable pour toute fonction-test φ) telles que

∫
I
||f(t)||pE dt < ∞ : cette

définition n’est pas équivalente à la définition usuelle requérant une mesurabilité forte.

Le crochet <,> désigne soit le produit scalaire dans L2 (ou L2(I × IRn)), soit le crochet

de dualité entre un espace et son dual.

– 15 –
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Quelques commentaires sur les équations de Navier-

Stokes

Nous nous intéressons aux équations de Navier-Stokes dans le cadre (restrictif) sui-

vant : considérons un fluide visqueux, homogène et incompressible, remplissant l’espace

IR3 et non soumis à une force extérieure. Les équations décrivant l’évolution de sa vitesse

~u(t, x) (sans perte de généralité, nous prenons les constantes de viscosité et de densité

égales à 1) au temps t > 0 et à la position x ∈ IR3 sont données par :
∂t~u = ∆~u− (~u.~∇)~u− ~∇p
~∇.~u = 0

~u(0, .) = ~u0

(1.1)

Ces équations ont les propriétés fondamentales suivantes :

- invariance par translation : si le couple (~u(t, x), p(t, x)) est solution sur (0, T )× IR3 des

équations de Navier-Stokes avec donnée initiale ~u0 alors, pour tout x0 ∈ IR3, (~u(t, x −
x0), p(t, x − x0)) est solution sur (0, T ) × IR3 des mêmes équations avec donnée initiale

~u0(x− x0).

- invariance par dilatation : si le couple (~u(t, x), p(t, x)) est solution sur (0, T ) × IR3 des

équations de Navier-Stokes avec donnée initiale ~u0 alors, pour tout λ > 0,

(λ~u(λ2t, λx), λ2p(λ2t, λx)) est solution sur (0, T
λ2 )× IR3 des mêmes équations avec donnée

initiale λ~u0(λx).

- antisymétrie du terme bilinéaire : lorsque ~u est solution du problème de Cauchy (1.1),

pour ~v et ~w suffisamment régulières, on a :
∫
~v(~u.~∇)~w dx = −

∫
~w(~u.~∇)~v dx.

17



1.1. COMMENTAIRES SUR NAVIER-STOKES

Lorsque la donnée initiale est homogène (∀λ > 0, λ~u0(λx) = ~u0(x)), une question

intéressante est de savoir s’il existe des solutions auto-similaires (~uλ(t, x) = ~u(t, x)) :

en effet, dans le cas d’une réponse positive, elles permettent de lier les variables de

temps et d’espace et d’écrire la solution sous la forme ~u(t, x) = 1√
t
~U( x√

t
). Les espaces à

considérer (dits critiques) pour les exhiber sont dictés par la condition d’homogénéité. Le

premier candidat naturel est l’espace L3 mais il ne produit pas de solutions auto-similaires

étant donné que seules les distributions nulles vérifiant la condition d’homogénéité ap-

partiennent à L3.

Lorsque la donnée initiale est petite, de nombreux exemples d’espaces critiques (contenant

une distribution homogène non triviale telle |x|−1) garantissent l’existence de solutions

auto-similaires via le formalisme des solutions ”mild”. Nous rappelons que cette méthode

consiste à chercher des solutions sous la forme

~u = et∆~u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆IP~∇.(~u⊗ ~u) ds (1.2)

où IP désigne le projecteur de Leray-Hopf (défini comme projection orthogonale sur les

vecteurs à divergence nulle), permettant ainsi d’occulter la pression. Comme exemples,

citons les espaces de Lorentz L3,∞ étudiés par Barraza [1] et Meyer [47], de Morrey-

Campanato homogènes Ṁ p,3 (1 < p < 3) par Taylor [61], de Besov homogènes Ḃ
3
p
−1,∞

p

(3 < p < ∞) [13] et plus récemment BMO−1 par Koch et Tataru [29]. Cette méthode

étant basée sur l’application de l’algorithme du point fixe de Picard, la construction de

solutions globales et l’unicité assurent l’existence de solutions auto-similaires.

Dans le cas d’une donnée initiale grande, le formalisme des solutions ”mild” devient

inopérant dans les espaces critiques. L’idée est alors de construire des solutions faibles en

s’inspirant de la théorie de Leray [38] : celle-ci repose sur une construction basée sur des

estimations d’énergie préalables et des arguments de compacité, l’unicité ne pouvant se

déduire directement du procédé de construction. Rappelons sa définition d’une solution

faible et quelques propriétés vérifiées par la solution selon sa régularité :

Définition 1.1.1. Soit ~u0 ∈ (L2(IR3))3 tel que ~∇.~u0 = 0. Une solution faible de Leray des

équations de Navier-Stokes est une solution ~u ∈ (L∞L2)3∩(L2Ḣ 1)3 définie sur (0,∞)×IR3

et satisfaisant l’inégalité d’énergie :

||~u(t)||22 + 2

∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx ds ≤ ||~u0||22. (1.3)

Par interpolation ~u ∈ (L4L3)3 et la pression p ∈ L2L
3
2 peut être déduite de ~u par la
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formule

p = −
i=3∑
i=1

j=3∑
j=1

1

∆
∂i∂j(uiuj) (1.4)

Cette solution est au mieux (L4L3)3 ∩ (L
8
3L4)3 mais n’est pas (L4L4)3. Si nous sup-

posons cette régularité acquise alors l’inégalité d’énergie devient une égalité. En effet,

dans ce cas la pression p ∈ L2L2 et ainsi ∂t~u ∈ (L2Ḣ −1)3 : l’égalité d
dt
||~u(t, .)||22 =

2 < ∂t~u(t, .), ~u(t, .) > a donc un sens comme produit d’une fonction Ḣ −1 contre Ḣ 1 et

l’égalité en découle. Cette égalité d’énergie peut être simplifiée en décrivant la distribution

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 comme une divergence :

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 =
i=3∑
i=1

∂i(2~u.∂i~u− |~u|2 − 2p)ui +R. (1.5)

où R = (|~u|2 + 2p)~∇.~u = 0. Si l’on suppose une régularité (encore) supérieure sur la

solution ~u ∈ (L8L4)3 alors le critère de Serrin [58] nous assure l’unicité de celle-ci.

Néanmoins, dans la recherche de solutions auto-similaires, la condition d’homogénéité

fixée sur ~u0 implique, dès que ~u0 6= 0, ||~u0||2 = +∞. L’inégalité d’énergie décrite par

Leray est alors remplacée par celle d’énergie locale proposée par Scheffer [57] : il existe

une mesure positive et localement finie µ telle que

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − ~∇.(|~u|2~u)− 2~∇.p~u− µ. (1.6)

Cette mesure µ exprime le manque de régularité de la solution ~u.

Contrairement à l’inégalité d’énergie locale de Leray, il n’est plus nécessaire d’avoir une

condition de carré intégrable sur l’espace entier pour satisfaire à l’égalité d’énergie de

Scheffer, comme le montre la définition suivante :

Définition 1.1.2. Un champ de vecteurs ~u défini sur (0, T )×IR3 est dit adapté au critère

de Caffarelli, Kohn et Nirenberg lorsque :

1) ~u est localement en temps et en espace (L∞L2)3 ∩ (L2Ḣ 1)3

2) ~∇.~u = 0

3) Il existe une distribution p ∈ D′((0, T )× IR3) telle que ∂t~u = ∆~u− ~∇.(~u⊗ ~u)− ~∇p.
4) Localement en temps et en espace ~u ∈ (L3L3)3 et la pression p ∈ L 3

2L
3
2 .

5) ~u vérifie l’égalité de Scheffer : dans D′((0, T )× IR3)

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − ~∇.(|~u|2~u)− 2~∇.p~u− µ (1.7)

où µ est une mesure positive et localement finie définie sur ((0, T )× IR3).
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L’intérêt principal de ces solutions est qu’elles satisfont au critère de Caffarelli, Kohn

et Nirenberg (voir [9]).

Théorème 1.1.3. Il existe deux constantes ε0 et C0 telles que si T > 0, si x0 ∈ IR3, si

0 < r2 < t0 < T , si 0 < ε < ε0, si ~u est une solution adaptée au sens de Caffarelli, Kohn

et Nirenberg sur (0, T )× IR3 telle que∫ ∫
|x−x0|<r,t0− r

2

4
<t<t0

|~u(t, x)|3 + |p(t, x)|
3
2 dxdt < εr2

alors

sup
|x−x0|<r,t0− r

2

4
<t<t0

|~u(t, x)| < C1ε
1
3 r−1

1.2 Présentation de certaines approximations exis-

tantes

1.2.1 Approximation de Leray

Pour construire des solutions faibles de Leray (puis des solutions adaptées au sens

de Caffarelli, Kohn et Nirenberg), nous ne pouvons traiter frontalement les équations

de Navier-Stokes : en effet, pour construire des solutions (L∞L2 ∩ L2Ḣ 1)3, le produit

(~u.~∇)~u = ~∇.(~u ⊗ ~u) est moins régulier que ∆~u et le formalisme des solutions milds

devient inopérant. Un moyen usuel pour contourner cette difficulté est de convoler l’un

des deux facteurs du terme non linéaire afin de lui donner plus de régularité, comme le

proposa Leray [38] :
∂t~uε = ∆~uε − ~∇.(wε ∗ ~uε)⊗ ~uε − ~∇pε
~∇.~uε = 0.

~uε(0, .) = ~u0

(1.8)

où pε = −
∑i=3

i=1

∑j=3
j=1

1
∆
∂i∂jwε ∗ uε,i uε,j La méthode du point fixe de Picard permet de

trouver une solution ~uε ∈ (L∞L2 ∩ L2Ḣ 1)3 telle que ∂t~u ∈ (L2Ḣ −1)3. Ainsi, l’égalité

< ∂t~uε, ~uε > a un sens et l’égalité d’énergie suivante en découle :

∂t|~uε|2 + 2|~∇⊗ ~uε|2 =
i=3∑
i=1

∂i(2~uε.∂i~uε − |~uε|2wε ∗ uε,i − 2pεuε,i) +Rε. (1.9)

où Rε = |~uε|2wε∗(~∇.~uε)+2pε~∇.~uε = 0. Par un critère de compacité de Rellich, il existe une

suite εk → 0 et une distribution ~u ∈ L∞t L2
x∩L2

t Ḣ
1
x telle que ~uε converge faiblement vers ~u
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dans (L2Ḣ 1)3 et fortement en norme L2 dans tout compact contenu dans (0,+∞)× IR3.

Par passage à la limite, nous obtenons :

lim
εk→0

∂t~uεk −∆~uεk + (wεk ∗ ~uεk).~∇~uεk + ~∇pεk = ∂t~u−∆~u+ ~u.~∇~u+ ~∇p = 0. (1.10)

ainsi que

lim
εk→0

∂t|~uε|2+
i=3∑
i=1

∂i(−2~uε.∂i~uε+|~uε|2wε∗uε,i+2pεuε,i) = ∂t|~u|2+
i=3∑
i=1

∂i(−2~u.∂i~u+|~u|2ui+2pui).

(1.11)

Comme il n’y a aucune raison (connue) pour que |~∇⊗ ~uεk |2 converge vers |~∇⊗ ~u|2, nous

ne pouvons avoir mieux que limεk→0 |~∇⊗~uεk |2 = |~∇⊗~u|2 +µ où µ est une mesure locale-

ment finie : la solution construite vérifie donc l’égalité d’énergie locale de Scheffer. Pour

de plus amples détails sur les passages à la limite, cf. [34].

Lorsque la donnée initiale ~u0 est homogène et non nulle (donc ||~u0||2 = +∞), Lemarié

développe dans [33] une théorie sur les solutions faibles localement uniformément de carré

intégrable (espace L2
uloc d’énergie infinie) : son idée reprend celle de Leray et repose sur

une estimation uniforme a priori de la vitesse approchée et de son gradient puis sur un

passage à la limite utilisant un critère de compacité. Contrairement au cas L2, pε ne peut

s’écrire sous la forme pε = −
∑i=3

i=1

∑j=3
j=1

1
∆
∂i∂j(wε ∗ uε,i uε,j) étant donné que le noyau

de l’opérateur de convolution 1
∆
∂i∂j décroit trop faiblement à l’infini. Toutefois, nous

pouvons définir ~∇pε car ∂k
1
∆
∂i∂j opère sur L2

uloc. Ainsi, pε est défini à une constante près.

Considérons l’égalité d’énergie

∂t|~uε|2 + 2|~∇⊗ ~uε|2 =
i=3∑
i=1

∂i(2~uε.∂i~uε − |~uε|2wε ∗ uε,i − 2pεuε,i) +Rε. (1.12)

où Rε = |~uε|2wε ∗ (~∇.~uε) + 2pε~∇.~uε = 0.

En l’intégrant avec précaution contre des fonctions test, Lemarié obtient les estimations

a priori suivantes :

Proposition 1.2.1. Soit ~u0 ∈ (L2
uloc(IR

3))3 tel que ~∇.~u0 = 0. Il existe une constante

positive C0 (indépendante de ε et de ~u0) et un temps T0 = 1
C4

0 max(1,||~u0||2
L2
uloc

)
tels que, pour

tout 0 < t < T0 :

||~uε(t)||2L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~uε||2L2
ulocL

2(0,t) ≤ C0||~u0||2L2
uloc

(1− t

T0

)
−1
2 (1.13)

Par un critère de compacité de Rellich, il construit une solution locale aux équations

de Navier-Stokes :
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Théorème 1.2.2. Soit ~u0 ∈ (L2
uloc(IR

3))3 tel que ~∇.~u0 = 0. Il existe une constante po-

sitive C0 (indépendante de ε et de ~u0) et un temps T0 = 1
C4

0 max(1,||~u0||2
L2
uloc

)
tels que les

équations de Navier-Stokes aient une solution ~u sur (0, T0) × IR3, adaptée au sens de

Caffarelli, Kohn et Nirenberg et vérifiant pour tout 0 < t < T0 :

||~u(t)||2L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u||2L2
ulocL

2(0,t) ≤ C0||~u0||2L2
uloc

(1− t

T0

)
−1
2 (1.14)

Maintenant, si nous souhaitons étudier les équations de Navier-Stokes avec donnée

initiale homogène de carré uniformément localement intégrable, la donnée initiale doit

appartenir à (Ṁ 2,3)3 (étant donné que || ~u0||Ṁ 2,3 = supR>0R||~u0(Rx)||L2
uloc

).

P.G. Lemarié [35] montre alors (via un argument d’unicité) que la preuve de la proposition

(1.2.1) s’adapte à n’importe quelle échelle et peut ainsi produire une solution sur tout

intervalle de temps (0, T ) et finalement globale.

Théorème 1.2.3. Soit ~u0 ∈ (Ṁ 2,3)3 tel que ~∇.~u0 = 0. Il existe une constante positive

C0 et un temps T0 = 1
C4

0 max(1,||~u0||2
Ṁ 2,3 )

tels que les équations de Navier-Stokes aient une

solution ~u adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg sur (0,+∞) vérifiant les

majorations suivantes :

sup
R>0,x0∈IR3,t>0

1

R +
√

t
T0

∫
||x−x0||≤R

|~u(t, x)|2 dx ≤ C0||~u0||2Ṁ 2,3

sup
x0∈IR3,R>0

√
T0

t

∫ t

0

∫
||x−x0||≤

√
t
T0

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dx ds < C0||~u0||2Ṁ 2,3 .

Autrement dit, le formalisme des solutions ”mild” permet de construire une solution

globale des équations de Navier-Stokes lorsque la donnée initiale est petite dans (Ṁ 2,3)3

alors que le procédé de Leray en construit une lorsque celle-ci est grande, l’unicité en

moins (d’où la question de l’auto-similarité pour de grandes données initiales).

1.2.2 Autres approximations

D’autres approximations ont été étudiées par divers auteurs : exposons rapidement

certaines d’entre elles.

Dans le but de développer la théorie de Galerkin (équations de Navier-Stokes sur des

domaines bornés), Chemin [15] a proposé le modèle de Friedrich, qui converge vers des
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solutions de Navier-Stokes dans le cas L2.
∂t~uN = ∆~uN − PN(IP~∇.~uN ⊗ ~uN)

~∇.~uN = 0.

~uN(0, .) = PN~u0.

(1.15)

où pN = −PN(
∑i=3

i=1

∑j=3
j=1

1
∆
∂i∂j(uN,i uN,j)) où PN désigne le projecteur (en Fourier) sur

|ξ| ≤ 2N .

L’égalité d’énergie locale associée est

∂t|~uN |2 + 2|~∇⊗ ~uN |2 = ∆|~uN |2 − ~∇.(|~uN |2~uN)− 2~∇.(pN~uN) (1.16)

Beiraõ da Vega [5] ajoute un bi-Laplacien (reprenant l’idée de J.-L. Lions) aux équations

de Navier-Stokes pour rendre l’approximation plus régulière et construire de façon déterministe

des solutions lorsque la donnée initiale est (L2)3 (cette approximation doit aussi certaine-

ment fournir des solutions lorsque la donnée initiale est dans (L2
uloc)

3 puis dans (Ṁ 2,3)3) :
∂t~uε = ∆~uε − IP~∇.(~uε ⊗ ~uε)− ε∆2~uε
~∇.~uε = 0.

~uε(0, .) = ~u0.

(1.17)

où pε = −
∑i=3

i=1

∑j=3
j=1

1
∆
∂i∂j(uε,i uε,j). L’égalité d’énergie locale associée est

∂t|~uε|2 + 2|~∇⊗ ~uε|2 + 2ε|∆~uε|2 = ∆|~uε|2 − ~∇.((|~uε|2 + 2pε)~uε + 4ε
∑j=3

j=1 ∂j(∆~uε.∂j~uε)

−2ε∆(|~∇⊗ ~uε|2)− 2ε∆(~uε.∆~uε)

Partant d’une approche totalement différente, dans le but d’étudier des solutions statis-

tiques spatialement homogènes dans les espaces à poids L2(wdx) (où le poids w ∈ L1)

qui requièrent une approche probabiliste (pour une position claire du problème des solu-

tions statistiques homogènes, voir [2] ou [3]), Vishik et Fursikov [64] se sont intéressés à

l’approximation suivante{
∂t~uε = ∆~uε − ~∇.~uε ⊗ ~uε − ε|~uε|4~uε + 1

ε
~∇(~∇.~uε)

~uε(0, .) = ~u0.
(1.18)

La pression est ici donnée par pε = −1
ε
~∇.~uε et la divergence de la vitesse n’est pas

nécessairement nulle.

L’égalité d’énergie locale est

∂t|~uε|2 + 2|~∇⊗ ~uε|2 +
2

ε
|~∇.~uε|2 + 2ε|~uε|6 = ∆|~uε|2 − ~∇.(|~uε|2~uε)− ~∇.~uε|~uε|2 (1.19)
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A cet effet, notons que dans la démonstration originelle de Vishik et Fursikov, le pire

terme à étudier permettant à l’approximation de converger était IE(
∫
pε~∇w.~uε) (où IE est

l’espérance) mais s’annulait par invariance par translation de la loi de probabilité.

Ces modèles (ainsi que l’approximation de Leray) convergent d’une façon déterministe

ou probabiliste vers les équations de Navier-Stokes et mènent à des égalités d’énergie lo-

cale : il y a aussi unicité des solutions de chaque approximation étant donné la forte

régularité ajoutée (la projection sur les basses fréquences de Friedrich permet d’avoir

un contrôle L2L∞ grâce aux inégalités de Bernstein, la convolution de Leray permet

d’avoir un facteur L∞L∞ dans le terme non linéaire, le bi-Laplacien de Beiraõ da Vega

un terme L2H2 et la pénalisation de Vishik et Fusikov est L6L6) ; toutefois, aucun d’eux

ne préserve l’invariance par changement d’échelle propre aux équations de Navier-Stokes

et la recherche de solutions auto-similaires ne peut s’effectuer à partir de ceux-ci.

1.3 Présentation des travaux de la thèse

Cette thèse est composée de deux parties dans lesquelles nous étudions deux modèles

indépendants mais ayant des propriétés analogues aux équations de Navier-Stokes et sou-

mis à une même idée : la construction de solutions globales faibles lorsque la donnée ini-

tiale est dans l’espace de Morrey-Campanato (Ṁ 2,3)3 (nous reprenons les idées développées

par Lemarié dans [34] puis [35] et décrites dans le paragraphe portant sur l’approximation

de Leray).

D’une part, le deuxième chapitre reprend les travaux effectués lors de la première

année pendant laquelle nous nous sommes intéressés à :{
∂tu = ∆u− [u,Λ]u

u(0, .) = u0

(1.20)

où Λ est l’opérateur de Caderón défini en Fourier par Λ̂f(ξ) = |ξ||f̂(ξ) (pour des précisions

élémentaires sur cet opérateur on se référera à l’Annexe A et pour des informations

plus complètes, l’oeuvre de Calderón ou tout manuscrit portant sur les équations quasi-

géostrophiques [44] ou [68] peuvent être conseillés) et [u,Λ]u = uΛu− Λ(u2).

Ce modèle vérifie les mêmes propriétés que celui des équations de Navier-Stokes (in-

variances par translation et dilatation, antisymétrie du terme bilinéaire sous certaines

hypothèses de régularité grâce au théorème de Plancherel) mais possède une difficulté
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supplémentaire liée à la présence d’opérateurs d’intégrale singulière. Notre objectif est

donc d’appliquer à ce modèle les techniques d’analyse précédemment décrites et usuelles

aux équations de Navier-Stokes (formalisme des solutions ”mild”, construction de so-

lutions faibles) afin de mieux comprendre l’opérateur Λ. Les résultats obtenus via le

formalisme des solutions ”mild” (dans certains espaces critiques : L3, L3,∞ et Ṁ 2,3) et

pour la construction de solutions faibles de Leray le sont grâce à la continuité du projec-

teur de Leray dans ces espaces (remarquons qu’en espace, l’opérateur Λ s’écrit comme la

somme de produits d’opérateurs de transformées de Riesz et de dérivation). Lorsque la

donnée initiale est dans L2
uloc, les commutateurs de Calderón ([11], voir Annexe A) [φ,Λ]

(où φ est une fonction test) joueront un rôle majeur et permettront de gagner une dérivée

dans les estimations a priori L2
uloc et ainsi d’obtenir un contrôle du terme bilinéaire. Nous

construisons ensuite une solution globale lorsque la donnée initiale est dans Ṁ 2,3. Le

principal résultat est l’obtention d’une inégalité d’énergie locale (comparable à l’égalité

d’énergie locale de Scheffer) :

Théorème 1.3.1. Soit u0 ∈ Ṁ 2,3.

Soit φ ∈ D((0,∞)×IR3) telle que φ ≥ 0. La solution u du modèle scalaire vérifie l’inégalité

d’énergie locale suivante :

2
∫ ∫
|~∇u|2φ dx dt ≤

∫ ∫
|u|2(∂tφ+ ∆φ) dx dt

−C
2

∫ ∫ ∫
u(t, x)u(t, y)(u(t, x)− u(t, y)) (φ(t,x)−φ(t,y))

|x−y|4 dx dy dt.

La constante C est donnée par Λu = Cv.p.
∫ u(x−y)−u(x)

|y|n+β dx pour u ∈ D(IRn) (voir

annexe A).

D’autre part, les trois chapitres suivants sont consacrés à la recherche de solutions

auto-similaires pour les équations de Navier-Stokes. La stratégie est la suivante : une

limite faible de solutions auto-similaires restant autosimilaire, l’idée est de considérer un

modèle ayant des solutions plus régulières que celles de Navier-Stokes et de traiter l’auto-

similarité de celles-ci. P.G. Lemarié a donc considéré une approximation des équations

de Navier-Stokes préservant à la fois l’égalité d’énergie (pour avoir des solutions plus

régulières) et le changement d’échelle (pour la recherche de solutions auto-similaires) : ces

deux contraintes semblaient a priori difficilement compatibles puisque l’égalité d’énergie

nécessite des estimations L2 alors que la contrainte d’échelle est une estimation L3. Nous

souhaitons construire de façon déterministe des solutions globales du modèle approché

lorsque la donnée initiale est (grande) dans (Ṁ 2,3)3, étudier leur unicité et enfin la conver-

gence (au sens des distributions) de l’approximation vers les équations de Navier-Stokes :
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dans le cas d’une triple réponse positive, cela assurerait l’existence de solutions auto-

similaires des équations de Navier-Stokes pour une donnée initiale quelconque.

Le modèle considéré est une adaptation de celui de Vishik et Fursikov précédemment

décrit.

Définition 1.3.2. Nous appellerons équations modifiées de Vishik et Fusikov l’approxi-

mation suivante :{
∂t~uα,η = ∆~uα,η − (~uα,η.~∇)~uα,η − α|~uα,η|2~uα,η + 1

η
~∇(~∇.~uα,η)

~uα,η(0, .) = ~u0.
(1.21)

La pression est toujours donnée par pα,η = − 1
η
~∇.~uα,η et la divergence de la vitesse n’est

pas nécessairement nulle (ce qui sera parfois noté abusivement ~∇.~uα,η 6= 0).

Le changement d’échelle λ~u(λ2t, λx) opère sur cette approximation et l’ajout de la

pénalité égalité −α|~uα,η|2~uα,η est une condition (L4L4) bien connue permettant d’écrire

l’égalité d’énergie locale :

∂t|~uα,η|2 +2|~∇⊗~uα,η|2 +
2

η
|~∇.~uα,η|2 +2α|~uα,η|4 = ∆|~uα,η|2− ~∇.(|~uα,η|2~uα,η)− ~∇.~uα,η|~uα,η|2

(1.22)

Remarquons enfin que le signe du terme + 1
η
~∇(~∇.~uα,η) permet l’obtention par intégration

par parties (à gauche dans l’égalité d’énergie locale) du terme positif |~∇.~uα,η|2 qui contrôlera

le terme (habituellement nul) (~∇.~uα,η)|~uα,η|2 : ce contrôle a un coût et nécessitera une

condition liant α et η.

Le premier des trois chapitres est consacré à la convergence de ce modèle (lorsque

(α, η)→ (0, 0)) vers une solution adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg lorsque

la donnée initiale est dans (L2)3. Comme lors de l’étude proposée par Vishik et Fursi-

kov, le terme a priori non contrôlé est pα,η~uα,η mais celui-ci ne s’annule pas lorsque nous

cherchons la solution d’un point de vue déterministe. A priori, le seul contrôle connu sur

la pression est une majoration en 1√
η

dans L2L2, terme non contrôlé lors du passage à la

limite.

En utilisant le théorème de régularité maximale LpLq du noyau de la chaleur (une preuve

est donnée en Annexe B)

Théorème 1.3.3. L’opérateur A défini par f(t, x) 7→ Af(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆∆f(s, .)ds

est borné de Lp((0, T ), Lq(IR3)) dans lui-même (indépendamment de T ) pour tout T ∈
(0,+∞], 1 < p <∞ et 1 < q <∞.

et un changement de variable adapté (en temps), le principal résultat obtenu dans cette

partie est le contrôle de la pression pα,η :
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Proposition 1.3.4. On peut écrire pα,η = Rα,η + Sα,η où les deux termes sont uni-

formément contrôlés :

||Rα,η||L 4
3L2
≤ C et pour p ∈ [3; 4[, ||Sα,η||

L
p
3 L

6p
7p−12

≤ Cα où C est une constante uniforme

en α et η.

Habituellement, la pression est exprimée grâce à des opérateurs d’intégrales singulières

dont le noyau est porté par l’espace entier et représente l’une des difficultés des équations

de Navier-Stokes : ici, elle dépend localement de la vitesse.

Dans le quatrième chapitre, la donnée initiale est dans (L2
uloc)

3 : en approchant la donnée

initiale, dans (L2
uloc)

3 muni de la topologie faible*, par une suite de champs de vecteurs

à divergence nulle appartenant à (L2)3, uniformément contrôlée en norme L2
uloc ([3]),

nous construisons des solutions locales aux équations modifiées de Vishik et Fursikov :

cependant, le temps d’existence de la solution dépend de η et tend vers 0 lorsque η → 0

et le modèle ne converge donc pas dans L2
uloc, contrairement à l’approximation de Leray.

Nous remarquerons que nous ne pouvons traiter la pression comme auparavant car le

théorème de régularité maximale du noyau de la chaleur ne s’applique pas dans L2
uloc (le

projecteur de Leray n’est d’ailleurs pas continu de (L2
uloc)

3 dans lui-même, par manque

de décroissance à l’infini).

Dans le dernier paragraphe, nous obtenons le résultat partiel d’unicité suivant :

Proposition 1.3.5. Soient ~u et ~v deux solutions des équations modifiées de Vishik et

Fursikov avec la même donnée initiale ~u0 ∈ (L2
uloc)

3, telles que

~u ∈ L∞((0, T ), (L2
uloc))

3 ∩ L2((0, T ), Ḣ 1)3
uloc ∩ L4((0, T ), L4)3

uloc et

~v ∈ L∞((0, T ), (L2
uloc))

3 ∩ L2((0, T ), Ḣ 1)3
uloc ∩ L4((0, T ), L4)3

uloc.

Sous la double contrainte α > 6 et η < α
6

, ~u = ~v sur (0, T )× IR3.

Bien entendu, ce résultat est insuffisant pour envisager des solutions auto-similaires

(seules les grandes valeurs de α donnent une réponse positive). Son intérêt réside dans le

fait que sous une hypothèse d’égalité d’énergie (L4L4), nous obtenons un résultat d’uni-

cité assez inattendu : c’était a priori le facteur limitant de cette approximation car la

régularité L8L4 exigée par le critère de Serrin n’était pas vérifiée.

Dans le cinquième chapitre, la donnée initiale est dans (Ṁ 2,3)3. En adaptant le change-

ment d’échelle proposé par Lemarié dans [35], nous construisons des solutions globales

aux équations modifiées de Vishik et Fursikov.

Le principal résultat de cette partie réside dans le fait que les solutions de cette approxi-

mation convergent vers des solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg

lorsque (α, η)→ (0, 0) : pour ce faire, nous introduisons des espaces à poids de Mucken-

houpt (voir [49], [50]) Lp(wdx) où le poids w(x) = (1+ |x|2)−
λ
2 avec λ ∈]1; 2[) . La théorie
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de Calderón-Zygmund [12] s’applique dans ces espaces et, en conséquence, le théorème

de régularité du noyau de la chaleur (l’annexe B est consacrée à la démonstration de ces

résultats). Nous obtenons un contrôle uniforme a priori de la pression dans L
3
2L

3
2 (w1dx)

(w1 étant sensiblement le même poids que w, sauf que λ ∈]3
2
; 3[), résultat essentiel per-

mettant le passage à la limite comme dans le cas L2 :

Proposition 1.3.6. Soit T > 0 fixé. Pour t ∈ (0, T ) définissons

a(t) =

∫ t

0

∫
1

η
3
2

|~∇.~u|
3
2w1(x) dx ds =

∫ t

0

∫
|p(x, s)|

3
2w1(x) dx ds.

Il existe une constante C (indépendante de α, η et T ) et un exposant R > 1 tels que :

a(t) ≤ 1
2
β(t) + 1

2
γ(t) + C

∫ t
0
(ρ(s) + (ρ(s))3 + (ρ(s))R) ds. (1.23)

où ρ(t) =
∫
|~u(t, x)|2w(x) dx

β(t) =
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u(s, x)|2w(x) dx ds.

γ(t) =
∫ t

0

∫
α|~u(s, x)|4w(x) dx ds.

Le dernier paragraphe de ce chapitre revient sur quelques notions d’auto-similarité

des équations de Navier-Stokes et fournit une classe d’unicité des solutions lorsque la

donnée initiale est petite dans (Ṁ 2,3)3.

Dans les chapitres 3, 4 et 5, nous considérons toujours une donnée initiale à divergence

nulle, dans le but d’étudier la convergence des solutions des équations modifiées de Vishik

et Fursikov vers celles de Navier-Stokes. Bien entendu, cette condition n’est utile que lors

de ce passage à la limite et n’intervient pas lors de la construction de solutions des

équations (1.21). Autrement dit, nous pouvons, a posteriori, nous affranchir de cette

condition dans le chapitre 4 vu que la convergence n’est pas assurée dans l’espace L2
uloc.
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Chapitre 2

Étude d’un modèle scalaire

Dans ce chapitre, nous allons étudier le modèle scalaire suivant :{
∂tu = ∆u− [u,Λ]u

u(0, .) = u0

(2.1)

où [u,Λ]u = uΛu− Λ(u2).

2.1 Formalisme des solutions ”mild”

Dans cette partie, nous chercherons à trouver des solutions dans les espaces suivants :

L3, L3,∞ et Ṁ 2,3. On rappelle que ces trois espaces sont critiques pour les équations

considérées.

Définition 2.1.1.

Un espace de Banach B est dit critique pour les équations 2.1 si pour tout λ > 0, tout

x0 ∈ IR3 et tout f ∈ B, nous avons ||f(x− x0)||B = ||f ||B et λ||f(λx)||B = ||f ||B.

Ainsi, nous ne pouvons espérer mieux que des solutions globales avec donnée initiale

petite ou des solutions locales lorsque celles-ci appartiennent à la fermeture des fonctions

test dans L3, L3,∞ et Ṁ 2,3 (dans le premier cas, c’est évidemment L3).

Via le formalisme des solutions ”mild”, nous chercherons des solutions à l’équation

intégrale équivalente

u = et∆u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆[u,Λ]u ds (2.2)

et noterons dans cette partie B l’opérateur bilinéaire

B(u, v) =

∫ t

0

e(t−s)∆[u,Λ]v ds. (2.3)
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La recherche de celles-ci s’effectue par la méthode du point fixe de Picard, basée sur

l’application du lemme suivant :

Lemme 2.1.2.

Soit X un espace de Banach et B un opérateur bilinéaire de X × X 7→ X tel que :

(x, y) ∈ X2 ||B(x, y)||X ≤ C0||x||X ||y||X . Soit x0 ∈ X tel que ||x0||X < 1
4C0

. Alors

l’équation x = x0 + T (x, x) a au moins une solution ; si elle vérifie de plus ||x||X < 1
2C0

alors elle est unique.

Démonstration. On note F : x 7→ x0 + B(x, x). Grâce à la résolution de l’inéquation

C0R
2 − R + ||x0||X ≤ 0, F envoie la boule fermée B(0, R) dans B(0, R) avec R =

1−
√

1−4C0||x0||X
2C0

(la racine carrée est bien définie grâce à la condition sur ||x0||X).

Pour (h, g) ∈ (B(0, R))2,

||F (h)− F (g)||X = ||B(h− g, h) +B(g, h− g) + L(h)− L(g)||X
≤ C0(||h||X + ||g||X)||h− g||X
≤ 2C0R||h− g||X

Comme 2C0R < 1, F est contractante dans la boule B(0, R), d’où une unique solution

dans cette boule. L’unicité est préservée si ||x||X < 1
2C0

.

En effet, si x et y sont deux solutions distinctes satisfaisant ||x||X < 1
2C0

et ||x||X < 1
2C0

alors : ||x− y||X ≤ C0(||x||X + ||y||X)||x− y||X < ||x− y||X , ce qui donne la contradiction

souhaitée.

La difficulté majeure est de trouver l’espace de Banach X dans lequel le lemme

précédent s’applique. Lorsque la donnée initiale u0 ∈ L3, l’espace naturel de résolution

est L∞L3.

Revenons un instant sur les équations de Navier-Stokes. Kato [27] a montré qu’une ap-

proche directe dans L∞L3 ne convenait pas : en effet, via l’utilisation du projecteur de

Leray pour se séparer de la pression, on a le contrôle suivant :

||e(t−s)∆IP~∇.(~u⊗ ~v)||3 ≤
C

t− s
||~u||3||~v||3 (2.4)

En effet, si Ki,j désigne une composante de la matrice de l’opérateur de convolution (en

espace) e(t−s)∆IP~∇ alors ||Ki,j||r ≤ C(t − s)(−2+ 3
2r

). Il faut donc chercher des solutions

dans un espace plus petit (Oru [53] a d’ailleurs montré que l’opérateur bilinéaire n’était

pas borné dans C([0, T ], (L3)3)). Néanmoins, il est borné dans

{~f ∈ C([0, T ], (L3(IR3))3)/sup0<t<T t
1
4 ||~f(t, .)||6 < +∞}.
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Dans le cas qui nous intéresse, non seulement devrons-nous majorer des termes du type

e(t−s)∆Λ(uv) mais aussi ceux de type e(t−s)∆uΛv. L’espace X dans lequel le théorème du

point fixe sera appliqué devra donc porter une condition sur u et l’autre sur Λu.

2.1.1 Donnée initiale dans L3

Nous souhaitons montrer que l’espace

XT = {u ∈ C([0, T ], L3) |
√
tΛu ∈ C(]0, T ], L3) avec lim

t→0

√
t||Λu||3 = 0} (2.5)

est un bon espace de résolution de l’équation intégrale.

Remarque : Lorsque u ∈ L3, Λu a bien un sens dans S ′(IR3). On peut le faire en passant

en Fourier : si φ ∈ S, pour |ξ| ≥ 1 on a |ξ|φ̂ ∈ S tandis que si |ξ| < 1, la décomposition

de Littlewood-Paley nous assure que F−1(|ξ|w) ∈ L
3
2 lorsque Suppw ∈ B(0, 1), car on

somme sur les indices négatifs.

En nous inspirant de la méthode développée par Kato, les espaces de substitution (à

l’espace naturel) dans lesquels s’appliqueront la méthode du point fixe semblent être

YT = {u ∈ L∞(]0, T [, L6) | sup
0<t<T

t
1
4 ||u||6 <∞ et sup

0<t<T

√
t||Λu||3 <∞}

pour une donnée initiale grande et

Y∞ = {u ∈ L∞(]0,∞[, L6) | sup
0<t

t
1
4 ||u||6 <∞ et sup

0<t

√
t||Λu||3 <∞}

lorsque la donnée initiale est petite.

Avant d’appliquer le théorème du point fixe, pour s’assurer que YT est un espace

potentiel de résolution, nous devons répondre à la question suivante : Si u ∈ L3 et

Λu ∈ L3, a-t-on u ∈ L6 ? La réponse est donnée dans les deux lemmes suivants.

Lemme 2.1.3. ∀α ∈]0, 1[, ||Λαu||3 ≤ C||Λu||α3 ||u||1−α3 .

Démonstration. Par passage dans les transformées de Fourier dans S ′, nous avons l’égalité

suivante Λαu = −
∫∞

0
Λα+2 et∆u dt.

Soit A > 0. Lorsque t ≤ A, ||Λα+1 et∆Λu||3 ≤ Ct−
α+1

2 ||Λu||3.
Lorsque t > A, ||Λα+2 et∆u||3 ≤ Ct−1−α

2 ||u||3
On découpe

∫∞
0

=
∫ A

0
+
∫∞
A
. Par l’inégalité de Minkowski, on a successivement∫ A

0

||Λα+1 et∆Λu||3 dt ≤ CA
1−α

2 ||Λu||3 (2.6)
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et ∫ ∞
A

||Λα+2 et∆u||3 dt ≤ C ′A−
α
2 ||u||3 (2.7)

Choisissons A tel que C ′A−
α
2 ||u||3 = CA

1−α
2 ||Λu||3, soit A = K||u||23||Λu||−2

3 où K est une

constante dépendant de C et C’.

Des inégalités (2.6) et (2.7), on obtient alors ||Λαu||3 ≤ K||Λu||α3 ||u||1−α3 .

Lemme 2.1.4. Si u ∈ L3 et Λu ∈ L3 alors u ∈ L6.

Démonstration. On écrit que u = Λ
−1
2 Λ

1
2u. D’après le lemme précédent, il suffit de mon-

trer que Λ
−1
2 envoie L3 dans L6. Cependant, nous ne pouvons utiliser directement le

produit de convolution L3 ∗ L 6
5 ↪→ L6 étant donné que le noyau de l’opérateur Λ

−1
2 est

en |x|−5
2 (et n’appartient donc pas à L3).

Néanmoins Λ
−1
2 u ∈ L 6

5
,∞ (en utilisant la caractérisation L

6
5
,∞ = L

6
5
,∗ :

|{x, |x|− 5
2} > λ})| = |({x, |x| < λ

2
5}| ≤ Cλ

6
5 ). Comme L

6
5
,∞ ∗ L3,3 ↪→ L6,3 ⊂ L6, nous

obtenons bien que u ∈ L6.

Nous pouvons maintenant passer à l’application du point fixe :

Proposition 2.1.5. Soit u0 ∈ L3. Alors l’équation intégrale

u = et∆u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆[u,Λ]u ds (2.8)

peut être résolue dans les deux cas suivants :

A) (Solution locale) Il existe un temps T = T (u0) telle que la suite définie par

u0 = et∆u0 et un+1 = et∆u0 −B(un, un) (2.9)

soit bornée et converge vers une unique solution u dans YT .

B) (Solution globale) Il existe une constante ε0 telle que si ||u0||3 ≤ ε0 alors la suite

définie par

u0 = et∆u0 et un+1 = et∆u0 −B(un, un) (2.10)

est bornée et converge vers une unique solution u dans Y∞.

Démonstration. Les constantes C peuvent varier d’une ligne à l’autre. Seules les constantes

indexées joueront un rôle dans la discussion finale en vue de l’application du lemme

(2.1.2).

i) Donnée initiale.

On écrit : ||et∆u0||6 ≤ Ct−
1
4 ||u0||3 (en utilisant L

6
5∗L3 ↪→ L6) et ||Λet∆u0||3 ≤ C t−

1
2 ||u0||3.

Donc il existe C1 tel que

||Λet∆u0||YT ≤ C1||u0||3 (2.11)
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ii) Étudions A1(t) = ||
∫ t

0
e(t−s)∆Λ(uv) ds||6. On utilise toujours l’inégalité de Young

L3 ∗ L 6
5 ↪→ L6 : celle-ci permet d’écrire

||e(t−s)∆Λ(uv)||6 ≤ C(t− s)−
3
4 ||uv||3 ≤ C(t− s)−

3
4 ||u||6||v||6.

Donc, par l’inégalité de Minkowski,

sup
0<t<T

t
1
4A1(t) ≤ C( sup

O<t<T
t

1
4 ||u||6) ( sup

0<t<T
t

1
4 ||v||6) (2.12)

iii) Étudions A2(t) = ||
∫ t

0
e(t−s)∆ uΛv||6.

Comme u ∈ L6 et Λv ∈ L3, alors : uΛv ∈ L2.

D’après l’inégalité de Young (en utilisant L
3
2 ∗ L2 ↪→ L6), on obtient :

||e(t−s)∆ uΛv||6 ≤ C(t− s)−
1
2 ||u||6||Λv||3 (2.13)

Donc

sup
0<t<T

t
1
4C(t) ≤ C( sup

0<t<T
t

1
4 ||u||6) ( sup

0<t<T
t

1
2 ||Λv||3) (2.14)

iv) Étudions A3(t) = ||
∫ t

0
Λe(t−s)∆ Λ(uv) ds||3.

On ne peut étudier directement le noyau de l’opérateur e(t−s)∆∆, celui-ci menant à une

intégrale divergente. On décompose alors l’opérateur Λ =
∑i=3

i=1 ∂jRj où Rj désignent les

transformées de Riesz.

On écrit : Λe(t−s)∆ Λ(uv) =
∑i=3

i=1 Λe(t−s)∆Ri[(∂iu)v + (∂iv)u]. Sachant que Ri est un

opérateur de Calderón-Zygmund, il est continu de L3 dans L3. On obtient alors la majo-

ration suivante (en utilisant L
6
5 ∗ L2 ↪→ L3) :

||Λe(t−s)∆ Λ(uv)||3 ≤ C(t− s)− 3
4 [||u||6||∂iv||3 + ||v||6||∂iu||3].

Pour revenir à l’opérateur Λ, il suffit d’écrire ∂jv = −iRjΛv (toujours par continuité des

opérateurs de Riesz dans L3), nous obtenons :

sup
0<t<T

t
1
2A3(t) ≤ C[( sup

0<t<T
t

1
4 ||u||6) ( sup

0<t<T
t

1
2 ||Λv||3) + ( sup

0<t<T
t

1
4 ||v||6) ( sup

0<t<T
t

1
2 ||Λu||3)]

(2.15)

v) Étudions enfin A4(t) = ||
∫ t

0
Λe(t−s)∆ uΛv ds||3.

On utilise la majoration ||Λe(t−s)∆ uΛv||3 ≤ C(t− s)− 3
4 ||u||6||Λv||3 et ainsi

sup
0<t<T

t
1
2A4(t) ≤ C( sup

0<t<T
t

1
4 ||u||6) ( sup

0<t<T
t

1
2 ||Λv||3) (2.16)

Remarque : dans les évaluations de A1 à A4, T peut être fini ou infini.
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vi) Application du lemme (2.1.2).

On a donc montré qu’il existait deux constantes C0 et C1 telles que (pour tout T ≤ +∞) :

||et∆u0||YT ≤ C1||u0||3.
||B(u, v)||YT ≤ C0||u||YT ||v||YT .
Cas B de la proposition : si ε0 est tel que ε0 <

1
4C0C1

alors il existe une unique solution

u ∈ Y∞.

Cas A de la proposition : nous devons montrer que limT→0 ||et∆u0||YT → 0.

D’un côté, limT−→0 sup0<t<T t
1
4 ||et∆u0||6 = 0. En effet, on écrit

t
1
4 ||et∆u0||6 ≤ (t

1
2 ||et∆u0||∞)

1
2 ||et∆u0||3 ;

on a limt→0

√
t||et∆u0||3 = 0 lorsque u0 ∈ L3 ∩ L∞ d’où la limite par équicontinuité de la

famille d’opérateurs (t
1
2 et∆f) de L3 dans L∞ et densité de L3 ∩ L∞ dans L3.

De même, limT→0 sup0<t<T t
1
2 ||et∆Λu0||3 = 0. En effet u0 7→ t

1
2 et∆Λu0 est équicontinue de

L3 dans L3. Si u0 ∈ S(IR3) alors Λu0 ∈ L3. Comme ||
√
tΛet∆u0||3 ≤

√
t||Λu0||3 expression

tendant vers 0 lorsque t → 0, nous pouvons alors conclure par densité de S(IR3) dans

L3(IR3).

Il existe donc T0 = T (u0) tel que la condition 4C0||et∆u0||YT0
< 1 soit satisfaite.

Proposition 2.1.6. La solution précédemment construite appartient à XT (respective-

ment X∞).

Démonstration. a) Montrons que u ∈ L∞((0, T ), L3).

D’une part ||et∆u0||L∞((0,T ),L3) = ||u0||3,
D’autre part,

||e(t−s)∆Λ(uv)||3 ≤ C(t− s)− 1
2 ||uv||3

≤ C(t− s)− 1
2 s−

1
2

(
sup0<t<T t

1
4 ||u||6

)(
sup0<t<T t

1
4 ||v||6

)
.

On conclut grâce à
∫ t

0
(t− s)− 1

2 s−
1
2 ds = π.

Enfin ||e(t−s)∆ uΛv||3 ≤ C(t− s)− 1
2 ||u||6||Λv||3

Donc : ||
∫ t

0
e(t−s)∆ uΛv ds||3 ≤ C||u||YT ||v||YT étant donné que

∫ t
0
(t− s)− 1

4 s−
3
4 ds = C.

b) Il reste à étudier la continuité.

Par récurrence sur l’entier n, nous vérifions que chaque terme de la suite un (définie dans

la proposition précédente) appartient à l’espace

ZT = {f ∈ YT | lim
t→0

t
1
4 ||f ||6 = lim

t→0
t

1
2 ||Λf ||3 = 0, f ∈ C([0, T ], L3) et

√
tΛf ∈ C(]0, T ], L3)}.

En effet, d’une part u0 ∈ ZT (car u0 peut être approché par des fonctions régulières) et

B envoie D((0, T ) × IR3) × D((0, T ) × IR3) dans ZT . Comme ZT est fermé dans YT ∩

– 34 –
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L∞((0, T ), L3) alors par densité des fonctions test dans ZT : ainsi B envoie ZT ×ZT dans

ZT et la limite u ∈ XT .

2.1.2 Donnée initiale dans L3,∞

Le cas L3,∞ se traite de façon similaire.

i) Tout d’abord, on montre que lorsque u ∈ L3,∞ et si Λu ∈ L3,∞ alors u ∈ L6,∞

en utilisant la caractérisation par interpolation L3,∞ = [L1, L∞] 1
3
,∞ muni de la norme

||f ||3,∞ = supλ>0 minf=g+h λ
2
3 ||g||1 + λ−

1
3 ||h||∞.

ii) Les mêmes estimations montrent que nous avons un contrôle des termes initial et

bilinéaire dans

{u | sup
0<t

t
1
4 ||u(t, .)||L6,∞ <∞ et sup

0<t

√
t||Λu(t, .)||L3,∞ <∞}

d’où l’existence d’une unique solution globale pour une donnée initiale petite dont le

contrôle est aussi assuré dans L∞L3,∞. Ceci montre que ces équations sont adaptées à la

recherche de solutions auto-similaires comme le sont celles de Navier-Stokes.

iii) On remarque enfin qu’on ne peut plus ”relever” u0, les fonctions continues à support

compact n’étant pas denses dans L3,∞. On a seulement et∆u0 ∈ C∗([0, T ], L3,∞). En effet,

il suffit de montrer que et∆u0 → u0 dans S ′ lorsque t→ 0, ce qui est le cas en utilisant la

décomposition de Littlewood-Paley et

et∆ − Id =

∫ t

0

∆es∆ ds.

2.1.3 Espace Ṁ 2,3

Les espaces de Morrey-Campanato vont jouer un rôle important dans les futurs cha-

pitres de ce livre. Voilà pourquoi nous avons choisi de vérifier que le formalisme des

solutions milds était adapté à cet espace. Nous rappelons leur définition :

Définition 2.1.7. L’espace Ṁ 2,3(IR3) est l’espace des fonctions localement de carré

intégrable vérifiant

sup
x0∈IRn;0<R<∞

R−
1
2 ||f ||L2(B(x0,R)) <∞. (2.17)

Nous allons montrer la proposition suivante :

Proposition 2.1.8. Soit u0 ∈ Ṁ 2,3(IR3).

A) (Solution globale) Il existe une constante ε telle que si ||u0||Ṁ 2,3(IR3) ≤ ε alors la suite

u0 = et∆u0 et un+1 = et∆u0 −B(un, un) (2.18)
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reste bornée et converge vers une unique solution u dans l’espace de Banach A∞ défini

par :

A∞ = {u ∈ L2
loc((0,+∞)×R3); sup0<t t

1
4 ||u(t, .)||Ṁ 4,6 <∞ et sup0<t t

1
2 ||Λu(t, .)||Ṁ 2,3 <

∞} et muni de la norme :

||u||A∞ = sup0<t t
1
4 ||u(t, .)||Ṁ 4,6 + sup0<t t

1
2 ||Λu(t, .)||Ṁ 2,3.

Cette solution u vérifie sup0<t ||u(t, .)||Ṁ 2,3 <∞.
B) (Solution locale) Si u0 ∈ M̃2,3(IR3) (adhérence des fonctions test dans Ṁ 2,3) alors

il existe un temps T = T (u0) telle que la un reste bornée et converge vers une unique

solution u dans AT défini par :

AT = {u ∈ L2
loc((0, T )×R3); sup0<t<T t

1
4 ||u(t, .)||Ṁ 4,6 <∞ et sup0<t<T t

1
2 ||Λu(t, .)||Ṁ 2,3 <

∞} et muni de la norme :

||u||AT = sup0<t<T t
1
4 ||u(t, .)||Ṁ 4,6 + sup0<t<T t

1
2 ||Λu(t, .)||Ṁ 2,3.

Cette solution u ∈ C([0, T ], Ṁ 2,3).

Nous aurons besoin, au cours de la démonstration, des lemmes suivants :

Lemme 2.1.9. Si f ∈ Ṁ
4
3
,2 alors ||et∆f ||∞ ≤ C1t

−3
4 ||f ||

Ṁ
4
3 ,2
.

Démonstration. Notons K le noyau de la chaleur.

On écrit

| < t
−3
2 K( y√

t−s), f(x− y) >dy | = | < K(z), f(x−
√
tz) >dz | ≤ ||K||WL4

uloc
||f(
√
tz)||

L
4
3
uloc

≤ C1t
−3
4 ||f ||

Ṁ
4
3 ,2

Ici WL4
uloc désigne le prédual de l’espace L

4
3
uloc (la définition de ces espaces est donnée

dans Liste des espaces). Comme le noyau K appartient à l’espace de Schwartz, il est

borné en norme WL4
uloc. Enfin, nous avons utilisé le fait que la norme Lpuloc est invariante

par translation.

Lemme 2.1.10. Si f ∈ Ṁ p,q alors ||et∆f ||Ṁ p,q ≤ ||f ||Ṁ p,q

Démonstration. Il suffit de vérifier que L1 ∗ Ṁ p,q → Ṁ p,q : Par l’inégalité de Minkowski,

||
∫
|f(y)g(x− y)| dy||Lp(B(x0,R)) ≤

∫
|f(y)|||g(x− y)1Ix∈B(x0,R)||p dy

≤ R3( 1
p
− 1
q

)||g||Ṁ p,q ||f ||1,

d’où le lemme (nous avons utilisé l’invariance par translation de la norme Ṁ p,q).

Lemme 2.1.11. Pour tout p ≥ 4
3
, ||et∆f ||

Ṁ p,
3p
2
≤ C(p)t

−3
4

+ 1
p ||f ||

Ṁ
4
3 ,2
.
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Démonstration. Soit B une boule de rayon R,∫
B
|et∆f |p dx =

∫
B
|et∆f | 43 |et∆f |p− 4

3 dx

≤ ||et∆f ||p−
4
3∞ ||et∆f ||

4
3

Ṁ
4
3 ,2
R

≤ R(C1t)
−3
4

(p− 4
3

)||f ||p
Ṁ

4
3 ,2

d’après le lemme (2.1.9)

On obtient bien ||et∆f ||
Ṁ p,

3p
2
≤ C(p)t

−3
4

+ 1
p ||f ||

Ṁ
4
3 ,2
.

Démonstration. (de la proposition)

i) Terme initial et∆u0. Montrons qu’il appartient à AT (T éventuellement infini).

a) Estimons ||et∆u0||Ṁ 4,6 .

De ||et∆u0||L4(B(x0,R)) ≤
√
||et∆u0||∞||et∆u0||L2(B(x0,R)) (inégalité de Cauchy-Schwarz), il

vient :
||et∆u0||Ṁ 4,6 ≤

√
||et∆u0||∞||et∆u0||Ṁ 2,3

≤
√
||et∆u0||∞||u0||Ṁ 2,3

b) Majorons alors ||et∆u0||∞.

| < t
−3
2 K( y√

t
), u0(x− y) >dy | = | < K(z), u0(x−

√
tz) >dz |

≤ ||K||WL2
uloc
||u0(
√
tz)||L2

uloc

Comme ||u0(
√
tz)||L2(B(x0,1)) = t

−3
4 ||u0||L2(B(x0,

√
t)), nous avons ||u0(

√
tz)||L2

uloc
≤ t

−1
2 ||u0||Ṁ 2,3 ,

soit :

sup0<t<T t
1
2 ||et∆u0||∞ ≤ C||u0||Ṁ 2,3 et pour la même constante C :

sup0<t<T t
1
4 ||et∆u0||Ṁ 4,6 ≤

√
C||u0||Ṁ 2,3 .

c) Du lemme (2.1.10), on a aussi ||et∆Λu0||Ṁ 2,3 ≤ Ct
−1
2 ||u0||Ṁ 2,3 .

ii) Étude du terme bilinéaire B(u, v).

Pour le premier terme, on écrit :

||e(t−s)∆uΛv||Ṁ 4,6 ≤ C(4)(t− s)−1
2 ||uΛv||

Ṁ
4
3 ,2

d’après le lemme (2.1.11)

≤ C(4)s
−3
4 (t− s)−1

2 (sup0<s<T s
1
4 ||u(s, .)||Ṁ 4,6)

(sup0<s<T s
1
2 ||Λv(s, .)||Ṁ 2,3) (inégalité de Hölder)

La majoration du terme ||e(t−s)∆Λ(uv)||Ṁ 4,6 en découle immédiatement.

On écrit Λ(uv) =
∑i=3

i=1Ri(u∂iv+ v∂iu) et on utilise la continuité des opérateurs de Riesz

dans Ṁ p,q (voir Annexe A). Nous nous ramenons alors au cas précédent (on utilise encore

la continuité des opérateurs de Riesz pour revenir de ∂i à Λ).

Majorons ||Λe(t−s)∆(uΛv)||Ṁ 2,3 . On écrit :

Λe(t−s)∆(uΛv) = Λe
(t−s)∆

2 e
(t−s)∆

2 (uΛv) (2.19)
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d’où : ||Λe(t−s)∆(uΛv)||Ṁ 2,3 ≤ C(t− s)−1
2 ||e

(t−s)∆
2 (uΛv)||Ṁ 2,3 .

Comme précédemment, on utilise le lemme (2.1.11) avec p = 2 pour obtenir la majora-

tion :
||Λe(t−s)∆uΛv||Ṁ 2,3 ≤ CC(2)(t− s)−3

4 ||uΛv||
Ṁ

4
3 ,2

≤ C ′s
−3
4 (t− s)−3

4 (sup0<s<T s
1
4 ||u(s, .)||Ṁ 4,6)

(sup0<s<T s
1
2 ||Λv(s, .)||Ṁ 2,3).

Enfin, la majoration de ||Λe(t−s)∆Λ(uv)||Ṁ 2,3 est une conséquence de ce qui vient d’être

fait (toujours par continuité des opérateurs de Riesz dans Ṁ 2,3).

iii) Retour à l’espace initial (L∞Ṁ 2,3).

On a successivement : ||et∆u0||Ṁ 2,3 ≤ ||u0||Ṁ 2,3 ;

||e(t−s)∆(uΛv)||Ṁ 2,3 ≤ C(2)(t− s)−1
4 ||uΛv||

Ṁ
4
3 ,2

, d’après le lemme (2.1.11), donc :

||e(t−s)∆(uΛv)||Ṁ 2,3 ≤ C(2)(t− s)
−1
4 s

3
4 ||u||AT ||v||AT .

Enfin le terme ||e(t−s)∆Λ(uv)||Ṁ 2,3 se majore comme le précédent (en utilisant les opérateurs

de Riesz) ou tout simplement par :

||e(t−s)∆Λ(uv)||Ṁ 2,3 ≤ C(t− s)
−1
2 ||uv||Ṁ 2,3 ≤ C(t− s)

−1
2 s

1
2 ||u||AT ||v||AT .

iv) Conclusion : nous avons, comme dans le cas L3, toutes les estimations requises

pour faire tourner l’algorithme du point fixe et revenir à l’espace initial.

Sous l’hypothèse u0 ∈ M̃2,3(IR3), nous avons limT→0||et∆u0||AT = 0 (mêmes arguments

que pour la preuve L3), ce qui permet de conclure. Enfin, si u0 est régulière, on montre

par récurrence sur n que un appartient à l’espace

ZT = {f ∈ AT/ lim
t→0

t
1
4 ||f ||Ṁ 4,6 = lim

t→0
t

1
2 ||Λf ||Ṁ 2,3 = 0} ∩ C([0, T ], Ṁ 2,3)

espace fermé dans AT ∩ C([0, T ], Ṁ 2,3).

Comme nous avons existence et unicité d’une solution globale (lorsque la donnée

initiale est petite) dans ces espaces critiques, il est possible de trouver des solutions auto-

similaires à l’équation scalaire (nous rappelons qu’elle est invariante par changement

d’échelle). Pour construire des solutions globales lorsque la donnée initiale est grande

dans Ṁ 2,3, le formalisme des solutions ”mild” devient inopérant : voilà pourquoi nous

allons construire des solutions faibles en reprenant les idées de Leray [38] puis Lemarié-

Rieusset. Le schéma de construction est le suivant : lorsque la donnée initiale est dans L2,

nous allons adapter la preuve de J. Leray à cette équation. Pour une donnée initiale dans

L2
uloc, nous estimerons a priori la vitesse comme l’a fait P.G. Lemarié-Rieusset [33] puis,

par le changement d’échelle dicté par ces équations, nous montrerons que ces estimations

perdurent lorsque la donnée initiale est dans Ṁ 2,3.
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2.2 Solutions faibles de Leray

Nous cherchons une solution L∞L2 ∩ L2H1 vérifiant{
∂tu = ∆u− [u,Λ]u

u(0, .) = u0 ∈ L2(IR3)
(2.20)

Le manque de régularité de la solution cherchée empêche d’utiliser le formalisme des

solutions ”mild” : en effet, sous ces hypothèses, le terme bilinéaire ne peut être contrôlé

dans L2. Afin de surmonter cette difficulté, la méthode employée par Leray fut de convoler

l’un des facteurs du terme non linéaire pour le rendre plus régulier. Soit w une fonction

positive à support compact telle que
∫
w(x)dx = 1. On note wε(x) = 1

ε3
w(x

ε
). En passant

par la formulation intégrale, nous allons donc chercher à résoudre l’équation intégrale

u = et∆u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆[u ∗ wε,Λ]u ds

.

2.2.1 Solutions de l’équation convolée

Proposition 2.2.1. Il existe un temps Tε(ε, ||u0||2) tel que l’équation intégrale u =

et∆u0 −
∫ t

0
e(t−s)∆[u ∗ wε,Λ]u ds admette une solution locale uε ∈ C([0, Tε], L2).

Démonstration. Nous allons faire tourner l’algorithme du théorème du point fixe dans

L∞L2.

i) Terme initial ||et∆u0||2 ≤ ||u0||2.

ii) Étudions le terme bilinéaire B(u, v) =
∫ t

0
e(t−s)∆[u ∗ wε,Λ]v ds.

Nous devons majorer ||e(t−s)∆u∗wεΛv||L2 . En utilisant les transformées de Riesz, on écrit

u ∗ wε Λv =
3∑
j=1

∂j(u ∗ wεRjv)−
3∑
j=1

∂j(u ∗ wε)Rjv (2.21)

Dans le deuxième terme de droite, on place la dérivée sur la convolée ; la continuité de

Rj de L2 dans L2 permet alors les contrôles suivants :

||e(t−s)∆∂j(u ∗ wε Rjv)||2 ≤ C

(t−s)
1
2
||wε||2||u||L∞L2 ||v||L∞L2

≤ C

ε
3
2 (t−s)

1
2
||wε||2||u||L∞L2||v||L∞L2

tout comme

||e(t−s)∆Rjv ∂j(u ∗ wε)||2 ≤ C||∇wε||L2||u||L∞L2||v||L∞L2

≤ C

ε
5
2
||u||L∞L2||v||L∞L2
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Le terme ||e(t−s)∆Λ(u ∗ wε v)||2 se majore comme ||e(t−s)∆∂j(u ∗ wε Rjv)||2 (les noyaux

ayant le même contrôle).

B(u, v) est donc continu de L∞L2 dans lui-même avec une constante de continuité égale

à Cε(
√
T + T ) et Cε de l’ordre de ε

−5
2 . Nous pouvons donc appliquer le lemme du point

fixe de Picard pour un temps Tε < min(1, 1
4Cε||u0||2 ) ; cela nous assure l’existence d’une

(unique) solution L∞((0, T ), L2) où T dépend de ε et ||u0||2.

Traitons la continuité : t 7→ et∆u0 ∈ C([0, T ], L2) (par densité des fonctions test à support

compact) et (u, v) 7→ B(u, v) envoie D((0, T ) × IR3) × D((0, T ) × IR3) dans C([0, T ], L2)

(c’est une convolution en temps) fermé dans L∞((0, T ), L2(IR3)). On conclut par densité.

Remarques importantes :

1)La solution construite est unique sur (0, T ∗) où T ∗ est le temps maximal d’existence de

la solution. Si u et v sont deux solutions de l’équation intégrale ET sur (0, T ) alors elles

cöıncident sur (0, T0) où

Cε(
√
T + T )(||u||L∞L2 + ||v||L∞L2) < 1 (2.22)

Considérons T1 la borne supérieure des temps t pour lesquels u = v sur [0, t). On a alors

u(T1) = v(T1) par continuité dans L2. Nous ne pouvons avoir T1 < T : si tel était le cas,

u(t+T1) et v(t+T1) seraient solutions du même problème de Cauchy dans FT−T1∩GT−T1

avec donnée initiale u(T1) qui prolongerait l’unicité au-delà de T1 (par application du point

fixe). Donc T1 = T . Grâce à l’unicité, il existe un intervalle maximal d’existence [0, T ∗) sur

lequel u est défini. Si T ∗ <∞ alors nécessairement pour 0 < t < T ∗, ||u(t)||2 ≥ 1
4Cε(T ∗−t)

ce qui implique que limt→T ∗ ||u(t)||2 =∞.

2) Cette solution est C∞((0, T ∗) × IR3). On montre par récurrence sur l’entier n que

u ∈
⋂

0<T1<T2<T ∗
L∞((T1, T2), H

n
2 ) (le terme bilinéaire est le terme empêchant de gagner

une dérivée complète).

Pour 0 < T0 < T1 < t < T2, on écrit :

u(t) = e(t−T0)∆u(T0)−
∫ t

T0

e(t−s)∆[u ∗ wε,Λ]v ds. (2.23)

puis on utilise successivement ||e(t−T0)∆u(T0)||
H
n+1

2
≤ C sup(1, (t − T0)−

1
4 )||u(T0)||

H
n
2

et

(par continuité des transformées de Riesz dans Hs)

||
∫ t
T0
e(t−s)∆[u ∗ wε,Λ]u ds||

H
n+1

2
≤ Cε||u||2L∞((T0,T2),Hn)

∫ t
T0

sup(1, (t− s)− 3
4 ) ds

+C ′ε||u||2L∞((T0,T2),Hn)

∫ t
T0

sup(1, (t− s)− 1
2 ) ds.
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Toutes ces estimations prouvent la régularité spatiale de u. La régularité temporelle suit

en écrivant ∂p+1

∂tp+1u = ∆ ∂p

∂tp
u− ∂p

∂tp
[u ∗ wε,Λ]u.

Maintenant, nous devons vérifier que cette solution a une régularité L2H1. Cela tient

au lemme suivant :

Lemme 2.2.2. L’opérateur A défini par f(t, x) 7→
∫ t

0
e(t−s)∆∆f(s, .) ds est borné de

L2((0, T ), L2(IR3)) dans lui-même pour tout T ∈ (0,∞].

Démonstration. On peut supposer que T =∞ : si T <∞, on prolonge f par f = 0 sur

(T,∞) (cela ne pose pas de problème car Af(t, x) dépend uniquement des valeurs de f

sur (0, t)× IR3). Afin d’utiliser la transformée de Fourier, on prolonge aussi f et Af pour

t < 0 en les prenant nulles sur (−∞, 0).

Soit K le noyau de l’opérateur e∆. On sait que K(x) = 1

(4π)
3
2
e−
|x|2

2 .

On définit R(t, x) = 1

t
3
2

(∆K)( x√
t
) pour t > 0 et on la prolonge par 0 lorsque t < 0.

Nous avons

Af(t, x) =

∫
s∈IR

∫
x∈IR3

1

t− s
R(t− s, x− y)f(s, y) ds dy.

On définit donc un opérateur A de convolution de L2(IR× IR3).

Prenons la transformée de Fourier (en temps et en espace) de 1
t
R : sa transformée en x

donne pour tout t > 0
∫

1
t
R(t, x)e−ix.ξ dx = −|ξ|2e−t|ξ|2 puis sa transformée en t donne :

F(τ, ξ) = −
∫ ∞

0

|ξ|2e−t|ξ|
2

e−itτ dt =
−|ξ|2

|ξ|2 + iτ
.

Comme |F(τ, ξ)| ≤ 1, alors ||Âf(τ, ξ)||2
L2(IR×IR3)

≤ ||f̂ ||2
L2(IR×IR3)

. Par isométrie (à une

constante près) de la transformée de Fourier de L2 dans L2, on obtient le résultat voulu.

Ce lemme est à la base du théorème de régularité maximale (LpLq) du noyau de la

chaleur [34] page 64. Il jouera un rôle essentiel dans les chapitres suivants (il est essentiel

de remarquer que la constante de continuité est indépendante de T ; voir annexe B).

Proposition 2.2.3. La solution locale uε ∈  L2((0, T ), H1) pour tout T < T ∗.

Démonstration. Majorons ||~∇et∆u0||L2(0,T )L2 .

∫ T
0
||~∇et∆u0||22 dt ≤

∫∞
0
||~∇et∆u0||22 dt

= 1
(2π)3

∫
(
∫∞

0
|ξ|2e−t|ξ|2|û0(ξ)|2 dt) dξ

= 1
(2π)3

∫
|û0(ξ)|2 dξ

= ||u0||22.
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Le terme ||
∫ t

0
e(t−s)∆∆(uε ∗ wε v) ds||L2((0,T ),L2) se contrôle grâce au lemme précédent :

||
∫ t

0

e(t−s)∆∆(uε ∗ wε uε) ds||L2((0,T ),L2) ≤ ||wε||2||uε||L∞((0,T ),L2))||v||L2((0,T ),L2).

Il reste à majorer ||
∫ t

0
e(t−s)∆~∇(uε ∗ wεΛuε) ds||L2((0,T )L2).

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, sachant que 0 ≤ t ≤ T :

|
∫ t

0

e(t−s)∆∇(uε ∗ wεΛuε) ds|2 ≤ T ×
∫ t

0

|e(t−s)∆∇(uε ∗ wεΛuε)|2 ds (2.24)

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et 0 ≤ t ≤ T. Les théorèmes de Fubini puis de

Plancherel (le noyau de l’opérateur e(t−s)∆∇(u ∗ wε)Λuε est L2) impliquent :∫ T
0

∫
|
∫ t

0
e(t−s)∆~∇(uε ∗ wεΛuε)(s, x) ds|2 dx dt ≤

T
(2π)3

∫ T
0

∫ ∫ t
0
|ξ|2e−(t−s)|ξ|2| ̂uε ∗ wεΛuε(s, ξ)|2 ds dξ dt ≤

2T ||uε ∗ wε Λuε||2L2((0,T ),L2)

(2.25)

en intégrant en premier par rapport à la variable t, sachant que 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Donc : |
∫ t

0
e(t−s)∆~∇(uε ∗ wεΛuε) ds|2 ≤ C

ε
3
2
T ||u||2L∞((0,T ),L2)||Λuε||2L2((0,T ),L2).

On a donc montré que uε ∈ L2((0, T ), H1).

A ce stade, nous allons interpréter uε comme solution de l’équation aux dérivées

partielles {
∂tuε = ∆uε − [uε ∗ wε,Λ]uε

uε(0, .) = u0

(2.26)

pour satisfaire à une égalité d’énergie et ainsi définir une solution globale. Comme dans

les équations de Navier-Stokes, nous souhaitons une contribution nulle du terme bilinéaire

dans l’égalité d’énergie. Celle-ci est assurée par le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. Si v ∈ H1 et r ∈ H1 alors l’expression bilinéaire

b(v, r) =

∫
IR3

v[uε ∗ wε,Λ]r dx (2.27)

est antisymétrique.

Démonstration. Remarquons d’abord que l’intégrale ci-dessus a bien un sens : le terme

v uε ∗wε Λr est évidemment L1 (r ∈ H1) tandis que vΛ(uε ∗wε r) l’est aussi en écrivant

Λ à l’aide des transformées de Riesz (continues de L2 dans L2). Le théorème de Plancherel

nous assure que ∫
IR3

vΛr dx =
1

(2π)3

∫
|ξ|v̂(ξ)r̂(ξ) dξ =

∫
IR3

rΛv dx
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(les fonctions r, v, Λr et Λv considérées sont toutes L2 d’après les hypothèses).

Pour v ∈ H1 et r ∈ H1, nous écrivons∫
IR3 v [uε ∗ wε,Λ]r dx =

∫
IR3 v(uε ∗ wε) Λr dx−

∫
IR3 vΛ(uε ∗ wε r) dx

=
∫

IR3 Λ(v uε ∗ wε) r dx−
∫

IR3 Λv (uε ∗ wε r) dx.

La dernière égalité est vraie car toutes les fonctions considérées sont L2 grâce à la

régularité H1 de v et r et le fait que uε ∗ wε et ~∇(uε ∗ wε) sont respectivement L∞

et (L∞)3. Nous avons donc b(v, r) = −b(r, v).

Proposition 2.2.5. La solution uε vérifie l’égalité d’énergie

||uε(t, .)||22 + 2

∫ t

0

||~∇uε(s, .)||22 ds = ||u0||22.

Démonstration. Multiplions l’équation ∂tuε = ∆uε−[uε∗wε,Λ]uε par la fonction régulière

uε. On a alors

∂t|uε|2 + 2|~∇uε|2 = ∆|uε|2 − uε[uε ∗ wε,Λ]uε. (2.28)

Nous intégrons contre h( x
A

)r(t) où h ∈ D(IR3) et vaut 1 au voisinage de 0 et r ∈ D(0, T ∗).

L’antisymétrie du terme bilinéaire implique sa non contribution et le laplacien s’annule

lorsque A→∞. On a donc, dans D′(0, T ∗) :

∂t||uε(t, .)||22 + 2||~∇uε||22 = 0. (2.29)

Puis, en intégrant en temps (sachant que t 7→ ||u(t, .)||2 est continue en 0), on obtient

l’égalité d’énergie souhaitée.

Comme la solution u reste bornée en norme L2 pour tout temps, alors T ∗ =∞.

Nous avons donc prouvé

Proposition 2.2.6. Soit u0 ∈ L2.

Il existe une solution régulière globale uε ∈ L∞((0,∞), L2) ∩ L2((0, T ), Ḣ 1) pour tout

T > 0, résolvant {
∂tu = ∆u− [u ∗ wε,Λ]u

u(0, .) = u0

(2.30)

Elle satisfait l’égalité d’énergie ||uε(t, .)||22 + 2
∫ t

0
||~∇uε(s, .)||22 ds = ||u0||22.
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2.2.2 Passage à la limite

On sait que les solutions (uε)0<ε sont bornées (uniformément en ε) dans L∞((0,∞), L2(IR3)),

dual d’un espace de Banach séparable (L1((0,∞), L2)) : on peut donc extraire une sous-

suite uεk (avec limk→0 εk = 0) convergeant faiblement* vers u dans L∞L2.

De plus (quitte à extraire une nouvelle sous-suite notée de la même façon), ~∇uεk converge

faiblement (nécessairement) vers ~∇u dans (L2((0,∞), L2))3 : en effet, ~∇uεk est uni-

formément borné (en ε et T ) dans L2((0, T )× IR3)3 pour tout T > 0 et il y a convergence

dans (D′((0,∞)× IR3))3.

Dans D′((0,∞) × IR3) les termes ∂tuεk → ∂tu et ∆uεk → ∆u ne poseront donc pas

de problème de convergence. Le terme bilinéaire ne peut être traité directement car il

nécessite une convergence forte de uεk . Nous allons reprendre la méthode de Leray, basée

sur un critère de compacité de Rellich et nécessitant un contrôle uniforme de uεk dans un

espace de Sobolev positif, possible grâce au lemme suivant :

Lemme 2.2.7. Soit z ∈ D((0,+∞) × IR3). Supposons que zu(t, x) ∈ L2H1 et ∂t(zu) ∈
L2H−b (avec b > 0), alors il existe a ∈ (0, 1) tel que z~uε ∈ Ha(IR× IR3).

Démonstration. On note F(s, ξ) la transformée de Fourier en espace et en temps de

zu(t, x) ∈ (L2(IR× IR3))3.

D’après les hypothèses, nous avons∫ ∫
(1 + |ξ|2)|F(s, ξ)|2 dξ ds ≤ C

et
∫ ∫ |s|2

(1+|ξ|2)b
|F(s, ξ)|2 dξ ds ≤ C.∫ ∫

|s|2

(1 + |ξ|)2b
|F(s, ξ)|2 dξ ds ≤ C.

Nous souhaitons contrôler |s|2a pour a > 0, en utilisant l’inégalité de convexité de Young :

|s|2a ≤ 1
p′

(1 + |ξ|2)abp
′
+ 1

p
(1 + |ξ|2)−abp|s|2ap ≤ (1 + |ξ|2) + (1 + |ξ|2)−b|s|2 avec ap = 1,

1
p

+ 1
p′

= 1 (donc p′ = 1
1−a) et abp′ ≤ 1, ce qui est toujours possible dès lors que a ≤ 1

b+1

(ce qui implique évidemment a < 1).

Fixons un tel a. En distinguant les cas |s|2 ≤ (1 + |ξ|2) et |s|2 > (1 + |ξ|2), nous obtenons

bien que
∫ ∫

(1 + |ξ|2 + |s|2)a|F(s, ξ)|2 dξ ds < +∞.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de convergence :

Théorème 2.2.8.

i) Il existe une suite εk → 0 telle que uεk converge, au sens des distributions, vers u ∈
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L∞((0,∞), L2) ∩ L2((0,∞), Ḣ 1) satisfaisant les équations (2.20).

ii) Cette limite vérifie l’inégalité d’énergie ||u(t)||2 + 2
∫ t

0

∫
|~∇u(s)|2 ds ≤ ||u0||22

iii) Lorsque t→ 0+, ||u− u0||2 → 0.

Démonstration.

Pour commencer, montrons que nous pouvons extraire de la suite uεk une suite qui

converge fortement dans (L2L2)loc.

Soit ρ une fonction test : nous avons des contrôles uniformes en ε de ρuεk ∈ L2L2 et

∂t(ρuεk) ∈ L2H−s (s > 3
2
) car les deux termes du commutateur se contrôlent respecti-

vement dans L∞L2 × L2L2 ⊂ L2L1 et L2H
−3
2 (le produit uεkuεk ∗ wεk est contrôlé dans

L∞L2 × L2L6 ⊂ L2L
3
2 ⊂ L2H

−1
2 par les inégalités de Sobolev, puis nous appliquons la

continuité des transformées de Riesz dans Hs). Nous pouvons donc appliquer le lemme

(2.2.7) : ρuε est uniformément borné dans Ha(IR × IR3). Par le critère de compacité de

Rellich, il existe une suite toujours notée εk telle que ρuεk converge fortement vers ρu

dans (L2L2) (vu que Suppρ est un compact). Par un procédé d’exhaustion (une suite

dénombrable de fonctions test dont la réunion des supports est l’espace tout entier) et

un procédé diagonal de Cantor, nous obtenons une suite uεk convergeant fortement vers

u dans L2L2
loc ne dépendant pas de la fonction test choisie.

i) Fixons φ ∈ D((0,∞)× IR3).

Il reste à montrer la convergence de < [uεk ∗ wεk ,Λ]uεk , φ >→< [u,Λ]u, φ >.

Traitons d’abord la convergence du terme < uεk ∗ wεkΛuεk , φ >=< uε ∗ wε φ̃Λuε, φ > où

φ̃ ∈ D(IR3) vaut 1 au voisinage de BR +B(0, 1) (si Suppφ ∈ (0, T )×BR).

D’un côté φ̃Λuεk converge faiblement vers φ̃Λu dans L2L2 : en effet, lorsque ρ ∈ L2((0,∞), L2),

on a :

< φ̃Λuεk , ρ >=

j=3∑
j=1

< ∂juεk , Rj(ρφ̃) >→
j=3∑
j=1

< ∂ju,Rj(ρφ̃) >

(car Rj(ρφ̃) ∈ L2L2, par continuité des transformées de Riesz dans L2 et ∂juεk converge

faiblement vers ∂ju dans L2((0,∞)× IR3)).

D’autre part, φ(uεk ∗ wεk)→ φu fortement dans L2L2 : il suffit d’écrire

φ(uεk ∗wεk − u) = φ(φ̃uεk − φ̃u) ∗wεk) + φ(u ∗wεk) puis d’utiliser la convergence forte de

uεk vers u dans (L2L2)loc.

Le produit φ(uεk ∗ wεk) φ̃Λuεk converge donc vers φuφ̃Λu = φuΛu dans L1L1.

Traitons maintenant la convergence du terme< Λ(uεk∗wεk uεk), φ >=< uεk∗wεk uεk ,Λφ > :

on dispose d’une borne uniforme de uεk ∗wεk dans L2L6 par les inégalités de Sobolev dans

IR3, donc d’une borne uniforme de (uεk ∗ wεk)uεk dans L2L
3
2 (car uεk est uniformément

borné dans L∞L2). Étant donné que (uεk ∗ wεk)uεk converge vers u2 dans D′ (par la
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convergence forte de uεk dans (L2L2)loc) alors on conclut que Λuεk ∗wεkuεk converge vers

Λu2 par densité des fonctions test dans le prédual séparable L2L3 (on a bien entendu

Λφ ∈ L2L3, en utilisant toujours la continuité des transformés de Riesz).

ii) ∀α ∈ D(0,∞), on utilise la convergence faible de α(t)u dans L2((0,∞)× IR3) (conver-

gence dans D′ et borne uniforme dans L2((0, T )× IR3) pour tout T > 0) et de ~∇u dans

(L2((0,∞)× IR3))3 :∫ ∫
|α(t)|2|u(t)|2 dt dx+ 2

∫
|α(t)|2(

∫ t

0

∫
|~∇u(s, x)|2 ds dx) dt

≤ lim inf
εk→0

∫ ∫
|α(t)|2|uεk(t)|2 dt dx+ 2

∫
|α(t)|2(

∫ t

0

∫
|~∇uεk(s, x)|2 ds dx) dt

≤ ||u0||2
∫
|α(t)|2 dt.

On choisit ∀t0 > 0 α(t) = 1√
η
Θ( t−t0

η
) avec Θ ∈ D(IR) vérifiant

∫
|Θ|2 dt = 1. On obtient

alors :

lim sup
η→0

∫
1

η
|Θ(

t− t0
η

)|2||u(t)||L2 dt+ 2

∫ t0

0

∫
|~∇u(s)|2 ds dx ≤ ||u0||2.

Pour conclure, on utilise l’argument suivant :

- si t0 est un point de Lebesgue de la fonction mesurable t 7→ ||u||L2 alors la limite sup

précédente est égale à ||u(t0)||2L2 . Donc l’inégalité d’énergie est vérifiée, p.p. t0 > 0.

- sinon, on considère une suite tn de points de Lebesgue qui converge vers t0 ; dans ce cas

||u(t0)||22 ≤ lim inftn→t0 ||u(tn)||22 par continuité faible de t 7→ ||u(t)||22 sur [0,∞) (en ef-

fet, t 7→ ||uε(t)||2 est uniformément borné et ∂tuε l’est aussi dans L2((0, T ), H−s) pour tout

T > 0 donc u est continue en normeH−s) et
∫ t0

0

∫
|~∇u(s)|2 ds dx = limtn→t0

∫ tn
0

∫
|~∇u(s)|2 ds dx.

Ceci assure l’inégalité d’énergie pour tout t0.

iii) On a u(0, .) = u0. En effet, Soit a ∈ D[0,+∞) tel que a(0) = 1. Soit ρ ∈ D(IR3).∫ +∞
0

< uε(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < uε(0), ρ > −
∫ +∞

0
< ∂tuε(t), ρ > a(t) dt.

Faisons tendre ε vers 0. Comme uε(0) = u0, uε et ∂tuε(t) convergent faiblement respec-

tivement dans L2Ḣ 1 et L2H−s vers ~u et ∂t~u, le passage à la limite est licite lorsque

ε→ 0 : ∫ +∞

0

< ~u(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~u0, ρ > −
∫ +∞

0

< ∂t~u(t), ρ > a(t) dt.

< u(0, .), ρ >=< u0, ρ > étant vrai pour toute fonction test, nous avons u(0, .) = u0.

D’une part, par continuité faible, on a ||u0||22 ≤ lim inft→0+ ||u(t)||22. D’autre part, par

l’inégalité d’énergie ii), on a lim supt→0+ ||u(t)||22 ≤ ||u0||22. Donc limt→0+ ||u(t)||2 = ||u0||2,

condition suffisante (grâce à la continuité faible) pour prouver la continuité forte en 0.
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2.3 Solutions L2
uloc

Nous reprenons la méthode utilisée par P.G.Lemarié-Rieusset, basée sur une inégalité

d’énergie locale. Étant donné u0 ∈ L2
uloc, nous pouvons l’approcher par une suite un0 ∈ L2

dans le sens suivant :

Lemme 2.3.1. Soit un0 = 1IB(0;2n)u0. Cette suite vérifie

i) ||un0 ||L2
uloc
≤ C||u0||L2

uloc
;

ii) un0 → u0 dans L2
uloc muni de la topologie faible*.

Démonstration. Il suffit de considérer la suite un0 = 1B(0;2n)u0 : chaque terme de cette

suite appartient bien à L2 et vérifie i).

La suite un0 converge faiblement* vers u0 dans L2
uloc car elle est bornée dans L2

uloc et

converge dans L∞loc (sur tout compact K, la suite (un0 − u0) devient nulle à partir d’un

certain rang).

Nous verrons une construction autrement plus complexe dans les cas vectoriel (ici,

nous n’avons pas de contrainte de divergence nulle).

2.3.1 Estimation a priori pour le champ de vitesse

A partir de cette suite de données initiales, on considère, pour chaque n ∈ IN, la

solution unε associée à la donnée initiale un0 et vérifiant

∂tu
n
ε = ∆unε − [unε ∗ wε,Λ]unε . (2.31)

Par analogie aux équations de Navier-Stokes, nous souhaitons montrer que nous avons

un contrôle sur unε ∈ L∞L2
uloc ∩ (L2H1)uloc uniformément en n et ε par analogie aux

équations de Navier-Stokes. Choisissons une norme facilement utilisable dans L2
uloc : soit

χ une fonction test positive, égale à 1 sur [−1
3

; 1
3
]3 et non nulle sur [−1; 1]3 et telle que∑

χk(x) = 1. Nous appellerons χk(x) = χ(x−k) et désignerons par Qk le cube k+[−1; 1]3.

Nous utiliserons aussi Q′k le cube k + [−3; 3]3.

On définit ||f ||2(L2(0,t)L2)uloc
= supk

∫ t
0

∫
χk(x)|f(s, x)|2 dx ds.

Vérifions donc la proposition essentielle pour permettre un passage à la limite, basée sur

une estimation d’énergie.

Proposition 2.3.2. Soit u0 ∈ L2
uloc. Il existe une constante K = K(||u0||L2

uloc
) > 1 (donc

uniforme en n et ε) et un temps T0(||u0||L2
uloc

) = 1
2K3(1+||u0||2

L2
uloc

)2 tel que pour tout t ≤ T0 :

||unε (t)||2L2
uloc

+ ||~∇unε ||2(L2(0,t)L2)uloc
≤
√√√√ 1

1
(1+||u0||2

L2
uloc

)2 − 2K3t
− 1. (2.32)
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Démonstration. Dans la suite de cette partie, nous noterons u la solution du modèle

approché unε . Nous rappelons que la solution peut être prise u ∈ C∞((0,∞)× IR3), ce qui

nous permet d’écrire, en multipliant l’équation aux dérivées partielles par χku :

d

dt

∫
χk|u|2 dx+ 2

∫
χk|~∇u|2 dx =

∫
∆χk|u|2 dx−

∫
χku[u ∗ wε,Λ]u dx. (2.33)

Le point essentiel est de contrôler
∫
χku[u ∗ wε,Λ]u dx. On décompose cette intégrale

en deux parties (locale et non locale) en considérant φ valant 1 au sur un voisinage de

Suppχ et ρ valant 1 sur Suppφ+B(0, 1). Toutes ces fonctions sont prises telles que leur

support soit contenu dans [−3; 3]3 :

∫
χk.u[u ∗ wε,Λ]u dx =

∫
χku[u ∗ wε,Λ](φku) dx

+
∫
χku[u ∗ wε,Λ]((1− φk)u) dx

= (I) + (II).

Pour (I), nous souhaitons utiliser les commutateurs de Calderón-Zygmund (afin d’ab-

sorber l’opérateur d’ordre 1 dans le contrôle du terme, voir Annexe A). Appliquons le

théorème de Plancherel au premier terme du commutateur, nous obtenons (en remarquant

que χku = χkφku , (u ∗ wε)(φku) = (ρku) ∗ wε (φku))

(I) =
∫
χku[u ∗ wε,Λ](φku) dx

=
∫
φku Λ(χkφku (ρku) ∗ wε) dx−

∫
χkφku Λ(φku (ρku) ∗ wε) dx

=
∫
φku[χk,Λ]((ρku) ∗ wε)(φku)) dx

Comme [χk,Λ] est un commutateur de Calderón-Zygmund, le théorème homonyme

permet de conclure qu’il est continu de Lp dans Lp pour 1 < p <∞ (en particulier pour

p = 3
2
, voir annexe A). Ainsi :

|(I)| ≤ C||u||L3(Qk)||(ρku) ∗ wε (φku)||
L

3
2

≤ C||wε||1||u||3L3(Q′k)

(2.34)

Majorons (II). L’opérateur Λ étant en |x|−4 hors de l’origine, nous écrivons :

|(II)| ≤ C

∫ ∫
1

|x− y|4
|χk(x)u(x)|(|u ∗ wε(x)|+ |u ∗ wε(y)|)|(1− φk(y))u(y))|dxdy.

L’intégrale en x est locale et nous allons paver l’espace en cubes d’arête 1 pour celle en y

(y est loin de x). Notons Qj = j + [0, 1]3 . Sur chacun de ces cubes, |x− y| est de l’ordre

de |j − k| avec j 6= k, on a donc :

|II| ≤ C
∑

j 6=k,j∈Z3
1

|j−k|4
∫
Qk

∫
Qj
|χk(x)u(x)||(1− φk(y))u(y))|

(|u ∗ wε(x)|+ |u ∗ wε(y)|) dx dy

≤ C||u||3
L2
uloc
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(car ||un||L1
uloc
≤ ||un||L2

uloc
).

L’injection de Sobolev Ḣ
1
2 ⊂ L3 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit

|ξ||û(ξ)| × |û(ξ)| impliquent

||u||3L3(Q′k) ≤ C||u||
3
2

Ḣ 1(Q′k)
||u||

3
2

L2(Q′k). (2.35)

En réinjectant dans l’égalité d’énergie (2.33), on obtient :

d
dt

∫
χk(x)|u(x)|2 dx+ 2

∫
χk(x)|∇u(x)|2 dx ≤ C(||u||2

L2
uloc

+ ||u||3
L2
uloc

+||~∇u||
3
2

L2(Q′k)||u||
3
2

L2(Q′k)).

Pour majorer le dernier terme, utilisons l’inégalité de convexité de Young :

C(ab)
3
2 ≤ C ′a2 +C ′′b6 où la constante C ′ peut être choisie aussi petite que souhaitée puis

intégrons en temps. On se débarrasse du terme ||u||3
L2
uloc

grâce à l’inégalité a3 ≤ 3
4
a2 + 1

4
a6.

Prenons enfin la borne supérieure sur k (nous choisissons donc la constante C ′ telle que

C ′ supk
∫ ∫
||~∇u||2L2(0,t)L2(Q′k) dx ds ≤ ||~∇u||(L2(0,t)L2)uloc , ce qui est possible car les normes

sont équivalentes) :

||u||2
L2
uloc

+ ||~∇u||2(L2(0,t)L2)uloc
≤ ||un0 ||2L2

uloc
+ C

∫ t
0
(||u(s)||2

L2
uloc

+ ||u(s)||6
L2
uloc

)ds.

≤ max(1, C)(||u0||2L2
uloc

+
∫ t

0
(||u(s)||2

L2
uloc

+ ||u(s)||6
L2
uloc

)ds.

Notons K = max(1;C).

Terminons la preuve : notons y(t) = ||~u0||2L2
uloc

+
∫ t

0
(||u(s)||2

L2
uloc

+ ||u(s)||6
L2
uloc

) ds. Cette

fonction vérifie l’inéquation différentielle (1 + y)′ ≤ K3(1 + y)3 (car K ≥ 1), qui se résout

en 1
(1+y(0))2 − 1

(1+y(t))2 ≤ 2K3t. En remarquant que y(0) = ||u0||2L2
uloc

, nous obtenons donc

un contrôle de y pour t ≤ 1
2K3(1+||u0||2

L2
uloc

)2 avec y(t) ≤
√

1
1

(1+||u0||2
L2
uloc

)2
−2K3t

− 1, d’où le

résultat souhaité.

2.3.2 Passages à la limite

Faisons tendre n→∞

Notons un la limite précédemment décrite (sachant qu’elle dépend aussi de ε). Adap-

tons la démonstration L2 au cas L2
uloc (elle diffère nécessairement vu que les transformées

de Riesz ne sont pas continues de L2
uloc dans L2

uloc). Pour tout T < T0, la proposition (2.3.2)

montre qu’on a des estimations uniformes de un dans (L2(0, T )L2)uloc et de ~∇un dans

(L2(0, T )L2)3
uloc . L’espace (L2(0, T )L2)uloc étant le dual de l’espace de Banach séparable

{f ∈ L2
loc((0, T )× IR3)/

∑
k∈Z3

||f ||L2((0,T )×(k+[0;1]3)) <∞}
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on peut extraire (par le procédé diagonal de Cantor) une sous-suite (notée de la même

façon) telle un converge faiblement* vers u ∈ ∩0<T<T0(L2(0, T )L2)uloc et ~∇un faiblement*

(nécessairement) vers ~∇u ∈ ∩0<T<T0(L2(0, T )L2)3
uloc (on rappelle que u = uε).

Lemme 2.3.3. Pour tout φ ∈ D((0, T0) × IR3), il existe une constante C (uniforme en

n et ε) telle que :

||φun||L2L2 ≤ C

et

||∂t(φun)||L2H−2 ≤ C

Démonstration. La première majoration vient de la proposition précédente. Pour la deuxième,

on écrit

∂t(φu
n) = un∂tφ+ φ∆un + φ[un ∗ wε,Λ]un.

On a des contrôles uniformes respectifs de un∂tφ et φ∆un dans L2L2 et L2H−1.

Pour contrôler le terme φun ∗ wεΛun, on décompose Λun = Λφ̃un + Λ(1 − φ̃)un où

φ̃ ∈ D(IR3) est une fonction régulière à support compact valant 1 sur BR + B(0, 1)

(si Suppφ ∈ (0, T0)×BR).

Localement (par continuité des opérateurs de Riesz dans L2), nous avons :

||φΛφ̃un||L2L2 ≤ C||φ̃un||L2H1 ≤ C ′(||u0||L2
uloc

) d’après l’estimation obtenue dans la pro-

position précédente.

Loin de l’origine (par un pavage de l’espace en cubes d’arête 1)

||φΛ(1− φ̃)un||L2L2 ≤ C(φ)||Λ(1− φ̃)un||∞
≤ C||un||L∞(0,T )L1

uloc
≤ C ′(||u0||L2

uloc
)

(avec T < T0 dépendant du support de φ). On a donc un contrôle uniforme en n et ε

dans L2L2 de φΛun.

Le produit φun ∗wεΛun est donc uniformément contrôlé dans L2L1 ⊂ L2H−s avec s > 3
2
.

D’autre part un ∗ wεun est borné dans (L2((0, T ), L
3
2 ))uloc (en effet, pour tout k, nous

avons, par les inégalités de Sobolev, un contrôle uniforme en k, n et ε de χku
n dans L2L6

et de χku
n ∗ wε dans L∞L2). On décompose Λ de la même façon que précédemment :

||φΛ(φ̃unun ∗ wε)||L2H−2 ≤ C
∑3

i=1 ||Ri(φ̃u
n un ∗ wε)||

L2((0,T ),H
−1
2 )

≤ C ′||φ̃unun ∗ wε||L2((0,T ),L
3
2 )
,

(les transformées de Riesz sont continues dans H
−1
2 et L

3
2 ⊂ H

−1
2 ).

D’autre part (par un pavage loin de l’origine) ||φΛ((1−φ̃)un un∗wε)||L∞L∞ ≤ C||un||2
L∞((0,T ),L2

uloc)
,

d’où un contrôle L2L2.
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Comme dans le cas L2, le lemme précédent ajouté au lemme (2.3.3) et à un critère de

compacité de Rellich nous assurent la convergence forte (d’une suite extraite) un vers u

dans (L2(0, T0), L2)loc.

Proposition 2.3.4. Soit u0 ∈ L2
uloc. Il existe une fonction uε ∈ L∞L2

uloc telle que

i) ∂uε = ∆uε − [uε ∗ wε,Λ]uε dans D′((0, T0)× IR3)

ii) uε(0, .) = u0

iii) Pour t < T0, on a

||uε(t)||2L2
uloc

+ ||~∇uε||2(L2
tL

2
x)uloc

≤
√√√√ 1

1
(1+||u0||2

L2
uloc

)2 − 2K3t
− 1. (2.36)

Démonstration.

i) Traitons le passage à la limite du commutateur (les autres étant évidents).

Soit φ ∈ D((0, T0) × IR3). En reprenant les notations du lemme précédent, on considère

la même fonction φ̃ et qui vérifie :

< un ∗ wεΛun, φ > = < un ∗ wεφ̃Λun, φ >

= < (un ∗ wε − u)φ̃Λun, φ > + < un,Λ(φ̃φu) >

D’une part, φun∗wε converge fortement vers φu dans L2L2. D’autre part, φ̃Λun est borné

dans L2L2 (en effet, on décompose en partie locale et loin de l’origine : la partie locale

est uniformément L2 car nous avons un contrôle (L2H1)uloc de un et la partie loin de

l’origine est L∞L∞ car le noyau est en 1
|x|4 , toujours par un pavage en cubes d’arêtes 1).

Donc, dans D′ :

< (un ∗ wε − u)φ̃Λun, φ >→ 0. (2.37)

Comme un converge faiblement* vers u dans (L2L2)uloc, il suffit de montrer que Λ(φ̃φu)

est dans le prédual, noté WL2
xL

2
t

{f ∈ L2
loc((0, T0)× IR3)/

∑
k∈Z3

||f ||L2((0,T0)×(k+[0;1]3)) <∞}.

C’est bien le cas localement, car si ρ vaut 1 au voisinage du support de φ̃φ alors ||ρΛ(φ̃φu)||WL2L2 ≤
C(φ)||u||(L2(0,T )H1)uloc (transformées de Riesz continues dans L2, avec T < T0) et loin de

l’origine

||(1− ρ)Λ(φ̃φu)||WL2L2 ≤
∑
k 6=0

C

|k|4
||φ̃φu||(L2L2)uloc . (2.38)

Pour le deuxième terme du commutateur, on écrit : < Λ(un ∗ wεun), φ >=< un ∗
wεu

n,Λφ > : on dispose d’un contrôle uniforme de un ∗ wεun dans (L2L
3
2 )uloc (dont le
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prédual est un Banach séparable WL3L2) et on sait que Λφ ∈ WL3L2 (localement L3 par

continuité des transformées de Riesz dans L3 et loin de l’origine le noyau est en 1
|x|4 ) ; de

plus, un ∗ wεun converge vers u2 dans D′ grâce à la convergence forte de un vers u dans

(L2L2)loc. On a donc bien < Λ(un ∗ wεun), φ >→< Λu2, φ >. Ceci montre bien i).

On montre ii) comme dans le cas L2 : soit T < T0 ; pour tout R > 0, nous savons

que un et ∂tu
n(t) sont respectivement uniformément bornés dans L2((0, T ), H1(BR)) et

L2(0, T )H−2(BR) alors (à une sous-suite près) convergent faiblement nécessairement vers

u et ∂tu. Ainsi, nous avons déjà que u ∈ C((0, T ), H−2
loc ) et u(0, .) a un sens. De plus un0

converge faiblement* vers u0 dans L2
uloc, ce qui permet de conclure.

Montrons iii) : Comme L∞L2
uloc est aussi le dual d’un espace de Banach séparable,

quitte à extraire une nouvelle sous-suite par le procédé diagonal de Cantor, elle converge

aussi faiblement vers u avec u ∈ ∩0<t<T0L
∞((0, t)L2

uloc) (par unicité de la limite dans D′).
Les passages à la limite faible donnent aussi bien p.p. t tel que 0 < t < T0 :

||u(t)||L2
uloc
≤ lim infn→∞ ||un(t)||L2

uloc
que ||~∇u||(L2(0,t)L2)uloc ≤ lim infn→∞ ||~∇un||(L2(0,t)L2)uloc .

Ainsi, l’inégalité (3.4.5) est montrée pour la limite u.

Dans le chapitre 4 (dédié à l’étude de l’approximation lorsque la donnée initiale est

dans L2
uloc), nous étudierons plus longuement la convergence de la solution vers u0.

Faisons tendre ε→ 0

La proposition précédente fournit le même contrôle uniforme en ε sur uε que ne l’avait

un sur n. Autrement dit, les mêmes arguments nous assurent le résultat suivant :

Théorème 2.3.5. Soit u0 ∈ L2
uloc. Le modèle scalaire possède une solution locale : il existe

T0(||u0||L2
uloc

) et une fonction u ∈ L∞((0, T ), L2
uloc) telle que u ∈ (L2((0, T ), H1))uloc pour

tout T < T0 satisfaisant

i) ∂u = ∆u− [u,Λ]u dans D′((0, T0)× IR3)

ii) u(0.) = u0

iii) Pour t < T0, on a

||u(t)||2L2
uloc

+ ||~∇u||2(L2
tL

2
x)uloc

≤
√√√√ 1

1
(1+||u0||2

L2
uloc

)2 − 2K3t
− 1. (2.39)
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2.4 Donnée initiale dans Ṁ 2,3

2.4.1 Existence de solutions globales

Notre objectif est de construire des solutions globales pour une donnée initiale grande.

Nous reprenons l’idée de P.G. Lemarié-Rieusset [35] : elle est basée sur le fait que si u0 ∈
Ṁ 2,3 alors supλ>0 ||λu0(λx)||L2

uloc
= ||u0||Ṁ 2,3 . Par un argument d’unicité dans L∞L2

uloc

et le changement d’échelle adapté aux équations de Navier-Stokes, il est possible de

construire une solution globale aux équations approchées, ayant un contrôle uniforme

permettant le passage à la limite. Exposons-là (en modifiant légèrement la démonstration,

car nous allons rechercher l’unicité à la source - L∞L2) sans détailler tous les calculs de

changements de variable, qui le seront dans le chapitre 5.

Soit u0 ∈ Ṁ 2,3 (donc u0 ∈ L2
uloc). Il est possible d’approcher cette donnée initiale par une

suite un0 ∈ L2 ∩ L2
uloc. Pour chaque n ∈ N tout ε > 0, considérons l’équation En

ε

∂tu = ∆u− [u ∗ wε,Λ]u (2.40)

avec donnée initiale un0 . Nous savons qu’il existe une unique solution globale régulière

unε ∈ L∞((0,∞), L2) telle que pour tout t ≤ T0 :

||unε (t)||2
L2
uloc

+ ||~∇unε ||2(L2
tL

2
x)uloc

≤
√

1
1

(1+||u0||2
L2
uloc

)2−2K3t
− 1.

≤ (1 + ||u0||2L2
uloc

)(1− t
T0

)
−1
2

où T0 = T0(||u0||L2
uloc

) = 1
2K3(1+||~u0||2

L2
uloc

)2 est uniforme en n et ε.

Remarquons que si vnε est solution de En
ε sur (0, T ) × IR3 avec donnée initiale un0 , alors

pour tout A > 0, Avnε (A2t, Ax) est solution de E ε
A

sur (0, A−2T )×IR3 avec donnée initiale

Aun0 (Ax).

Le point essentiel est d’appliquer cette remarque à l’équation En
ε
A

avec donnée initiale

Aun0 (Ax). Il existe une solution vnε
A

définie sur (0, T ′0) où T ′0 est tel que pour tout 0 <

T ′0 ≤ T0 avec T ′0 = 1
2K3(1+||u0||4

Ṁ 2,3 )
(indépendant de ε et n) : ainsi, 1

A
vnε
A

( t
A2 ,

x
A

) cöıncide

avec l’unique solution unε de En
ε ayant pour donnée initiale un0 . N’ayant plus besoin de T0

et dans le but de pas alourdir des notations déjà suffisamment indexées, nous noterons le

nouveau temps T ′0 sous la forme T0. Ceci étant dit, unε vérifie par changement de variables,

pour tout 0 < t < A2T0 :

sup
x0∈IR3

∫
|x−x0|≤A

|unε (t, x)|2 dx ≤ CA(1 + ||Au0(Ax)||2L2
uloc

)(1− t

T0

)
−1
2 . (2.41)

sup
x0∈IR3

∫ t

0

∫
|x−x0|≤A

|~∇unε (s, x)|2 dx ds ≤ CA(1 + ||Au0(Ax)||2L2
uloc

)(1− t

T0

)
−1
2 . (2.42)
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Si t ≤ 1
4
A2T0 alors :∫
|x−x0|≤A |u

n
ε (t, x)|2 dx ≤ A(1 + ||Au0(Ax)||2

L2
uloc

)(1− t
A2T0

)
−1
2

≤ 2√
3
A(1 + ||Au0(Ax)||2

L2
uloc

)
(2.43)

Si t > 1
4
A2T0 alors :∫

|x−x0|≤A |u
n
ε (t, x)|2 dx ≤

∫
|x−x0|≤2

√
t
T0

|unε (t)|2 dx

≤ 4√
3

√
t
T0

(1 + ||Au0(Ax)||2
L2
uloc

)
(2.44)

La solution globale unε vérifie donc :

sup
n∈IN,ε>0,R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫
|x−x0|≤R

|unε (t, x)|2 dx < +∞.

et, de la même façon :

sup
n∈IN,ε>0,R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

|~∇unε (s, x)|2 dx ds < +∞.

Nous pouvons donc successivement passer à la limite lorsque n→∞ puis ε→ 0 puisque

les majorations obtenues sont uniformes en n et ε (ce sont exactement les mêmes argu-

ments que dans le cas L2
uloc).

Nous avons donc le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Soit u0 ∈ Ṁ 2,3. Il existe une solution globale u ∈ D′((0,+∞)× IR3)

vérifiant ∂tu = ∆u− [u,Λ]u et u(0, .) = u0. De plus,

sup
R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫
|x−x0|≤R

|u(t, x)|2 dx < +∞.

sup
R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

|~∇u(s, x)|2 dxds < +∞.

Remarque : Nous avons besoin des deux paramètres n et ε lors du changement d’échelle :

ceci explique pourquoi nous avons pris le parti d’effectuer un double passage à la limite

pour déterminer la solution L2
luoc (alors que l’approximation ∂tu

n = ∆un− [un ∗wn,Λ]un

eût été suffisante pour la construire).

2.4.2 Inégalité d’énergie locale

Comme nous l’avons vu en introduction, dans le cas des équations de Navier-Stokes,

lorsque la donnée initiale est dans Ṁ 2,3, les solutions obtenues satisfont à l’égalité d’énergie

locale suivante (dans D′((0,∞)× IR3)) :

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u2| − ~∇.(|~u|2~u)− 2~∇.p~u− µ. (2.45)
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(où µ est une mesure positive localement finie). Celle-ci est obtenue par passage à la

limite sur les solutions approchées et nous rappelons que la mesure µ vient du fait que

nous n’avons pas mieux qu’une convergence faible de ~∇⊗~un dans (L2L2)3 ; ainsi nous ne

pouvons espérer |~∇⊗ ~un|2 → |~∇⊗ ~u|2.

Qu’en est-il dans notre équation ?

Nous venons de voir que le changement d’échelle permettait d’obtenir des solutions glo-

bales avec contrôles uniformes de unε ∈ (L∞L2)uloc ∩ (L2H1)uloc : les deux passages se

traitant de la même façon (car les majorations sont uniformes en n et ε dans les mêmes

espaces), nous n’en traiterons qu’un (le dernier, portant sur uε). De la même façon que

pour les équations de Navier-Stokes, les termes ∂t|uε|2, |~∇uε|2 et ∆|uε|2 convergent vers

les limites attendues. La question est donc de savoir si les hypothèses connues sur uε

permettent le passage à la limite de uε[uε ∗ wε,Λ]uε dans D′((0,∞)× IR3).

Nous rappelons que les majorations connues sur uε impliquent (à une sous-suite près) une

convergence forte vers u dans (L2L2)loc mais aussi dans (L3L3)loc (il y a convergence forte

dans (L6L2)loc, grâce au contrôle uniforme dans (L∞L2)loc puis dans l’espace souhaité

grâce à la borne uniforme (L2L6)loc).

Théorème 2.4.2. Soit u0 ∈ Ṁ 2,3.

Soit φ ∈ D((0,∞) × IR3) telle que φ ≥ 0. La solution u du modèle scalaire construite

dans la proposition (2.4.1) telle que

sup
R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫
|x−x0|≤R

|u(t, x)|2 dx < +∞.

sup
R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

|~∇u(s, x)|2 dxds < +∞.

vérifie l’inégalité d’énergie locale suivante :

2
∫ ∫
|~∇u|2φ dx dt ≤

∫ ∫
|u|2(∂tφ+ ∆φ) dx dt

−C
2

∫ ∫ ∫
u(t, x)u(t, y)(u(t, x)− u(t, y)) (φ(t,x)−φ(t,y))

|x−y|4 dx dy dt.

Remarque : La constante C est celle du noyau de l’opérateur Λ (voir Annexe A).

Démonstration. Soit φ ∈ D((0,∞)× IR3) telle que φ ≥ 0.

Nous partons de la solution approchée uε ∈ L∞L2
uloc ∩ (L2H1)uloc vérifiant :

2

∫ ∫
|~∇uε|2φ dx dt =

∫ ∫
|uε|2(∂tφ+ ∆φ) dxdt−

∫ ∫
uε[uε ∗ wε,Λ]uεφ dx dt.

(2.46)

Cette expression a bien un sens, d’après l’étude L2
uloc effectuée dans le paragraphe 3.

A ε fixé, approchons uε par sa troncature-régularisation : nous noterons vn cette suite de

fonctions test approchante.
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Étape 1 : Estimations pour les fonctions test

a) Nous allons majorer

< vn[vn ∗ wε,Λ]vn, φ > = C(1
2

∫ ∫
|x−y|≤1

vn(t,x)vn(t,y)(φ(t,x)−φ(t,y)) wε∗(vn(t,x)−vn(t,y))
|x−y|4 dx dy dt

+
∫ ∫

1≤|x−y|≤R
vn(t,x)vn(t,y)φ(t,x) wε∗(vn(t,x)−vn(t,y))

|x−y|4 dx dy dt

+
∫ ∫
|x−y|≥R

vn(t,x)vn(t,y)φ(t,x) wε∗(vn(t,x)−vn(t,y))
|x−y|4 dx dy dt)

= 1
2
A(vn, vn, vn ∗ wε) +BR(vn, vn, vn ∗ wε) + CR(vn, vn, vn ∗ wε)

où R > 10 sera fixé grand ultérieurement, avec :

A(u, v, w) = C

∫ ∫
|x−y|≤1

u(t, x)v(t, y)(φ(t, x)− φ(t, y)) (w(t, x)− w(t, y))

|x− y|4
dx dy dt

BR(u, v, w) = C

∫ ∫
1≤|x−y|≤R

u(t, x)v(t, y)φ(t, x) (w(t, x)− w(t, y))

|x− y|4
dx dy dt

CR(u, v, w) = C

∫ ∫
|x−y|≥R

u(t, x)v(t, y)φ(t, x) (w(t, x)− w(t, y))

|x− y|4
dx dy dt

Remarquons que les égalités précédentes utilisent le noyau de convolution de l’opérateur

Λ (voir Annexe A). Pour (a, b, c) ∈ (D)3, nous avons (en omettant la valeur principale) :

< a[b,Λ]c, φ > = C
∫ ∫ ∫ a(t,x)b(t,x)φ(t,x) (c(t,y)−c(t,x))

|x−y|4 dx dy dt

−C
∫ ∫ ∫ a(t,x)φ(t,x) (b(t,y)c(t,y)−b(t,x)c(t,x))

|x−y|4 dx dy dt

= C
∫ ∫ ∫ a(t,x)c(t,y)φ(t,x) (b(t,x)−b(t,y))

|x−y|4 dx dy dt

Le terme A est juste une réécriture du terme précédent lorsque a = c où l’on échange les

rôles de x et y.

b) Étude des termes trilinéaires :

Pour A, sachant que t ∈ K, (x, y) ∈ K ′2 (où K et K ′ sont deux compacts dépendant du

support de φ) , on considère ρ ∈ D((0,∞)× IR3) valant 1 sur un voisinage de K ×K ′ :

|A(u, v, w)| ≤ C
∫

(
∫ ∫
|x−y|≤1

u(t, x)2v(t, y)2 (φ(t,x)−φ(t,y))2

|x−y|4 dx dy)
1
2

(
∫ ∫ |ρ(t,x)w(t,x)−ρ(t,y)w(t,y)|2

|x−y|4 dx dy)
1
2 ) dt

≤ C(φ)
∫

(
∫

(ρu(t, x))2((ρv)2 ∗ 1I|x|≤1
1
|x|2 ) dx)

1
2 ||ρw(t, .)||

H
1
2
) dt

≤ C||ρu||L3L3||ρv||L3L3||ρw||
L3H

1
2

Détaillons la majoration obtenue dans la dernière ligne où nous utilisons une nouvelle

fois la convolution dans les espaces de Lorentz :

Comme (ρv)2 ∈ L
3
2 et 1I|x|≤1

1
|x|2 ∈ L

3
2
,∞ alors (ρv)2 ∗ 1I|x|≤1

1
|x|2 ∈ L3, 3

2 ⊂ L3,3 = L3.

L’intégration en temps permet alors de conclure.
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Nous remarquons que ce contrôle convient car nous avons convergence forte de uε et

wε ∗ uε dans (L3L3)loc mais aussi de ρuε et ρwε ∗ uε dans L3H
1
2 (par interpolation entre

la convergence forte dans L6L2 et la borne uniforme dans L2H1).

Pour BR, de même que précédemment, on constate que t, x et y sont bornés et le noyau

est intégrable sur la couronne choisie : il existe donc une fonction ρ̃R ∈ D((0,∞) × IR3)

telle que :

|BR(u, v, w)| ≤ C(R, φ)||ρ̃Ru||L3L2||ρ̃Rv||L3L2||ρ̃Rw||L3L2 (2.47)

Pour CR, on utilise (par exemple) le contrôle en la norme (L3L3)uloc, après avoir

effectué un pavage de l’espace en cubes d’arêtes 1 pour contrôler l’intégrale en y (celle en

x étant locale) :

|CR(u, v, w)| ≤ C
∑

k∈Z3,|k|≥R−1
1
|k|4 ||u||(L3L3)uloc ||v||(L3L3)uloc ||w||(L3L3)uloc (2.48)

Etape 2 : Passage à la limite lorsque n→∞
Soit η > 0. D’après l’estimation obtenue sur CR (correspondant au reste d’une série

convergente), il existe un nombre R0(η, ||u0||Ṁ 2,3) > 0 tel que

|CR0(uε, uε, uε ∗ wε)− CR0(vn, vn, vn ∗ wε)| <
η

3
(2.49)

(en effet, vn et uε sont uniformément contrôlés dans (L3L3)uloc) D’autre part, la triniléarité

et les majorations obtenues sur A et BR0 impliquent qu’il existe n0(η, ||u0||Ṁ 2,3 , φ) ∈ IN

tel que pour tout n ≥ n0 :

|A(uε, uε, uε ∗ wε)− A(vn, vn, vn)| < η

3
(2.50)

(en effet ρvn converge fortement vers ρuε dans L3H
1
2 , donc aussi dans L3L3) ainsi que

|BR0(uε, uε, uε ∗ wε)−BR0(vn, vn, vn)| < η

3
(2.51)

(a fortiori, on a convergence forte de ρvn dans L3L2)

Enfin, lorsque n→∞ :

< vn[vn ∗ wε,Λ]vn, φ >→< uε[uε ∗ wε,Λ]uε, φ > (2.52)

Pour le voir, on traite chaque terme du commutateur séparément.

On montre respectivement que

< vn vn ∗ wε Λvn, φ >→< uε uε ∗ wε Λuε, φ >
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puis

< vn Λ(vn ∗ wε vn), φ >→< uε Λ(uε ∗ wε uε), φ >

Comme nous travaillons à ε fixé, nous pouvons utiliser un contrôle de u ∗ wε en norme

L∞L∞ : la convergence forte locale L2H1 et le contrôle global dans L∞L2
uloc allié à la

décroissance du noyau de Λ à l’infini permettent de conclure.

Explicitons cette idée sur l’un des termes (les autres convergeant de la même façon) :

< vnvn ∗ wΛ(uε − vn), φ >→ 0 : on décompose en partie locale et loin de l’origine.

Localement (pour une fonction plateau ρ valant 1 sur le double du support de φ avec R

grand déterminé ultérieurement), on a successivement :

| < vn vn ∗ w Λρ(uε − vn) > | ≤ ||vn vn ∗ w||L2L2||ρ(uε − vn)||L2H1

et

| < vn vn ∗ w Λ(1− ρ)(uε − vn) > | ≤
∑

k,|k|≥R
2

1/|k|4||φvn vn ∗ w||2||uε − vn||L∞L2
uloc

≤ C
∑

k,|k|≥R
2

1/|k|4.

Comme c’est le reste d’une série convergente, elle peut être rendue aussi petite que

souhaité et cela détermine R, donc le support de la fonction plateau. On conclut grâce à

la convergence forte locale de ρvn vers ρuε dans L2H1.

On a donc bien, par passage à la limite dans D′((0,∞) × IR3) (en échangeant aussi

les rôles de x et y dans le terme BR) :

2
∫ ∫
|~∇uε|2φ dx dt =

∫ ∫
|uε|2(∂tφ+ ∆φ) dx dt

−C
2

∫ ∫ ∫
uε(t, x)uε(t, y)wε∗(uε(t,x)−uε(t,y))(φ(t,x)−φ(t,y))

|x−y|4 dx dy dt.

Etape 3 : Passage à la limite lorsque ε→ 0.

Cette fois-ci, nous partons de∫ ∫ ∫
uε(t, x)uε(t, y)wε ∗ (uε(t, x)− uε(t, y))

(φ(t, x)− φ(t, y))

|x− y|4
dx dy dt (2.53)

que nous décomposons sous la forme 1
2
A+BR +CR. Nous reprenons stricto sensu l’étape

1 pour obtenir des majorations sur chacune des trois intégrales et le début de l’étape

2 pour la convergence de chacun des termes CR, A et BR (en effet, lorsque ε → 0, les

estimations sur uε et u sont les mêmes que celles qui avaient été utilisées sur vn et uε).

Le passage à la limite donne alors le résultat souhaité. Notons que l’inégalité provient du

passage à la limite de |~∇uε|2 et que∫ ∫ ∫
u(t, x)u(t, y)(u(t, x)− u(t, y))

(φ(t, x)− φ(t, y))

|x− y|4
dx dy dt (2.54)

a bien un sens grâce à la décomposition 1
2
A+BR + CR.
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Remarque :

Dans les équations de Navier-Stokes, le pire terme à contrôler est ~u.(~u.~∇)~u : a priori, il

nécessite un contrôle local L4L4 sur ~u en plus des contrôles locaux habituels (L∞L2 ∩
L2H1). Grâce à l’antisymétrie du terme bilinéaire, nous le réécrivons sous la forme

~∇.(|~u|2~u) : le contrôle est alors assuré sous la seule condition ~u ∈ ((L∞L2)loc∩(L2H1)loc)
3,

puisqu’il implique ~u ∈ (L3L3)3
loc.

Dans le cas de nos équations, il en va de même. Le terme u[u,Λ]u n’a pas de sens dans

D′ sans un contrôle (L4L4)loc de ~u ; néanmoins, une réécriture de ce terme utilisant l’an-

tisymétrie du commutateur permet de donner un sens à l’intégrale∫ ∫ ∫
u(t, x)u(t, y)(u(t, x)− u(t, y))

(φ(t, x)− φ(t, y))

|x− y|4
dx dy dt, (2.55)

avec un contrôle utilisant moins de régularité sur ~u : en effet, les normes L3L3, (L3L3)uloc et

L3Ḣ
1
2 suffisent pour majorer les termes A, BR et CR (elles sont induites par les hypothèses

u ∈ L∞L2
uloc∩ (L2Ḣ 1)uloc). La seule différence avec les équations de Navier-Stokes est que

la condition de dérivabilité (L3Ḣ
1
2 ) se lit explicitement sur le contrôle du terme A.

– 59 –
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Chapitre 3

Équations modifiées de Vishik et

Fursikov - Donnée initiale dans L2

Dans ce chapitre, nous allons étudier la convergence de l’approximation modifiée de

Vishik et Fursikov lorsque la donnée initiale est dans (L2)3 : il reprend les résultats décrits

dans [31].

Nous commençons par convoler l’équation afin d’assurer l’existence d’une solution

dans (L∞L2 ∩ L2Ḣ 1)3.

3.1 Existence d’une solution aux équations modifiées

et convolées de Vishik & Fursikov

Définition 3.1.1. Nous appellerons équations modifiées et convolées de Vishik & Fursi-

kov le modèle suivant :
∂t~u = ∆~u− wε ∗ ((~uε.~∇)~uε)− αwε ∗ (|~uε|2~uε) + 1

η
~∇(wε ∗ ~∇.~uε)

~uε = ~u ∗ wε
~u(0, .) = ~u0

(3.1)

où w une fonction test positive, paire telle que
∫
w(x)dx = 1 et wε(x) = 1

ε3
w(x

ε
).

Nous cherchons une solution via la méthode du point fixe de Picard, ainsi nous nous

intéressons à la formulation intégrale du problème

~u = et∆~u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆[wε ∗ ((~uε.~∇)~uε)− αwε ∗ (|~uε|2~uε) (3.2)

+
1

η
~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u)] ds.
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Remarque :

L’idée est la suivante : la convolution permet comme toujours de rendre plus régulières

les fonctions en présence et donc d’appliquer le théorème du point fixe. Les équations

modifiées et convolées sont construites pour non seulement vérifier le théorème du point

fixe mais aussi satisfaire à une égalité d’énergie (d’où la parité de w pour appliquer le

théorème de Plancherel polarisé).

Théorème 3.1.2. Soit ~u0 ∈ (L2(IR3))3 tel que ~∇.~u0 = 0. L’équation intégrale

~g = et∆~u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆[wε ∗ ((~gε.~∇)~gε)− αwε ∗ (|~gε|2~gε) (3.3)

+
1

η
~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u)] ds.

peut être résolue dans le sens suivant :

(A) il existe T = T (||u0||2, η, ε, α) tel que l’équation intégrale (3.3) ait une solution locale

~u dans l’espace de Banach L∞((0, T ), L2(IR3)3)∩L2((0, T ), Ḣ 1(IR3)3), muni de la somme

des normes suivantes

||~g||L∞((0,T ),L2(IR3)3)∩L2((0,T ),Ḣ 1(IR3)3) = sup0<t<T ||~g(., t)||2 + ||||~∇⊗ ~g(., t)||L2 ||L2(0,T ) où

||~g(., t)||22 =
∑3

i=1

∫
IR3 |gi(x, t)|2 dx

et ||||~∇⊗ ~g(., t)||L2||2L2(0,T ) =
∑3

i=1

∑3
j=1

∫ T
0

∫
IR3 |∂igj(x, t)|2 dx dt.

(B) il existe un temps maximal T ∗ > 0 (dépendant des paramètres précédemment cités)

tel que les équations (5.3) aient une unique solution ~u ∈
⋂
T<T ∗ L

∞((0, T ), L2(IR3)3) ∩
L2((0, T ), Ḣ 1(IR3)3).

Si T ∗ <∞ alors limt→T ∗ ||~u(t, .)||(L2)3 =∞.

Démonstration. (A) Appliquons le théorème du point fixe à l’espace L∞((0, T ), L2(IR3)3)∩
L2((0, T ), Ḣ 1(IR3)3).

Notons respectivement ET = L∞((0, T ), L2(IR3)3) , FT = L∞((0, T ), Ḣ 1(IR3)3) et GT =

L2((0, T ), Ḣ 1(IR3)3) les espaces que nous utiliserons pour les majorations.

Les constantes C peuvent changer d’une ligne à l’autre mais resteront toujours indépendantes

de η, α, ε et de T .

i) Terme initial :

||et∆~u0||ET ≤ ||~u0||2. Pour contrôler ||et∆~∇~u0||GT , nous utilisons successivement les théorèmes
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de Plancherel puis de Fubini (et de nouveau de Plancherel).∫ +∞

0

||~∇⊗ et∆~u0||22dt =
1

(2π)3

3∑
i=0

∫ +∞

0

∫
|ξ|2|e−t|ξ|2|û0i(ξ)|2 dξ dt

=
1

(2π)3

3∑
i=0

∫
|û0i(ξ)|2 dξ

= ||~u0||22

Ainsi,

||et∆~u0||L∞L2 + ||~∇et∆~u0||L2((0,T ),L2) ≤ 2||~u0||2 (3.4)

ii) Contrôle du terme bilinéaire :

On note B(~u, ~u) =
∫ t

0
e(t−s)∆(wε ∗ (~uε.~∇)~uε) ds et b(~u, ~u) = wε ∗ ((~uε.~∇)~uε).

On a :

||b(~u, ~u)− b(~v,~v)||ET ≤ ||b(~u− ~v, ~u)||ET + ||b(~v, ~u− ~v)||ET
≤ ||wε||1||wε||2 (||~∇wε||2||~u||ET + ||~∇wε||∞||~v||ET )||~u− ~v||ET
≤ C(ε−4 + ε

−11
2 )(||~u||ET + ||~v||ET )||~u− ~v||ET

alors

||B(~u, ~u)−B(~v,~v)||ET ≤ CT (ε−4 + ε
−11

2 )(||~u||ET + ||~v||ET )||~u− ~v||ET (3.5)

et, en dérivant sur wε

||B(~u, ~u)−B(~v,~v)||FT ≤ CT (ε−5 + ε
−13

2 )(||~u||ET + ||~v||ET )||~u− ~v||ET (3.6)

Nous obtenons donc

||B(~u, ~u)−B(~v,~v)||GT ≤ CT
3
2 (ε−5 + ε

−13
2 )(||~u||ET + ||~v||ET )||~u− ~v||ET (3.7)

iii) Contrôle de la pénalisation :

On note l(~u) = wε ∗ (|~uε|2~uε) and L(~u) = α
∫ t

0
e(t−s)∆wε ∗ (|~uε|2~uε) ds.

Sachant que

l(~u)− l(~v) = wε ∗ |~uε|2(~uε − ~vε) + wε ∗ (|~uε − ~vε||~uε + ~vε|)~vε (3.8)

nous avons :

||l(~u)− l(~v)||ET ≤ ||wε||1||wε||32||~u||2ET ||~u− ~v||ET + ||wε||1||wε||32(||~u||ET + ||~v||2ET )||~u− ~v||ET
≤ Cε

−9
2 (1 + ||~u||2ET + ||~v||2ET )||~u− ~v||ET
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De la même façon que pour l’étude du terme bilinéaire :

||L(~u)−L(~v)||ET + ||L(~u)−L(~v)||GT ≤ Cα(Tε
−9
2 +T

3
2 ε
−11

2 )(1+ ||~u||2ET + ||~v||2ET )||~u−~v||ET
(3.9)

iv) Contrôle de la pression :

Notons F (~u) = 1
η

∫ t
0
e(t−s)∆~∇(wε ∗ ~∇.~uε) ds.

De la même façon :

||F (~u)− F (~v)||ET + ||F (~u)− F (~v)||GT ≤ C
η

(ε−2T + ε−3T
3
2 ) ||~u− ~v||ET (3.10)

v) Algorithme du point fixe :

On appelle

R(~u) = et∆~u0 −
∫ t

0

e(t−s)∆[wε ∗ ((~uε.~∇)~uε)− αwε ∗ (|~uε|2~uε) (3.11)

+
1

η
~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u)] ds.

Les majorations précédentes donnent

||R(~u)||ET + ||R(~u)||GT ≤ 2||~u0||2 + C0
ε,α,η(T + T

3
2 )(||~u||2ET + ||~u||3ET ) (3.12)

et

||R(~u)−R(~v)||ET +||R(~u)−R(~v)||GT ≤ C1
ε,α,η(1+||~u||2ET +||~v||2ET )(T+T

3
2 )||~u−~v||ET (3.13)

Choisissons T = min(T1, T2) tel que

T1 = min(1, 1
18C0

ε,α,η(||~u0||2+3||~u0||22)
) (R envoie la boule B(0, 3||~u0||2) dans elle-même) et

T2 = min(1, 1
4C1

ε,α,η(1+18||~u0||22)
) (R est contractante, de rapport 1

2
).

L’équation ~u = R(~u) admet donc une unique solution dans ET ∩ GT pour un certain

T (||~u0||2, ε, α, η).

(B) Soit T ∗ le temps maximal d’existence. Si T ∗ est infini alors la solution est globale.

Sinon, supposons un instant que limt→T ∗ ||~u(t, .)||L2 6= ∞. Il existe une suite (tn)n∈IN

telle que tn → T ∗ avec ||~u(tn)||L2 ≤ l. Pour tout n ∈ IN, on peut alors construire une

solution sur [0, ε] au même problème de Cauchy ayant pour donnée initiale ~u(tn) : le point

important est de remarquer que ε = ε(||~u(tn)||2) = ε(l). Il suffit alors de choisir n0 ∈ IN

tel que tn0 + ε > T ∗ et de raccorder les solutions. Le temps maximal d’existence n’est

plus T ∗, ce qui est absurde.

Avant de passer aux égalités d’énergie, énonçons un résultat sur la régularité de la

solution ~u :
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Proposition 3.1.3.

(A) La solution locale ~u des équations (5.3) vérifie ~u ∈ C∞((0, T ∗)× IR3).

(B) De plus, ~u ∈ C([0, T ∗), (L2(IR3)3).

Démonstration. (A) Soit 0 < T0 < t < T ∗, on considère :

~u = e(t−T0)∆~uT0 −
∫ t

T0

e(t−s)∆[wε ∗ ((~uε.~∇)~uε)− αwε ∗ (|~uε|2~uε) (3.14)

+
1

η
~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u)] ds.

On montre par récurrence sur l’entier n que ~u ∈
⋂

0<T1<T2<T ∗
L∞((T1, T2), Hn).

Pour 0 < T0 < T1 < t < T2, on a successivement :

||e(t−s)∆u(T0)||Hn ≤ C sup(1, (t− T0)−
1
2 )||~u(T0)||Hn−1 (3.15)

et

||
∫ t
T0
e(t−s)∆[wε ∗ ((~uε.~∇)~uε)− αwε ∗ (|~uε|2~uε) + 1

η
~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u)] ds||Hn ≤

Cn
ε T (||~u||2L∞L2 + ||~u||3L∞L2).

En effet, nous avons vu lors des estimations L∞L2 et L∞Ḣ 1 que nous pouvions contrôler

tous les termes par la norme L∞L2 en plaçant les dérivées sur wε.

Ces estimations prouvent la régularité spatiale de ~u puis une régularité similaire sur ∂t~u.

La régularité temporelle suit en écrivant

∂p+1

∂tp+1u = ∆ ∂p

∂tp
u− ∂p

∂tp
[wε ∗ ((~uε.~∇)~uε)− αwε ∗ (|~uε|2~uε) + 1

η
~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u)].

(B) Soit T < T ∗. Nous pouvons écrire ~u sous la forme ~u = et∆~u0 +
∫ t

0
e(t−s)∆ ~f ds avec

~f ∈ (L2((0, T )× IR3))3.

Notons g =
∫ t

0
e(t−s)∆f ds. On sait que f 7→ g est borné de L2L2 dans L∞L2 (car

||g||L∞L2 ≤
√
T ||f ||L2

tL
2
x
.)

Si f ∈ D((0, T ) × IR3), alors
∫ t

0
e(t−s)∆f ds ∈ C([0, T ], L2). Vu que D((0, T ) × IR3) est

dense dans L2((0, T ) × IR3) et que Cb([0, T ], L2) est fermé dans L∞L2, on conclut que

f 7→ g est borné de L2L2 dans Cb([0, T ], L2). Vu que t 7→ et∆~u0 est continu de [0, T ] dans

L2(IR3)3, alors pour tout T < T ∗, ~u ∈ C(([0, T ], (L2)3) : ceci achève la preuve.

3.2 Égalité et inégalité d’énergie satisfaites par la so-

lution du modèle convolé.

Nous allons montrer que T ∗ =∞ et ainsi étendre ~u en une solution globale.
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Proposition 3.2.1. Soit ~u la solution du modèle modifié et convolé. Alors ~u vérifie dans

D′(0, T ∗) l’égalité d’énergie suivante :

∂t||~u(t)||22 + 2

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx+

2

η

∫
|~∇.~uε|2 dx+ 2α

∫
|~uε|4 dx (3.16)

=

∫
|~uε|2(~∇.~uε) dx.

Démonstration. La solution ~u étant régulière, nous pouvons écrire (en prenant le produit

scalaire entre l’équation (5.3) par ~u :

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − 2~u.wε ∗ ((~uε.~∇)~uε − 2α~u.wε ∗ (|~uε|2~uε) +
2

η
~u.~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u))

Ainsi, dans D′(0, T ∗) (on intègre toujours contre une fonction h( x
A

)r(t) où h vaut 1

au voisinage de 0 ; les termes ~∇. ~F avec ~F ∈ L1L1 ont une contribution nulle lorsque

A→∞) :

∂t||~u||2 + 2

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx = − 2

∫
~u.wε ∗ ((~uε.~∇)~uε) dx− 2α

∫
~u.wε ∗ (|~uε|2~uε) dx

+
2

η

∫
~u.~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u) dx

En effet, toutes les intégrales du terme de droite ont un sens, vu que nous intégrons des

fonctions L2L2 contre des fonctions ayant la même régularité.

Pour estimer les termes de droite, nous allons utiliser (la version polarisée) le théorème

de Plancherel (comme w est paire, alors ŵε = ŵε) :

−2
∫

IR3 ~u.wε ∗ ((~uε.~∇)~uε) dx = − 2
(2π)3

∑i=3
i=1

∫
IR3 ûiŵε

̂
(~uε.~∇)uε,i dx

= − 2
(2π)3

∑i=3
i=1

∫
IR3 ûε,i

̂
(~uε.~∇)uε,i dx

= −2
∫

IR3 ~uε (~uε.~∇)~uε dx

=
∫

IR3 |~uε|2(~∇.~uε) dx

De même : ∫
IR3

~u.wε ∗ (|~uε|2~uε) dx =

∫
IR3

|~uε|4 dx (3.17)

Enfin, une dernière utilisation du théorème de Plancherel implique∫
IR3 ~u.~∇(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u) dx = −

∫
IR3(~∇.~u)(wε ∗ wε ∗ ~∇.~u) dx

= −
∫

IR3 |~∇.~uε|2 dx.

Ceci prouve l’égalité avancée dans la proposition.

Proposition 3.2.2. Si η < 8α, nous avons l’inégalité d’énergie suivante :

∀0 < t < T ∗, ||~u(t)||22 + 2

∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u(x, s)|2 dx ds+ (

2

η
− 1

4α
)

∫ t

0

∫
|(~∇.~uε)(x, s)|2 dx ds

+ α

∫ t

0

∫
|~uε(x, s)|4 dx ds ≤ ||~u0||22.
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Démonstration. Nous partons de l’égalité obtenue dans la proposition précédente, vraie

dans D′(0, T ∗) :

∂t||~u(t)||22 + 2

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx+

2

η

∫
|~∇.~uε|2 dx+ 2α

∫
|~uε|4 dx (3.18)

=

∫
|~uε|2(~∇.~uε) dx.

Nous remarquons que ∂t||~u(t)||22 ∈ L1(0, T ), car s’écrit comme une somme de fonctions L1

(grâce à la régularité connue sur chaque terme, d’après l’étude effectuée lors de l’appli-

cation du point fixe). Contrôlons le terme de droite en utilisant ceux présents à gauche :

∀A > 0

∫
IR3

|~uε|2(~∇.~uε) dx ≤
∫
A

2
|~uε|4 dx+

∫
1

2A
|~∇.~uε|2 dx

Lorsque A = 2α, nous avons, sous la contrainte η < 8α :

∂t||~u(t)||22 + 2

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx+ (

2

η
− 1

4α
)

∫
|~∇.~uε|2 dx+ α

∫
|~uε|4 dx ≤ 0. (3.19)

Intégrons cette inégalité en temps : grâce à la continuité de t 7→ ||~u(t)||2 , nous obtenons

le résultat souhaité.

Comme la norme ||~u||ET est bornée pour tout T par ||~u0||2 alors T ∗ =∞. Il existe donc

une unique solution globale en temps satisfaisant les équations modifiées et convolées de

Vishik et Fursikov. Cette solution, régulière, appartient à (L∞L2)3 ∩ (L2Ḣ 1)3 ∩ (L4L4)3

avec des contrôles uniformes dans L2Ḣ 1 et L∞L2 et une majoration en α
−1
4 dans la

dernière norme.

3.3 Existence d’une solution aux équations modifiées

de Vishik et Fursikov

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le passage à la limite faible de Leray (lorsque ε

tend vers 0) afin de construire la solution souhaitée. Dans cette partie, ~uε désignera la so-

lution des équations modifiées et convolées de Vishik et Fursikov, montrant sa dépendance

en ε. Nous rappelons le lemme essentiel qui nous servira pour contrôler les termes non

linéaires (version vectorielle du lemme (2.2.7), la démonstration étant la même).

Lemme 3.3.1. Soit z ∈ D((0,+∞) × IR3) et ~u une distribution telle que z~u(t, x) ∈
(L2H1)3 et ∂t(z~u) ∈ (L2H−b)3 (avec b > 0), alors il existe a ∈ (0, 1) tel que z~uε ∈
Ha(IR× IR3))3.
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La proposition suivante sera utile pour montrer la convergence du modèle modifié et

convolé vers les équations modifiées de Vishik et Fursikov :

Proposition 3.3.2. Soit ~u ∈ (L∞((0,+∞), (L2)3)∩L2((0,+∞), (Ḣ 1)3)∩L4((0,+∞), (L4)3)

solution globale des équations modifiées de Vishik et Fursikov :

∂t~u = ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+
1

η
~∇.(~∇.~u)

Alors ~u satisfait l’égalité d’énergie suivante, vraie dans D′(0,+∞) :

∂t||~u||22 = −2||~∇⊗ ~u||22 − 2α||~u||44 −
2

η
||~∇.~u||22 +

∫
(~∇.~u)|~u|2 dx. (3.20)

Démonstration. Comme ∂t~u ∈ (L2(0,+∞), Ḣ −1)3 + (L
4
3 (0,+∞), L

4
3 )3 (nous utilisons ici

~u∗wε ∈ (L2L2)3 et L4L4×L2L2 ∈ L 4
3L

4
3 ) et ~u ∈ (L2((0,+∞), Ḣ 1(IR3)))3∩(L4((0,+∞), (L4)))3,

on peut écrire ∂t|~u|2 = 2 < ∂t~u, ~u > dans D′((0,+∞)× IR3)).

On en déduit dans D′((0,+∞)× IR3)) :

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − ~∇.(|~u|2~u) + (~∇.~u)|~u|2

−2α|~u|4 − 2
η
|~∇.~u|2 + 2

η
~∇.(~∇.~u ~u).

(3.21)

Fixons h ∈ D(IR3) égal à 1 au voisinage de 0 et intégrons l’égalité précédente contre

h( x
A

)r(t) où r ∈ D(0,∞) puis faisons tendre A vers ∞. Comme tous les termes ~∇. ~F
(avec ~F ∈ (L1((0,+∞) × IR3))3) ont une contribution nulle, nous obtenons l’égalité

avancée.

Remarque :

Nous avons ∂t||~u||22 ∈ L1((0,+∞), L1) étant donné que tous les termes présents à droite

dans les égalités d’énergie sont L1
t , grâce à la régularité L4L4 de la solution. Ainsi, t 7→

||~u||2 est continu sur [0,+∞).

Théorème 3.3.3. Soit ~u0 ∈ (L2(IR3))3. Il existe une distribution ~u(t, x) dans (D′((0,+∞)×
IR3))3, solution globale des équations modifiées de Vishik et Fursikov. Plus précisément,

sous la contrainte η < 8α, nous avons :

i) ∂t~u = ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+ 1
η
~∇(~∇.~u).

ii) ~u(0, .) = ~u0.

iii) t 7→ ~u(t, .) est continu de [0,+∞) dans (L2)3

iv) ~u ∈ (L∞((0,+∞), (L2)3) ∩ L2((0,+∞), (Ḣ 1)3) ∩ L4((0,+∞), (L4)3)

v)

∀t > 0, ||~u(t)||22 + 2
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx ds

+ ( 2
η
− 1

4α
)
∫ t

0

∫
|~∇.~u|2 dx ds+ α

∫ t
0

∫
|~u(x, s)|4 dx ds ≤ ||~u0||22.

(3.22)
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Démonstration. i) Lorsque ε→ 0, ~uε est uniformément borné (en ε) dans (L∞((0,∞), L2))3

(dual d’un espace séparable) : grâce au théorème de Banach-Alaoglü, il est possible d’ex-

traire une suite ~uεn convergeant faiblement* vers une fonction ~u dans (L∞((0,∞), L2))3.

De plus, nous avons aussi (à une sous-suite près) convergence faible de ~∇ ⊗ ~uεn vers

~∇⊗ ~u dans L2((0,∞), L2)3×3 (car elle converge dans D′((0,∞) × IR3)3×3 et nous avons

un contrôle uniforme en εn et T pour tout T > 0 dans L2((0, T )× IR3)).

Fixons ρ ∈ D((0,+∞)× IR3). Nous avons immédiatement

< ∂t~uεn , ρ >→< ∂t~u, ρ > et < ∆~uεn , ρ >→< ∆~u, ρ > . (3.23)

Étudions la convergence du terme < ~∇~∇.(wε ∗ wε ∗ ~uε), ρ >. Il suffit de montrer que

< wε ∗ wε ∗ ~uε, ρ >→< ~u, ρ > (quitte à changer de fonction test pour conclure)

Appelons ρ̃(t, x) = ρ(t,−x).

< wε ∗ ~uε, ρ > = < ~uε ∗ (wε − δ0), ρ > + < ~uεn ∗ δ0, ρ >

= [~uε ∗ (wε − δ0) ∗ ρ̃](0)+ < ~uε, ρ >

→ < ~u, ρ > car ~uε converge faiblement vers ~u

et [~uε ∗ (wε − δ0) ∗ ρ̃](0) ≤ ||~uε||L∞L2||wε ∗ ρ̃− ρ̃||2 ≤ ||~u0||2||wε ∗ ρ̃− ρ̃||2.

On termine en écrivant

< wε ∗ wε ∗ ~uε, ρ >=< wε ∗ ~uε ∗ (wε − δ0), ρ > + < wε ∗ ~uε, ρ >, (3.24)

la convergence faible de wε ∗ ~uε et le contrôle uniforme de wε ∗ ~uε ∈ L∞L2 permettent de

conclure.

Pour faire converger les deux termes non linéaires, nous avons besoin d’une conver-

gence forte.

Pour toute fonction test φ, d’un côté, φ~uε est uniformément contrôlé dans (L2Ḣ 1)3 et de

l’autre ∂tφ~uε l’est dans (L2H−s)3 (avec s > 3
2
) : en effet,

||φwε ∗ ((~uε ∗ wε.~∇)~uε ∗ wε)||L2H−s ≤ C||wε ∗ ((~uε ∗ wε.~∇)~uε ∗ wε)||L2L1

≤ C||~uε||L∞L2||~uε||L2Ḣ 1

≤ C(||~u0||2)

et
||φαwε ∗ (|~uε ∗ wε|2~uε ∗ wε)||L2H−s ≤ Cα||~uε||2L4L4||~uε||L∞L2

≤ C(||~u0||2)α
1
2

ajoutés aux contrôles (uniformes en ε) évidents de φ∆~u et φ~∇(~∇.~uε ∗ wε ∗ wε) dans

L2H−1.
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Nous pouvons de nouveau appliquer le lemme (3.3.1) et les critères de compacité de

Rellich : il existe une sous-suite de ~uεk convergeant fortement vers ~u dans L2
loc((0,∞) ×

IR3).

On écrit alors (pour ρ̃ valant 1 sur Suppρ+B(0, 2))

< wε ∗ ((~uε ∗ wε.~∇)~uε ∗ wε), ρ >=< ((ρ̃~uε) ∗ wε.~∇)(ρ̃~uε) ∗ wε, wε ∗ ρ > (3.25)

Comme (ρ̃~uε)∗wε converge fortement vers ρ̃~u dans (L2L2)3 alors le produit ((~uε∗wε.~∇)~uε∗
wε) converge faiblement vers (~u.~∇)~u dans (L1L1)3 ; contre la convergence forte de wε∗ρ→
ρ dans L∞L∞, nous avons bien la convergence du terme bilinéaire.

Pour le terme wε ∗ (|~uε ∗ wε|2~uε ∗ wε), on utilise la convergence forte de ~uεn vers ~u dans

(L3L3)loc. En effet, ~uεn converge fortement vers ~u dans (L2L2)3
loc et ~uεn est bornée dans

(L∞L2)3 : par interpolation complexe, cette suite converge fortement dans (L6L2)3
loc.

D’autre part, ~uεn est bornée dans (L2L6)3, donc ~uεn converge fortement vers ~u dans

(L3L3)3
loc. Il en va de même pour (ρ~u) ∗ wε où ρ vaut 1 sur Suppρ+ B(0, 3) : ceci assure

la convergence du dernier terme non linéaire. Nous avons donc prouvé

< ∂t~u, ρ >=< ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+
1

η
~∇.(~∇.~u), ρ > .

iv) Prouvons la régularité souhaitée sur ~u. De la suite ~uεn convergeant fortement dans

(L2L2)3
loc, il est toujours possible (via le procédé d’extraction diagonal de Cantor) d’en

extraire une autre qui converge presque partout vers ~u (il suffit, par exemple, de recouvrir

[0,+∞)× IR3 sous la forme d’une réunion dénombrable de [i; i+1[×Ck où C0 est la boule

unité et Ck = {x : 2k < |x| ≤ 2k+1}).
Nous savons déjà que ~u ∈ (L∞L2)3. Remarquons que nous pouvons aussi prouver que

~u ∈ (L∞L2)3 ∩ L4((0,+∞), (L4)3) en utilisant le même argument.

Pour v ∈ L1[0,+∞), le lemme de Fatou permet d’écrire (comme |v||~uεn|2 est une suite

de fonctions mesurables positives convergeant p.p. vers |v||~u|2) :∫ ∫
|v||~u|2dxdt ≤ lim inf

n→+∞

∫ ∫
|v||~uεn|2dxdt ≤ ||~uεn||2L∞L2||v||1

Ainsi t 7→
∫
|~u(x, t)|2dx ∈ L∞ avec ||~u||L∞L2 ≤ lim infn→+∞ ||~uεn||L∞L2 .

De même, de cette suite ~uεn , on extrait une autre sous-suite (toujours notée de la même

façon) telle que ~uεn ∗wεn converge p.p. vers ~u. Ainsi |uεn ∗wε|4 est une suite de fonctions

positives, mesurables qui convergent p.p. vers |~u|4. Une deuxième application du lemme

de Fatou permet de conclure :

∀T > 0,

∫ T

0

∫
|~u(t, x)|4 dx dt ≤ lim inf

n→+∞

∫ T

0

∫
|~uεn ∗ wεn(t, x)|4 dx dt.
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Ceci montre que ~u ∈ L4((0,+∞), (L4)3).

v) Inégalité d’énergie vérifiée par la limite.

C’est une conséquence de la proposition 3.3.2. La solution ~u vérifie l’égalité d’énergie

suivante, vraie dans D′(0,+∞) :

∂t||~u||22 = −2||~∇⊗ ~u||22 − 2α||~u||44 −
2

η
||~∇.~u||22 +

∫
~∇.~u|~u|2 dx. (3.26)

que nous intégrons entre 0 et t :

∀t > 0, ||~u(t)||22 + 2
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx ds+ 2

η

∫ t
0

∫
|~∇.~u|2 dx ds

+2α
∫ t

0

∫
|~u(x, s)|4 dx ds = || ~u0||22 +

∫ t
0

∫
(~∇.~u)|~u|2 dx.

(3.27)

Sachant que
∫ t

0

∫
(~∇.~u)|~u|2 dx ds ≤ α

∫ t
0

∫
|~u(x, s)|4 dx ds + α

4

∫ t
0

∫
|~∇.~u|2 dx ds, nous

obtenons ∀t > 0 :

||~u(t)||22 + 2
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx ds+ ( 2

η
− α

4
)
∫ t

0

∫
|~∇.~u|2 dx ds

+ α
∫ t

0

∫
|~u(x, s)|4 dx ds ≤ ||~u0||22.

Nous avons déjà prouvé iii), conséquence de l’égalité d’énergie vérifiée par ∂t||~u||22. Il

nous reste à montrer ii), c’est-à-dire vérifier que ~u a la bonne donnée initiale.

Soit a ∈ D[0,+∞) tel que a(0) = 1. Soit ρ ∈ D(IR3).∫ +∞
0

< ~uε(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~uε(0), ρ > −
∫ +∞

0
< ∂t~uε(t), ρ > a(t) dt. Faisons

tendre εn vers 0. Comme ~uε(0) = ~u0 (la solution issue de l’algorithme du point fixe a

pour donnée initiale ~u0), ~uε et ∂t~uε(t) convergent faiblement respectivement vers ~u et ∂t~u

dans (L2Ḣ 1)3 et (L2H−s)3 (s > 3
2
), le passage à la limite est licite lorsque ε→ 0 :∫ +∞

0

< ~u(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~u0, ρ > −
∫ +∞

0

< ∂t~u(t), ρ > a(t) dt.

< ~u(0, .), ρ >=< ~u0, ρ > étant vrai pour toute fonction-test, nous avons ~u(0, .) = ~u0.

3.4 Convergence vers les équations de Navier Stokes

A cet instant, étant donné ~u0 ∈ (L2)3 vérifiant ~∇. ~u0 = 0, il existe un champ de

vecteurs ~uα,η dans D′((0,+∞)× IR3) tel que :

∂t~uα,η = ∆~uα,η − (~uα,η.~∇)~uα,η − α|~uα,η|2~uα,η +
1

η
~∇(~∇.~uα,η).

Les paramètres α et η sont liés par la condition η < 8α afin de satisfaire l’inégalité

d’énergie :

∀t > 0, ||~uα,η(t)||22 + 2
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~uα,η|2 dx ds+ ( 2

η
− 1

4α
)
∫ t

0

∫
|~∇.(wε ∗ ~uα,η)|2 dx ds

+ α
∫ t

0

∫
|~uα,η(x, s)|4 dx ds ≤ ||~u0||22.
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3.4.1 Passage à la limite

Faisons tendre α vers 0 (nécessairement η → 0) : pour cette raison, nous noterons simple-

ment le champ de vitesse ~uα. De même, par un autre abus de langage, αk → 0 signifiera

toujours le couple (αk, ηk)→ (0, 0).

L’inégalité d’énergie montre que nous avons des contrôles uniformes (en α et η et T )

de ~uα dans L∞((0,+∞), L2(IR3)3) et L2((0, T ), (Ḣ 1(IR3))3) pour tout T > 0. De ces

estimations, il existe donc une sous suite αk telle que ~uαk → ~u converge faiblement*

vers une fonction ~u ∈ L∞((0,+∞), L2(IR3)3) et ~∇ ⊗ ~uαk faiblement vers ~∇ ⊗ ~u dans

L2((0,∞), L2)3×3.

Restreignons la condition portant sur α et η à η < 4α : sous cette nouvelle contrainte, non

seulement nous avons un contrôle uniforme de ||α 1
4 ~uα||L4L4 mais aussi de || 1√

η
~∇. ~uα||L2L2

(en effet 2
η
− 1

4α
> 1

η
).

Néanmoins, il nous manque une majoration uniforme en η du dernier terme 1
η
~∇(~∇.~uα) :

la seule connue est en 1√
η

dans L2((0,+∞), (L2(IR3))3.

Pour appliquer le passage à la limite de Leray, nous devons contrôler ∂t(ρ~uα) dans

(L2H−s)3 où ρ est une fonction test. La proposition suivante nous montre qu’il n’est

pas nécessaire de majorer uniformément 1
η
~∇(~∇.~uα) pour l’obtenir. L’utilisation du pro-

jecteur de Leray IP (continu de Lp dans Lp pour 1 < p < ∞ et dans les espaces de

Sobolev) permet de contourner cette difficulté.

Proposition 3.4.1. De ~uαk , il existe une sous-suite (toujours notée ~uαk) qui converge

fortement vers ~u dans (L2
loc((0,∞)× IR3))3.

Démonstration. Soit ρ ∈ D((0,+∞)× IR3).

a) ρIP~uα est uniformément borné dans (L2(IR), H1(IR3))3 (par continuité de IP de

(H1)3 dans lui-même).

b) ∂t(ρIP~uα) est uniformément borné dans (L2(IR, H−σ(IR3)))3 pour σ > 3
2
.

Pour cela, nous écrivons ∂t(ρIP~uα) = IP~uα∂tρ+ ρ∂t(IP~uα).

Le terme IP~uα∂tρ est évidemment contrôlé dans (L2(IR), H1(IR3))3.

Étudions le deuxième : ρ∂t(IP~uα) = ρIP∂t~uα = ρ∆IP~uα − ρIP((~uα.~∇)~uα)− αρIP(|~uα|2 ~uα).

Les deux termes ρIP(∆~uα) et ρIP((~uα.~∇)~uα) sont respectivement contrôlés dans (L2H−1)3

et (L2H−σ)3 (L2L1 ⊂ L2H−σ pour σ > 3
2
, toujours par continuité du projecteur de Hs

dans lui-même).

Le dernier terme αρ|~uα|2~uα est majoré dans (L2L1)3 en α
1
2 , étant donné que |||~uα|2||L2L2 ≤

Cα
−1
2 et ||~uα||L∞L2 ≤ C ; ainsi, nous avons une majoration uniforme de αρIP(|~uα|2 ~uα)
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dans (L2H−σ)3 en α
1
2 (et donc uniforme lorsque α ≤ 1).

Nous pouvons de nouveau utiliser le lemme 3.3.1 : ρIP~uα est donc uniformément contrôlé

dans (Ha(IR× IR3))3 pour un petit a > 0.

c) Montrons que (Id− IP)~uα =
~∇
∆
~∇.~uα converge vers 0 dans L2((0,+∞), L6(IR3)3).

Comme ||~∇.~uα||L2L2 ≤ C
√
η, ~∇.~uα converge vers 0 dans L2((0,+∞), L2(IR3)3), donc

(Id− IP)~uα = ~∇ 1
∆
~∇.~uα converge vers 0 dans L2((0,+∞), L6(IR3)3), de par les inégalités

de Sobolev dans IR3.

Terminons la preuve : en écrivant ρ~uα = ρIP~uα + ρ(Id − IP)~uα, de par le point c),

ρ(Id−IP)~uαk → 0 fortement dans (L2L2)3
loc.De b), nous savons qu’il est possible d’extraire

une sous-suite de ~uαk telle que IP~uαk converge fortement dans (L2
loc(t, x))3, nécessairement

vers ~u (vu qu’il y a convergence faible vers ~u et par unicité de la limite dans D′). Nous

avons donc le résultat annoncé. Remarquons que nous obtenons de plus ~u = IP~u (par

continuité de IP de (L2)3 dans (L2)3 et convergence faible de ~uαk vers ~u.)

La proposition suivante est la clé de ce chapitre, vu qu’elle fournit un contrôle uniforme

de la pression du modèle approché.

Proposition 3.4.2. Il est possible d’écrire pα = − 1
η
(~∇.~uα) = Rα+Sα tel que ||Rα||L 4

3L2
≤

C et pour p ∈ [3; 4[, ||Sα||
L
p
3 L

6p
7p−12

≤ Cα où C est une constante uniforme en α et η.

Démonstration. Comme nous ne pouvons avoir de contrôle via l’inégalité d’énergie, l’idée

est d’injecter pα dans l’équation aux dérivées partielles vérifiée par ~uα en prenant la

divergence de celle-ci

∂tpα = (1 +
1

η
)∆pα +

1

η
~∇.(~uα.~∇)~uα +

α

η
~∇.(|~uα|2~uα). (3.28)

Regardons-la comme solution de l’équation intégrale suivante

pα(t) = et(1+ 1
η

)∆p0 +

∫ t

0

e(t−s)(1+ 1
η

)∆[
1

η
A(s) +

α

η
B(s)] ds (3.29)

où A = ~∇.(~uα.~∇)~uα et B = ~∇.(|~uα|2~uα).

Rappelons d’abord que p0 = 0 vu que ~∇.~u0 = 0 et ~uα(0, .) = ~u0.

Considérons le changement de variable suivant en temps σ = s(1 + 1
η
) et τ = t(1 + 1

η
),

nous obtenons :

pα(
τ

1 + 1
η

) =

∫ τ

0

e(τ−σ)∆[A(
σ

1 + 1
η

) + αB(
σ

1 + 1
η

)]
dσ

1 + η
(3.30)
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3.4. CONVERGENCE VERS LES ÉQUATIONS DE NAVIER STOKES

Notre but est d’utiliser la régularité maximale LpLq du noyau de la chaleur : écrivons

donc l’équation intégrale dans ce sens

pα(
τ

1 + 1
η

) =

∫ τ

0

e(τ−σ)∆∆[
1

∆
A(

σ

1 + 1
η

) + α
1

∆
B(

σ

1 + 1
η

)]
dσ

1 + η
. (3.31)

i) Premier terme 1
∆
A.

Comme ~uα est contrôlé dans (L4L3)3 (par interpolation complexe entre L∞L2 et L2L6)

alors (~uα.~∇)~uα ∈ (L
4
3L

6
5 )3.

Grâce aux inégalités de Sobolev dans IR3 (5
6
− 1

3
= 1

2
, par dualité de H1 ↪→ L6), nous

obtenons un contrôle de 1
∆
A dans (L

4
3L2)3. Ainsi

|| 1
∆
A(

σ

1 + 1
η

)||
L

4
3L2
≤ C(1 +

1

η
)

3
4 . (3.32)

ii) Deuxième terme 1
∆
B.

Ici, nous ne pouvons utiliser un contrôle (L4L3)3. En effet, nous arriverions à une ma-

joration de |~uα|2~uα dans (L
4
3L1)3, cas prohibé pour majorer 1

∆
B puisque nous sommes

confrontés au cas limite des injections de Sobolev.

Utilisons donc une autre interpolation.

Comme ~uα est uniformément borné dans (L∞L2)3 ∩ (L2L6)3 alors ~uα l’est aussi dans

(LpLq)3 où
1
p

= λ
2

+ (1− λ)0 et 1
q

= λ
6

+ 1−λ
2

: ainsi 1
q

+ 2
3p

= 1
2
.

Puisque 3
q
− 1

3
= 7p−12

6p
, nous trouvons 1

∆
B ∈ L p

3 ((0,+∞), (L
6p

7p−12 (IR3))3). Ce contrôle est

valable pour p ∈ [3; 4[, d’où λ ∈]1
2
; 2

3
].

Donc

|| 1
∆
B(

σ

1 + 1
η

)||
L
p
3 L

6p
7p−12

≤ C(1 +
1

η
)

3
p . (3.33)

Finissons la preuve : définissons Rα et Sα :

Rα( τ
1+ 1

η

) =
∫ τ

0
e(τ−σ)∆∆ 1

∆
A( σ

1+ 1
η

) dσ
1+η

and

Sα( τ
1+ 1

η

) = α
∫ τ

0
e(τ−σ)∆∆ 1

∆
B( σ

1+ 1
η

) dσ
1+η

,
(3.34)

par la régularité maximale du noyau de la chaleur 1.3.3 (3 ≤ p < 4) :

||Rα( τ
1+ 1

η

)||
L

4
3L2
≤ C(1+ 1

η
)

3
4 , nous obtenons donc ||Rα||L 4

3L2
≤ C et ||Sα||

L
p
3 L

6p
7p−12

≤ Cα.

Par exemple, si λ = 7
12

, nous avons p = 24
7

et un contrôle de Sα dans L
8
7L

12
7 .

Remarques :

1) Nous aurions pu majorer les deux termes 1
∆
A et α 1

∆
B de la même façon. En effet,

~∇⊗ ~uα et α
1
2 |uα|2 sont tous deux contrôlés dans L2((0, T ), L2(IR3)3).

– 74 –



CHAPITRE 3. EMVF - DONNÉE INITIALE DANS L2

Comme ~uα ∈ (LpLq)3 (1
q

+ 2
3p

= 1
2
), le produit (~uα.~∇)~uα est majoré dans (LrLs)3 avec

1
p

+ 1
2

= 1
r

et 1
q

+ 1
2

= 1
s

donc 1
∆
A et α 1

∆
B le sont dans LrLt où 2

3r
+ 1

t
= 1, (r ∈ [1; 2[, donc

s ∈]1; 3
2
] et t ∈]3

2
; 3]) : nous avons donc une majoration uniforme sur pα dans LrLt, mais

ce contrôle ne montre pas que l’un des deux termes tend vers 0 dans D′((0,+∞)× IR3).

2) Il est intéressant de constater que la proposition 3.4.2 donne un contrôle de la pression

dans certains espaces LrLt mais la contrainte r < 2 doit être respectée. Ainsi, même avec

le contrôle obtenu sur pα, nous n’aurions pu montrer la proposition 3.4.1 sans passer par

le projecteur de Leray.

Nous avons maintenant tous les outils pour prouver la convergence.

Théorème 3.4.3. (convergence vers les équations de Navier-Stokes)

Soit ~u0 ∈ (L2)3 tel que ~∇.~u0 = 0. Les solutions des équations modifiées de Vishik et

Fursikov convergent vers celles des équations de Navier-Stokes (au sens de Leray) lorsque

(α, η)→ (0, 0) :

Il existe un champ de vitesse ~u ∈ D′((0,+∞)× IR3) satisfaisant :

1) ~u ∈ L∞((0,+∞), L2(IR3))3 ∩ L2((0,+∞), Ḣ 1(IR3))3

2) ~∇.~u = 0

3) il existe p ∈ D′((0,+∞)× IR3) tel que ∂t~u = ∆~u− ~∇.(~u⊗~u)− ~∇p. De plus, p ∈ L2L
3
2 .

Démonstration.

1) Nous avons déjà prouvé 1). Remarquons que nous pouvons aussi obtenir ~u ∈ (L∞(0,+∞), L2(IR3)3)

par utilisation du lemme de Fatou.

2) La convergence faible (à extraction près) de ~∇.~uαk vers ~∇.~u dans L2L2, nous assure

que ∫ ∫
|~∇.~u|2 ≤ lim inf

αk→0

∫ ∫
|~∇.~uαk |2 ≤ lim inf

ηk→0
ηk||~u0||22

(par l’inégalité d’énergie vérifiée par ~uα sous la contrainte α < 4η) qui tend vers 0 lorsque

ηk → 0. Nous aurions aussi pu utiliser le fait que IP~u = ~u.

3) Nous avons les convergences suivantes dans D′((0,+∞)× IR3) :

∂t~uαk → ∂t~u, ∆~uαk → ∆~u (3.35)

La convergence forte de ~uαk vers ~u dans (L2L2)3
loc assure aussi celle de

(~uαk .
~∇)~uαk → (~u.~∇)~u. (3.36)

Enfin α|~uα|2~uα est contrôlé dans (L2L1)3 par α
1
2 , il tend donc vers 0 dans D′((0,∞)×IR3).

La proposition 3.4.2 nous assure un passage à la limite licite pour le dernier terme

1

ηk
~∇(~∇.~uαk) = ~∇(Rαk + Sαk).
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Comme ||Rα||L 4
3L2
≤ C, nous pouvons extraire une sous-suite (appelée Rαk) qui converge

faiblement vers une distribution p ∈ L 4
3L2. Donc ~∇Rαk → ~∇p dans D′((0,+∞)× IR3).

Lorsque q ∈ [3; 4[, ||Sαk ||
L
q
3L

6q
7q−12

≤ Cαk, il advient que ~∇Sαk → 0 dansD′((0,+∞)×IR3).

Nous retrouvons bien les équations de Navier-Stokes vu que (~u.~∇)~u = ~∇.(~u⊗ ~u) lorsque

~∇.~u = 0 et ~u ∈ L2H1.

Le fait que p ∈ L2L
3
2 vient du fait qu’il peut être déduit de ~u ∈ (L4L3)3 par la formule

p = −
∑i=3

i=1

∑j=3
j=1

1
∆
∂i∂j(uiuj) car 1

∆
∂i∂j est un opérateur de Calderón-Zygmund.

Remarque : Comment pouvons-nous retrouver l’expression habituelle de la pression ?

Nous avons une expression locale de p comme limite (lorsque α→ 0 donc η → 0) de pα =

− 1
η
(~∇.~uα). Nous souhaitons voir comment retrouver (qualitativement) p = − 1

∆
~∇.(~u.~∇)~u

à partir de celle-ci.

Rappelons que pα a été injecté dans l’équation ∂t~uα = ∆~uα−(~uα.~∇)~uα+ 1
η
~∇(~∇.~uα). Nous

obtenons (en omettant le terme α|~uα|2~uα car nous avons vu qu’il avait une contribution

nulle lors du passage à la limite lorsque α→ 0) :

∂tpα = (1 + 1
η
)∆pα + 1

η
~∇.( ~uα.~∇) ~uα.

Ainsi pα vérifie l’équation intégrale :

pα =

∫ t

0

e(t−s)(1+ 1
η

)∆ (1 +
1

η
)∆(

1

1 + η
)

1

∆
~∇.(~uα.~∇)~uα ds (3.37)

Faisons tendre α vers 0 : nous retrouvons alors l’expression habituelle de la pression si

nous considérons une sorte de phase stationnaire où le temps serait concentré en t.

En effet, supposons 1
∆
~∇.(~uα.~∇)~uα constant et mettons tout le poids de l’intégrale en

s = t, nous retrouvons alors p = − 1
∆
~∇.(~u.~∇)~u.

3.4.2 Inégalité d’énergie (de Leray) vérifiée par la limite.

Pour montrer totalement que la solution construite est une solution au sens de Leray,

vérifions qu’elle satisfait l’inégalité d’énergie. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.4. La fonction t 7→ ||~u||2 est continue de [0,∞) dans (L2)3 muni de la

topologie faible.

Démonstration. Nous savons que p ∈ L 4
3L2.

De ∂t~u = ∆~u − (~u.~∇)~u − ~∇p, nous avons ∂t~u ∈ L1((0, T ), (H−s)3) pour tout T < +∞
et s > 3

2
(en effet ~∇p ∈ L

4
3 ((0, T ), (H−1)3) ⊂ L1((0, T ), (H−s)3)). Alors ~u est continu

de [0, T ) dans (H−s)3. De plus, comme ~u(t, .) est borné dans (L2)3, t 7→ ~u est continu

de [0,+∞) dans(L2)3 muni de la topologie faible (ceci étant vrai pour tout T > 0 et la

continuité est une propriété locale).
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Proposition 3.4.5.

∀t > 0, ||~u(t, x)||22 + 2

∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u|2 dx dt ≤ ||~u0||22. (3.38)

Démonstration. Nous savons que sous la contrainte 0 < η < 4α ~uα vérifie

∀t > 0, ||~uα(t)||22 + 2
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~uα|2 dx ds+ 1

η

∫ t
0

∫
|~∇.~uα|2 dx ds

+ α
∫ t

0

∫
|uα(x, s)|4 dx ds ≤ ||~u0||22.

Soit a(t) une fonction test de D(0,∞) : nous savons qu’il existe une suite αk telle que

a~uαk converge faiblement vers a(t)~u dans (L2((0,∞) × IR3))3 (convergence dans (D′)3

et borne uniforme dans L2((0, T ) × IR3)3 pour tout T > 0) et ~∇ ⊗ ~uαk faiblement vers

~∇⊗ ~uαk dans (L2((0,∞)× IR3))3×3.

De l’inégalité d’énergie précédente, nous obtenons donc :∫ ∫
|a(t)|2|~u(t)|2dt dx+ 2

∫
|a(t)|2(

∫ t
0

∫
|~∇⊗ ~u(s)|2 ds dx) dt

≤ lim infαk→0

∫ ∫
|a(t)|2|~uαk(t)|2 dt dx+ 2

∫
|a(t)|2(

∫ t
0

∫
|~∇⊗ ~uαk |2 ds dx) dt

≤ ||~u0||2
∫
|α(t)|2 dt.

(3.39)

On choisit ∀t0 > 0 a(t) = 1√
η
Θ( t−t0

η
) avec Θ ∈ D(IR) tel que

∫
|Θ|2 dt = 1. On obtient

alors :

lim supη→0

∫
1
η
|Θ( t−t0

η
)|2||~u(t)||L2 dt+ 2

∫ t0
0

∫
|~∇⊗ ~u(s)|2 dx ds ≤ ||~u0||2. (3.40)

On termine la preuve : - si t0 > 0 est un point de Lebesgue de la fonction mesurable

t 7→ ||~u||L2 alors la limite sup précédente est égale à ||~u(t0)||2L2 . Donc l’inégalité d’énergie

est vérifiée p.p. t0 > 0.

- sinon, on considère une suite tn de points de Lebesgue qui converge vers t0 ; dans ce cas

||u(t0)||22 ≤ lim inftn 7→t0 ||u(tn)||22 par continuité faible pour t > 0 de t 7→ ||u(t)||22 (d’après

le lemme 3.4.4) et
∫ t0

0

∫
|~∇⊗ ~u(s)|2dsdx = limtn→t0

∫ tn
0

∫
|~∇⊗ ~u(s)|2 dx ds.

Ceci assure l’inégalité d’énergie pour tout t0.

3.4.3 Donnée initiale

Pour clore ce paragraphe, il nous reste à montrer que ~u(0, .) a la bonne donnée initiale.

Nous savons déjà que la donnée initiale est bien définie d’après le lemme 3.4.4.

Proposition 3.4.6.

La solution ~u vérifie à l’origine :

a) ~u(0, .) = ~u0

b) ||~u− ~u0||2 → 0 lorsque t→ 0+.
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Démonstration.

a) Pour montrer que ~u(0, .) = ~u0, fixons a ∈ D([0,+∞)) tel que a(0) = 1. Soit ρ ∈ D(IR3).∫ +∞
0

< ~uα(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~uα(0), ρ > −
∫ +∞

0
< ∂t~uα(t), ρ > a(t) dt.

Faisons tendre α vers 0. Comme ~uα(0) = ~u0, les convergences faibles de ~uα et ∂t~uα(t)

respectivement dans (L2Ḣ
1
)3 et (L

4
3 ((0, T ), H−1))3 (pour tout T > 0) donnent :∫ +∞

0
< ~u(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~u0, ρ > −

∫∞
0
< ∂t~u(t), ρ > a(t) dt.

Ainsi, < ~u(0, .), ρ >=< ~u0, ρ > est vrai pour toute fonction-test, donc ~u(0, .) = ~u0.

b) Il suffit de prouver que limt→0+ ||~u||2 = ||~u0||2 vu que ~u(t) converge faiblement vers ~u0

dans L2. D’une part, la continuité faible assure que lim inft→0+ ||~u||2 ≥ ||~u0||2 et d’autre

part la proposition 3.4.5 donne l’inégalité manquante : lim supt→0+ ||~u||2 ≤ ||~u0||2.

3.5 Solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et

Nirenberg

Il nous reste à vérifier que la solution obtenue vérifie l’égalité d’énergie locale de

Scheffer pour s’assurer qu’elle est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg. En

effet, les conditions locales de régularité sur ~u et p sont largement assurées vu que nous

sommes dans le cas L2 et que nous avons obtenu des conditions globales.

Proposition 3.5.1. La solution ~u ∈ D′((0,+∞) × IR3), construite dans le théorème

(3.4.3),vérifie l’égalité d’énergie locale de Scheffer :

il existe une mesure µ, positive et localement finie, telle que l’égalité suivante soit vérifiée

dans D′((0,+∞)× IR3) :

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − ~∇.(|~u|2~u)− 2~∇.(p~u)− µ. (3.41)

Démonstration. Nous partons de l’égalité d’énergie vérifiée par ~uα (3.3.2) , vraie dans

D′((0,+∞)× IR3)) :

∂t|~uα|2 + 2|~∇⊗ ~uα|2 = ∆|~uα|2 − ~∇.(|uα|2~uα) + (~∇.~u)|~uα|2

−2α|~uα|4 − 2
η
|~∇.~uα|2 + 2

η
~∇.(~∇.~uα ~uα)

et nous faisons tendre α→ 0 (nous rappelons que cela induit que le couple (α, η)→ (0, 0)).

a) Nous savons déjà qu’il existe une sous-suite ~uαk qui converge fortement vers ~u dans

(L2
loc((0,∞) × IR3))3 et faiblement dans (L2Ḣ 1)3 (nous avons une borne uniforme dans

cet espace), ainsi le passage à la limite des termes ∂t|~uαk |2, ∆|uαk |2 ne pose pas problème.
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b) La sous-suite ~uαk converge fortement vers ~u dans (L2
loc((0,∞) × IR3))3. Comme

~uαk est uniformément bornée dans (L∞L2)3, elle converge dans (L6L2)3
loc. D’autre part,

par les inégalités de Sobolev, ~uαk est uniformément contrôlée dans (L2L6)3 , alors ~uαk

converge fortement vers ~u dans (L3L3)3
loc : nous avons donc dans D′((0,+∞) × IR3),

~∇.(|~uαk |2~uαk)→ ~∇.(|~u|2~u).

c) Étudions la convergence de |~∇⊗ ~uαk |2 dans D′.
Nous allons montrer que nous n’avons qu’une convergence vers |~∇⊗ ~u|2 +µ où µ est une

mesure positive localement finie.

D’une part, |~∇⊗~uαk |2 est une suite bornée de (L1L1)3
loc, elle converge donc (à extraction

près) dans D′ vers une distribution T.

D’autre part, ~∇ ⊗ ~u est limite faible dans (L2L2)3
loc de la suite ~∇ ⊗ ~uαk (car elle l’était

déjà pour la première suite αk donc l’est toujours après plusieurs extractions).

Soit φ une fonction-test positive φ ∈ D((0, T )× IR3) :

Considérons l’ouvertO = {(x, t), φ(x, t) > 0} (car φ est continue) et l’espace L2(O, φdxdt),

muni de la mesure φ(t, x)dtdx. Nous avons

| < ~∇⊗ ~uαk |2, φ >=

∫ ∫
O
|~∇⊗ ~uα(t, x)|2φ(t, x) dx dt = ||~∇⊗ ~uαk ||2L2(0,φdtdx)

Par isométrie de L2(O, φdxdt) dans L2(O, dxdt) via ~f → ~f
√
φ, on obtient que

√
φ~∇⊗~uαk

converge faiblement vers
√
φ~∇⊗ ~u dans L2(0, dtdx).

Ainsi ||
√
φ~∇⊗ ~u||L2L2 ≤ lim infk→+∞ ||

√
φ~∇⊗ ~uαk ||L2L2

Par passage à la limite, nous obtenons < T, φ >≥ ||
√
φ~∇ ⊗ ~u||L2L2 =< |~∇ ⊗ ~u|2, φ >.

Ainsi < T − |~∇ ⊗ ~u|2, φ >≥ 0 et nous pouvons conclure que T = |~∇ ⊗ ~u|2 + µ (une

distribution positive est d’ordre 0 et le théorème de représentation de Riesz permet de

l’identifier à une mesure positive localement finie).

d) Sous la contrainte η < 4α, la somme −(~∇.~uαk)|~uαk |2 + 2αk|~uαk |4 + 2
η
|~∇.~uαk |2 est

positive. De plus, elle peut être contrôlée (à une constante près) par la somme de deux

distributions positives α|~uαk |4 + 1
η
|~∇.~uαk |2.

Celles-ci sont uniformément contrôlées dans (L1L1)loc contenu dans l’espace des mesures

localement finies (dual de C0, espace de Banach séparable). A une sous-suite près, la

somme−(~∇.~uαk)|~uαk |2+2αk|~uαk |4+ 2
η
|~∇.~uαk |2 converge donc (par application du théorème

de Banach-Alaoglü) vers une mesure µ′ positive localement finie.

e) Comme toutes les distributions convergent, il en va de même pour la dernière
2
η
~∇.(~∇.~uα ~uα) = 2~∇.(pα ~uα) (ce que nous savions déjà, par les contrôles obtenus sur la
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pression approchée).

Nous allons utiliser les critères définis par la proposition (3.4.2) :

pα = Rα + Sα avec ||Rα||L 4
3L2
≤ C et pour q ∈ [3; 4[, ||Sα||

L
q
3L

6q
7q−12

≤ Cα.

De l’estimation précédente, nous pouvons extraire une sous-suite Rαk qui converge fai-

blement vers p dans L
4
3L2 et telle que ~uαk converge fortement vers ~u ∈ ((L4

tL
2
x)loc)

3 (de

par la convergence forte dans (L2
loc(t, x))3 et la borne uniforme dans (L∞L2)3 : le produit

~uαkRαk converge donc faiblement vers p~u dans (L1
loc(t, x))3.

D’autre part, Sα est borné et tend vers 0 dans L
8
7L

12
7 (prendre q = 24

7
). Intégré contre

~uα uniformément contrôlé dans (L8L
12
5 )3 (car 1

4
× 1

2
+ 3

4
× 0 = 1

8
et 1

4
× 1

6
+ 3

4
× 1

2
= 5

12
),

nous obtenons pour tout ρ ∈ D((0,+∞)× IR3)∫ ∫
|~∇ρ(t, x).~uα(t, x)Sα(t, x)| dtdx ≤ C(ρ)||~uα||L8L

12
7
||Sα||L 8

7L
12
7

qui tend vers 0 lorsque

α→ 0.

Pour être plus précis, nous avons ||Sα||L 8
7L

12
7
≤ ||~uα||

5
4

L∞L2||~uα||
7
4

L2Ḣ 1 : d’où∫ ∫
|~∇ρ(t, x).~uα(t, x)|Sα(t, x)| dtdx ≤ C(ρ)α||~uα||2L∞L2||~uα||2L2Ḣ 1 .

En regroupant a) à e), nous avons donc prouvé dans D′((0,+∞)× IR3) :

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − ~∇.(|~u|2~u)− 2~∇.p~u− µ. (3.42)
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Chapitre 4

Équations modifiées de Vishik et

Fursikov - Donnée initiale dans L2
uloc

4.1 Approximation de la donnée initiale

Étant donné ~u0 ∈ (L2
uloc)

3 à divergence nulle, nous souhaitons utiliser les résultats

du chapitre précédent pour établir une estimation a priori du champ de vitesse dans

L2
uloc. Pour ce faire, nous devons nous ramener à une donnée initiale dans (L2)3 : dans

ce paragraphe, nous allons construire une suite ~un0 ∈ (L2)3 préservant cette condition

sur la divergence et vérifiant à la fois ||~un0 ||L2
uloc
≤ C||~u0||L2

uloc
ainsi que ~un0 ⇀ ~u0 dans

(L2
uloc)

3 faible*. Dans le cas scalaire, il suffisait de considérer ~un0 = 1IB(0;2n)~u0, vu qu’au-

cune condition sur la divergence n’existait. Dans le cas vectoriel, l’idée de Basson [3]

fut de projeter (par le projecteur de Leray-Hopf) une suite de troncatures de la donnée

initiale puis d’ajuster à une constante près : la principale difficulté vient du fait que IP

n’est pas continu de (L2
uloc)

3 dans (L2
uloc)

3, ni même privé des constantes (voir annexe A).

Nous reprenons ici sa démonstration.

Soit θ une fonction C∞ telle que θ(x) = θ(|x|) (à symétrie radiale), valant 1 pour

|x| < 1 et nulle pour|x| > 2. Posons ~̃uR0 = IP[θ( x
R

)~u0] lorsque R > 1.

Proposition 4.1.1. Il existe une constante C > 0 (dépendant uniquement de θ) telle que

pour tout ~u0 ∈ L2
uloc à divergence nulle, et tout R > 1, on ait ||~̃uR0 ||L2

uloc
≤ C||~u0||L2

uloc
.

Démonstration. On écrit ~̃uR0 = θ( x
R

)~u0 − (I − IP)[θ( x
R

)~u0].

Le premier terme ne pose pas de problème vu que ||θ( x
R

)~u0||L2
uloc
≤ ||θ||∞||~u0||L2

uloc
. Pour
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le second, nous écrivons :

(Id− IP)[θ(
x

R
)~u0] = ~∇ 1

∆
~∇.(θ( x

R
)~u0).

Comme θ( x
R

)~u0 est à support compact, alors ~∇ 1
∆
~∇.(θ( x

R
)~u0) est bien défini dans (L2)3.

Sachant que ~∇.~u0 = 0, on peut donc écrire, en notant K le noyau de l’opérateur ~∇ 1
∆

:

~∇ 1

∆
~∇.(θ( x

R
)~u0) =

1

R

∫
K(x− y)~∇θ( y

R
).~u0(y) dy (4.1)

Sachant que |K(x)| ≤ C|x|−2 (car homogène de degré (−1) en Fourier), nous allons

couper l’intégrale en deux selon que |x− y| < R et |x− y| ≥ R. D’une part,

1

R

∫
|x−y|<R

K(x− y)~∇θ( y
R

).~u0(y) dy = (
K

R
1I|x|<R) ∗ (~∇θ( x

R
).~u0) (4.2)

Comme ||K
R

1I|x|<R||1 ≤ C
R

∫
|x|<R

1
|x|2 dx ≤ C ′ et L1 ∗ L2

uloc ∈ L2
uloc, nous avons un contrôle

du premier terme dans L2
uloc :

| 1
R

∫
|x−y|<RK(x− y)~∇θ( y

R
).~u0(y) dy| ≤ ||~∇θ( x

R
).~u0||L2

uloc

≤ ||~∇θ||∞||~u0||L2
uloc

= C||~u0||L2
uloc

D’autre part, lorsque |x − y| ≥ R, le support de ~∇θ( x
R

) étant contenu dans {x;R <

|x| < 2R}, on a :

| 1
R

∫
|x−y|≥RK(x− y)~∇θ( y

R
).~u0(y) dy| ≤ C

R3

∫
|y|<2R

|~u0(y)| dy

≤ C||~u0||L2
uloc

En conséquence, la proposition est prouvée.

Nous pouvons maintenant passer à la preuve du théorème :

Théorème 4.1.2. Il existe une constante C (indépendante de n) telle que toute fonction

~u0 ∈ (L2
uloc)

3 à divergence nulle soit limite faible* dans (L2
uloc)

3 d’une suite ~un0 de fonctions

L2 à divergence nulle, vérifiant ||~un0 ||L2
uloc
≤ C||~u0||L2

uloc
.

Démonstration. Soit ~u0 ∈ (L2
uloc)

3 à divergence nulle.

1) Commençons par construire une suite ~un0 , à divergence nulle et bornée dans L2
uloc, qui

converge uniformément vers ~u0 sur tout compact de IR3.

Fixons un compact Q et étudions plus précisément l’expression ~̃uR0 , en commençant par

calculer (I − IP)[θ( x
R

)~u0]. En reprenant les notations de la proposition précédente, nous

savons (le volume de la boule unité dans IR3 étant égal à 4π
3

) que K(x) = ~∇ −1
4π|x| = x

4π|x|3 .

Nous avons donc

~∇ 1
∆
~∇.(θ( x

R
)~u0) = 1

4πR

∫
x−y
|x−y|3

~∇θ( y
R

).~u0(y) dy

= 1
4πR

∫ −y
|y|3

~∇θ( y
R

).~u0(y) dy + 1
4πR

∫
( x−y
|x−y|3 + y

|y|3 )~∇θ( y
R

).~u0(y) dy
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Montrons que la deuxième intégrale tend vers 0 lorsque R→∞. En effet, lorsque |x| ≤ A

(x ∈ Q), comme R < |y| < 2R (θ vaut 1 sur B(0, R)), il suffit de prendre R grand devant

A (par exemple R > 10A pour s’assurer que |x− y| > 9R
10

) et on a

| 1
4πR

∫
( x−y
|x−y|3 + y

|y|3 )~∇θ( y
R

).~u0(y) dy| ≤ C(θ)
R4

∫
R<|y|<2R

|x||~u0(y)| dy

≤ CA
R
||~u0||L2

uloc

en utilisant toujours l’inégalité de Cauchy-Schwarz et en réalisant une partition deB(0, 2R).

Notons la première intégrale

ρR~u0 =
1

4πR

∫
−y
|y|3

~∇θ( y
R

).~u0(y) dy. (4.3)

Étant indépendante de x, c’est une constante bornée par C||~u0||L2
uloc
.

Regardons le cas où ~u0 est un vecteur ~a constant de IR3 (que nous noterons simplement

a par la suite).

Par abus de langage, nous notons donc

ρRa =
1

4πR

∫
−y
|y|3

~∇θ( y
R

).a dy.

En utilisant le fait que θ est à symétrie radiale, nous pouvons calculer ρRa :

ρRa = 1
4πR

∫ −y
|y|3

~∇.θ’( |y|
R

) y
|y| .a dy

= 1
4πR

∫∞
0
−θ’( r

R
) dr

∫
|y|=1

y(y.a) dσ(y)
(4.4)

On peut choisir une base de IR3 telle que a = |a|e1. Ainsi, nous obtenons :

∫
|y|=1

y(y.a) dσ =
∫
|y|=1

y2
1|a|e1 dσ(y)

Par symétrie, il vient :∫
|y|=1

y(y.a) dσ = |a|e1
3

∫
(y2

1 + y2
2 + y2

3)|a|e1 dσ

= 4π
3
a

En intégrant entre 0 et ∞, on a ρRa = a
3
.

Finalement, nous avons montré que

ãR = IP[θ( x
R

)a]

= θ( x
R

)a− ~∇ 1
∆
~∇.(θ( x

R
)~u0)

→ 2
3
a lorsque R→∞
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Pour revenir au cas général, nous écrivons :

~̃uR0 − ~uR0 = (θ( x
R

)− 1)~u0 − ~∇ 1
∆
~∇.(θ( x

R
)~u0)

= −ρR(~u0) + o(1) lorsque R→∞

La constante ρR(~u0) étant bornée quand R → ∞, elle admet au moins une valeur

d’adhérence λ = lim ρRn(~u0) pour une certaine suite Rn →∞. De plus, le calcul précédent

nous donne λ̃R → 2
3
λ lorsque R→∞.

Posons désormais la suite ~un0 = ~̃uRn0 + 3
2
λ̃Rn : c’est celle-ci qui conviendra. En effet, chaque

terme de cette suite a une divergence nulle puisqu’il est somme de deux projections de

Leray. Par construction, sur le compact Q, elle tend vers ~u0.

2) Montrons qu’elle converge faiblement* vers ~u0 dans (L2
uloc)

3 et qu’elle est bornée dans

cette norme.

D’après la proposition précédente, la suite ~un0 est bornée dans (L2
uloc)

3 et converge forte-

ment vers ~u0 sur tout compact de IR3, alors elle converge faiblement vers ~u0 dans (L2
uloc)

3

muni de la topologie faible*.

Enfin

||~un0 ||L2
uloc

≤ ||~̃uRn0 ||L2
uloc

+ 3
2
||λ̃Rn||L2

uloc

≤ C||~u0||L2
uloc

+ Cλ

Comme λ = limRn→∞ ρRn(~u0) et ρR~u0 est uniformément bornée par C||~u0||L2
uloc

, nous

obtenons aussi un contrôle de λ en fonction de ||~u0||L2
uloc

. Ceci achève la preuve.

4.2 Estimations a priori du champ de vitesse

Soit ~u0 ∈ (L2
uloc)

3. Considérons la suite ~un0 ∈ (L2∩L2
uloc)

3 approchant (au sens faible*)

~u0 dans L2
uloc et vérifiant ||~un0 ||L2

uloc
≤ C||~u0||L2

uloc
.

Pour chaque n ∈ IN, il existe une solution

~unα,η ∈ L∞((0,∞), L2(IR3)3)∩L2((0,∞), Ḣ 1(IR3)3)∩L4((0,+∞), (L4)3) résolvant l’équation :

∂t~g = ∆~g − (~g.~∇)~g − α|~g|2~g +
1

η
~∇(~∇.~g)

avec donnée initiale ~un0 ∈ (L2)3.

Nous partons de la solution des équations de Vishik et Fursikov et non pas de l’ap-

proximation convolée car celle-ci ne se prête pas aux estimations L2
uloc, selon la méthode

développée par Lemarié et exposée dans le premier chapitre. Nous rappelons que celle-

ci est basée sur une estimation a priori de la vitesse et de son gradient via une égalité

d’énergie locale.
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Nous utiliserons les mêmes notations que celles utilisées dans le deuxième chapitre :

Soit χ une fonction test positive, égale à 1 sur [−1
3
; 1

3
]3 et non nulle sur [−1; 1]3 telle que∑

k∈Z3 χ(x − k) = 1. Nous appellerons χk(x) = χ(x − k) et désignerons par Qk le cube

k + [−1; 1]3. Nous utiliserons aussi Q′k le cube k + [−2; 2]3.

Nous rappelons que les normes supk ||f ||L2(Qk), supk ||f ||L2(Q′k) et supk ||χkf ||L2 sont

équivalentes (car
∑

k∈Z3 χ(x− k) ≥ C).

Dans les estimations, on considérera les normes suivantes :

||~f ||2(L2(0,T )L2)uloc
= sup

k

∫ t

0

∫
χk(x)|~f(s, x)|2 dx ds

et

||~f ||4(L4(0,T )L4)uloc
= sup

k

∫ t

0

∫
χk(x)|~f(s, x)|4 dx ds

Dans les démonstrations (afin d’alléger les notations), nous noterons la vitesse ~u et

non plus ~unα,η.

Lemme 4.2.1. La solution ~unα,η vérifie l’égalité d’énergie suivante, valable dans D′((0,∞)×
IR3) :

d
dt

∫
χk|~unα,η|2 dx+ 2

∫
χk|~∇⊗ ~unα,η|2 dx+ 2α

∫
χk|~unα,η|4 dx+ 2

η

∫
χk|~∇.~unα,η|2 dx =∫

|~unα,η|2∆χk dx+
∫
χk|~unα,η|2(~∇.~unα,η) dx+

∫
|~unα,η|2 ~∇χk.~unα,η dx

− 2
η

∫
(~unα,η.~∇)χk(~∇.~unα,η) dx = (1) + (2) + (3) + (4).

Démonstration. La démonstration est similaire à celle effectuée dans le paragraphe por-

tant sur les égalités d’énergie (lorsque la donnée initiale appartenait à (L2)3). On part de

l’équation suivante

∂t~u = ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+
1

η
~∇.(~∇.~u)

On prend le produit scalaire avec χk~u.

D’une part ∂t~u ∈ (L2H−1)3 + (L
4
3L

4
3 )3 et d’autre part χk~u ∈ (L2H1)3 ∩ (L4L4)3.

L’égalité ∂tχk|~u|2 = 2 < ∂tχk~u, ~u > a donc un sens dans D′((0,+∞)× IR3), et on a :

∂tχk|~u|2 + 2χk|~∇⊗ ~u|2 = χk∆|~u|2 − 2χk~u.(~u.~∇)~u− 2αχk|~u|4 +
2

η
χk~u.~∇(~∇.~u).

Fixons désormais h ∈ D(IR3) valant 1 au voisinage de 0 ; nous intégrons l’égalité précédente

contre h( x
A

)r(t) avec r ∈ D(0,∞) et faisons tendre A vers +∞.

Le terme bilinéaire est antisymétrique, donc :

lim
A→+∞

−2

∫
IR3

h(
x

A
)χk(x)~u.(~u.~∇)~u dx =

∫
IR3

χk|~u|2~∇.~u dx+

∫
IR3

|~u|2~∇χk.~u dx.
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D’autre part :

lim
A→+∞

∫
IR3

h(
x

A
)χk(x)~u.~∇(~∇.~u) dx = −

∫
IR3

χk|~∇.~u|2 dx−
∫

IR3

(~u.~∇)χk(~∇.~u) dx

Nous obtenons donc l’égalité d’énergie avancée.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de ce paragraphe :

Proposition 4.2.2. Soit ~u0 ∈ (L2
uloc(IR

3))3 tel que ~∇.~u0 = 0 et 0 < η < 4α. Il existe une

constante Kη > 1 (dépendant uniquement de η, donc uniforme en n, R et ε) et un temps

T0(||~u0||L2
uloc
, η) = 1

2K3
η(1+||~u0||2

L2
uloc

)2 tel que pour tout t ≤ T0 :

||~unα,η(t)||2L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~unα,η||2(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~unα,η||4(L4
tL

4x)uloc

+ 1
η
||~∇.~unα,η||2(L2

tL
2
x)uloc

≤
√

1
1

(1+||~u0||2
L2
uloc

)2
−2K3

ηt
− 1. (4.5)

Démonstration. Reprenons les notations du lemme (4.2.1)

d
dt

∫
χk|~u|2 dx+ 2

∫
χk|~∇⊗ ~u|2 dx+ 2α

∫
χk|~u|4 dx+ 2

η

∫
χk|~∇.~u|2 dx =∫

|~u|2∆χk dx+
∫
χk|~u|2(~∇.~u) dx+

∫
|~u|2 ~∇χk.~u dx− 2

η

∫
(~u.~∇)χk(~∇.~u) dx =

(1) + (2) + (3) + (4).

(4.6)

Majorons les quatre termes de droite à l’aide de ||~u||2
L2
uloc

et de ceux présents à gauche.

Le premier est évident

|(1)| ≤ C||~u||2L2
uloc

Le deuxième terme se majore par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et nécessite la relation

de dépendance entre α et η.

|(2)| ≤
∫
αχk|~u|4 dx+

∫
1

4α
χk|~∇.~u|2 dx

≤
∫
αχk|~u|4 dx+

∫
1

4α
χk|~∇.~u|2 dx

Le contrôle du troisième terme s’effectue à l’aide des injections de Sobolev. On a (pour ρ

valant 1 sur Suppχ et à valeurs dans [−2; 2]3)

|(3)| ≤ ||~u||3L3(Qk) ≤ ||ρk~u||3L3

≤ C(||ρk~u||2||~∇⊗ (ρk~u)||2)
3
2

≤ C(||~u||3
L2
uloc

+ ||~u||
3
2

L2
uloc
||~∇⊗ ~u||

3
2

L2(Q′k))

après utilisations successives de ||~∇⊗ (ρk~u)||2 ≤ C(||~u||L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u||L2(Q′k)) puis

(a+ b)
3
2 ≤ C(a

3
2 + b

3
2 ). Enfin,

|(4)| ≤ C
η
||χk ~∇.~u||L2(Qk)||~u||L2

uloc

≤ C
η
||~u||L2

uloc
||~∇⊗ ~u||L2(Qk)
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Nous privilégions le contrôle des termes par ||~∇ ⊗ ~u||L2(Qk) plutôt que par ||~∇.~u||L2(Qk)

uniquement pour garder la même relation de dépendance entre α et η.

On intègre maintenant en temps (à chaque k fixé t 7→ χk~u est (C[0,∞)L2)3) puis on

prend la borne supérieure sur k ∈ Z3. On obtient alors (en tenant compte du fait que

0 < η < 4α)

||~u(t)||2
L2
uloc

+ 2||~∇⊗ ~u||2
(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~u||4
(L4
tL

4x)uloc
+ 1

η
||~∇.~u||2

(L2
tL

2
x)uloc

≤ ||~un0 ||2L2
uloc

+ C supk
∫ t

0
||~u||

3
2

L2
uloc
||~∇⊗ ~u||

3
2

L2(Q′k) ds+

C( 1
η

supk
∫ t

0
||~u(s)||L2

uloc
||~∇⊗ ~u||L2(Q′k) +

∫ t
0

(||~u(s)||2
L2
uloc

+ ||~u||3
L2
uloc

) ds)

≤ C||~u0||2L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u(t)||2
(L2
tL

2
x)uloc

+ C(1 + 1
η2 )
∫ t

0
[||~u(s)||2

L2
uloc

+ ||~u||6
L2
uloc

] ds

Dans la dernière majoration, nous avons successivement utilisé les inégalités de Cauchy-

Schwarz et de convexité

(C(ab)
3
2 ≤ C ′a2 + C ′′b6 avec C ′ aussi petit que souhaité ainsi que a3 ≤ 3

4
a2 + 1

4
a6).

Ainsi, en notant Kη = C(1 + 1
η2 ) > 1, on obtient :

||~u(t)||2
L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u||2
(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~u||4
(L4
tL

4x)uloc
+ 1

η
||~∇.~u||2

(L2
tL

2
x)uloc

≤ Kη(||~u0||2L2
uloc

+
∫ t

0
[||~u(s)||2

L2
uloc

+ ||~u(s)||6
L2
uloc

] ds

La fin de la preuve est similaire à celle effectuée dans le cas scalaire :

soit y(t) = ||~u0||2L2
uloc

+
∫ t

0
(||~u(s)||2

L2
uloc

+||~u(s)||6
L2
uloc

) ds. Cette fonction vérifie l’inéquation

différentielle (1 + y)′ ≤ K3
η(1 + y)3 (avec Kη > 1, quitte à prendre C ≥ 1), qui se résout

en 1
(1+y(0))2 − 1

(1+y(t))2 ≤ 2K3
η t. En remarquant que y(0) = ||~u0||2L2

uloc
, nous obtenons donc

un contrôle de y pour t ≤ 1
2K3

η(1+||~u0||2
L2
uloc

)2 avec y(t) ≤
√

1
1

(1+||~u0||2
L2
uloc

)2
−2K3

ηt
− 1.

4.3 Passage à la limite

Faisons tendre n → ∞ : nous notons ~un la solution contrôlée dans le paragraphe

précédent. La proposition précédente fournit les majorations nécessaires à la construction

d’une solution L∞L2
uloc des équations modifiées de Vishik et Fursikov.

4.3.1 Equation vérifiée par la limite

Pour tout T < T0(η), on a des estimations uniformes de ~un dans (L2(0, T )L2)3
uloc et

de ~∇ ⊗ ~un dans (L2(0, T )L2)3×3
uloc. L’espace (L2(0, T )L2)uloc étant le dual de l’espace de

Banach séparable

{f ∈ L2
loc((0, T )× IR3)/

∑
k∈Z3

||f ||L2((0,T )×(k+[0;1]3)) <∞}
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on peut extraire, par le procédé diagonal de Cantor, une sous-suite (notée de la même

façon) telle ~un converge faiblement* vers ~u ∈ ∩0<T<T0(L2(0, T )L2)uloc tout comme ~∇⊗un

(nécessairement) vers ~∇⊗ ~u ∈ ∩0<T<T0(L2(0, T )L2)3×3
uloc.

Fixons ρ ∈ D((0, T0)× IR3). Montrons que :

< ∂t~u, ρ >=< ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+
1

η
~∇(~∇.~u), ρ > . (4.7)

Nous savons déjà que < ∂t~u
n, ρ >→< ∂t~u, ρ > ainsi que < ∆~un, ρ >→< ∆~u, ρ > et

< ~∇(~∇.~un), ρ >→< ~∇(~∇.~u), ρ >. Le passage à la limite pose réellement problème pour

les termes non linéaires où nous avons besoin d’une convergence forte.

Pour toute fonction test z ∈ D((0, T0)× IR3), nous savons que z~un ∈ (L2L2)3 et ∂t(z~u
n) ∈

(L2H−2)3 uniformément en n :

d’une part, les contrôles (L∞L2
uloc)

3 et (L2H1)3
uloc de ~un impliquent un contrôle (uniforme

en n) (L2L1)3 de z(~u.~∇)~u et d’autre part les contrôles (L4L4)3
uloc et (L∞L2

uloc)
3 de ~un

induisent un contrôle (L2L1)3 (en α
1
2 ) de αz|~u|2~u. Les autres termes sont au pire contrôlés

dans (L2H−2)3 si l’on ne tient compte que du contrôle (L2L2)uloc de ~un.

Ces estimations permettent donc d’extraire une sous-suite de ~un convergeant fortement

vers ~u dans (L2)3
loc((0, T0)×R3).

On termine la démonstration comme d’habitude : le produit d’une convergence forte par

une convergence faible montre que

< (~un.~∇)~un, ρ >→< (~u.~∇)~u, ρ > .

Enfin, nous pouvons aussi contrôler le dernier terme α < |~un|2~un, ρ > : la convergence

forte de ~un dans (L2L2)3
loc ajoutée à un contrôle dans (L∞L2)3

loc donne une convergence

forte dans (L6L2)3
loc. Couplée au contrôle uniforme dans (L2L6)3

loc (injections de Sobolev),

la suite (~un)n converge fortement vers ~u dans (L3L3)3
loc. Donc

α < |~un|2~un, ρ >→ α < |~u|2~u, ρ >

Ceci montre que la solution ~u vérifie les équations modifiées de Vishik et Fursikov.

4.3.2 Régularité de la limite et inégalité d’énergie

Rappelons que de la suite précédente, il est toujours possible d’en extraire une (par

le procédé diagonal de Cantor) notée de la même façon et qui converge ponctuellement

vers ~u.

Montrons d’abord que ~u ∈ ∩0<T<T0(L∞(0, T ), L2
uloc)

3.
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Soit v ∈ L1[0,+∞). Pour tout k ∈ Z3, par le lemme de Fatou, nous avons∫ ∫
|v|χk|~u|2 dx dt ≤ lim inf

n→+∞

∫ ∫
|v|χk|~un|2 dx dt ≤ ||~un||2(L∞L2

uloc)
3||v||1.

Ainsi, t 7→
∫
χk|~u(x, t)|2 dx ∈ L∞ avec ||~u||L∞(0,t)L2

uloc
≤ lim infn→+∞ ||~un||L∞(0,t)L2

uloc
.

Toujours par le lemme de Fatou, on obtient aussi la majoration dans (L4L4)3
uloc.

Pour tout 0 < T < T0, on a∫ T

0

∫
χk|~u(t, x)|4 dx dt ≤ lim inf

n→+∞

∫ T

0

∫
χk|~un(t, x)|4 dx dt

soit, par passage à la borne supérieure sur k : ||~u||4
(L4
TL

4
x)uloc

≤ lim infn→+∞ ||~un||4(L4
TL

4
x)uloc

.

Pour les termes de gradient, nous utilisons la convergence faible de ~∇ ⊗ ~un vers ~∇ ⊗ ~u
dans (L2L2)3×3

uloc, ainsi :

||~∇⊗ ~u||(L2(0,T )L2)uloc ≤ lim inf
n→∞

||~∇⊗ ~un||(L2(0,T )L2)uloc .

Il en va de même pour

||~∇.~u||(L2L2)uloc ≤ lim inf
n→∞

||~∇.~un||(L2(0,T )L2)uloc .

Ainsi, nous avons, pour tout 0 < T < T0 :

||~u(T )||2
L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u||2
(L2
TL

2
x)uloc

+ α||~u||4
(L4
TL

4x)uloc

+ 1
η
||~∇.~u||2

(L2
TL

2
x)uloc

≤
√

1
1

(1+||~u0||2
L2
uloc

)2
−2K3

ηT
.

4.3.3 Donnée initiale.

Nous devons montrer que la solution construite a la bonne donnée initiale.

Proposition 4.3.1. La solution ~u précédemment construite converge vers ~u0 dans L2
loc(IR

3).

Démonstration. Nous partons de la solution ~un. Soit a ∈ D[0,+∞) telle que a(0) = 1.

Soit ρ ∈ D(IR3).∫ +∞
0

< ~un(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~un(0), ρ > −
∫ +∞

0
< ∂t~u

n(t), ρ > a(t) dt.

Faisons tendre n→∞.

Pour tout R > 0, nous savons que ~un et ∂t~u
n(t) sont respectivement uniformément bornés

dans (L2H1(BR))3 et (L2H−2(BR))3 alors (à une sous-suite près) convergent faiblement

nécessairement vers ~u et ∂t~u. Ainsi, nous avons déjà que ~u ∈ C([0, T0), H−2
loc (IR3))3 et

~u(0, .) a un sens. De plus ~un0 converge faiblement vers ~u0.

Alors par passage à la limite∫ +∞

0

< ~u(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~u0, ρ > −
∫ +∞

0

< ∂t~u(t), ρ > a(t) dt
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et donc ~u(0, .) = ~u0.

De plus, nous pouvons immédiatement remarquer que la fonction t 7→ ~u(t) est continue

dans L2(BR) pour toute boule BR (espace muni de la topologie faible) : en effet, elle est

bornée dans L2(BR) et continue dans H−2(BR). Montrons que cette convergence est en

fait une convergence forte.

Revenons sur les estimations a priori uniformes de ||~un(t)||L2
uloc

et de ||~∇⊗ ~u||(L2
tL

2
x)uloc .

Nous obtenons que, pour t petit,∫
χk|~un(t, x)|2 dx−

∫
χk|~un0 |2 dx ≤ Ct.

Soit t0 assez petit et δm(t) une suite régularisante (en particulier d’intégrale égale à 1).

Nous avons donc que∫ T

0

∫
δm(t− t0)χk|~un|2 dx dt−

∫
χk|~un0 |2 dx ≤ C

∫ T

0

δm(t− t0) t dt.

Comme ~un converge faiblement vers ~u dans (L2L2(Qk))
3 et ~un0 converge vers ~u0 dans L∞loc

alors ∫ T

0

∫
δm(t− t0)χk|~u(t, x)|2 dx dt−

∫
χk~u0|2 dx ≤ C

∫ T

0

δm(t− t0)t dt.

Il nous reste à faire tendre m→∞.

Si t0 est un point de Lebesgue de la fonction t 7→
∫
|χk~u|2 dx alors il vient∫

χk|~u(t0)|2 dx dt−
∫
χk|~u0|2 dx ≤ Ct0

Sinon, nous l’approchons par une suite de points de Lebesgue qui converge vers t0, le

résultat restant vrai par passage à la limite étant donné que χk~u(t) est faiblement continue

dans L2. Ainsi, d’après l’inégalité précédente, quand t→ 0, nous avons

lim sup
t→0

||√χk~u(t)||L2 ≤ ||√χk~u0||L2

Comme par continuité faible, nous savons déjà que ||√χk~u0||L2 ≤ lim inft→0 ||
√
χk~u(t)||L2

alors limt→0 ||
√
χk~u(t)||L2 = ||√χk~u0||L2 condition suffisante pour prouver la convergence

forte (lorsqu’il y a continuité faible).

Dans cette partie, nous obtenons donc le résultat suivant :

Théorème 4.3.2. Soit ~u0 ∈ (L2
uloc(IR

3))3 tel que ~∇.~u0 = 0 et η < 4α. Les équations

modifiées de Vishik et Fursikov admettent une solution locale : il existe une distribution

~u(t, x) ∈ (D′((0, T )× IR3))3 telle que
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i) ∂t~u = ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+ 1
η
~∇(~∇.~u)

ii) ~u = ~u0 (avec convergence forte dans L2
loc(IR

3)).

iii) Plus précisément, ~u a la régularité suivante :

∀0 < t < T0, on a ~u ∈ (L∞(0, t)L2
uloc)

3 ∩ (L2(0, t)Ḣ
1
)3
uloc ∩ (L4(0, t)L4)3

uloc avec

||~u(t)||2
L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u||2(L2(0,t)L2)uloc
+ α||~u||4(L4(0,t)L4)uloc

+ 1
η
||~∇.~u||2(L2(0,t)L2)uloc

≤
√

1
1

(1+||~u0||2
L2
uloc

)2
−2K3

ηt
− 1. (4.8)

Remarque : Comme mentionné lors de l’introduction, la condition de divergence nulle n’in-

tervient pas ici étant donné qu’elle n’est utile que pour la convergence vers les équations

de Navier-Stokes.

Néanmoins, le temps dépend de η et tend vers 0 lorsque η → 0. Comme il n’y a pas de

contrôle uniforme en η sur le terme de pression, cette méthode devient inopérante pour

prouver la convergence vers les équations de Navier-Stokes.

Pour faire face à ce problème, l’idée serait d’utiliser une nouvelle fois le théorème

de régularité maximale du noyau de la chaleur : cependant, dans L2
uloc, nous ne pou-

vons l’exploiter. En effet, lorsque une fonction f ∈ L2
uloc, nous n’avons aucun contrôle de∫ t

0
e(t−s)∆∆f(s, .) ds dans L2

uloc indépendamment de t.

Notons W (t − s, x − y) le noyau de l’opérateur e(t−s)∆∆ et partageons f = f1I3B +

f1IIR3−3B = f1 + f2 où B est une boule de rayon 1 centrée en x0 ∈ IR3.

Pour la partie bornée, nous pouvons utiliser le théorème de régularité maximale et

conclure positivement

||
∫ t

0

e(t−s)∆∆f1(s, .) ds||L2(B)L2
t
≤ C||f ||(L2L2)uloc .

Le second terme est celui qui pose problème étant donné que |W (t− s, x− y)| ≤ C 1
|x−y|5 .

Nous obtenons donc, pour x ∈ B, et en notant Qk le cube k + [0; 1]3

|
∫ t

0
e(t−s)∆∆f2(s, .) ds| ≤ C

∫ t
0

∫
1

|x−y|5f2(s, y) dy ds

≤ C
∫ t

0

∑
k∈Z3,|k|>0

1
|k|5 (

∫
Qk
|f2(s, y)|2 dy)

1
2

≤ C
√
t||f ||(L2L2)uloc (d’après le théorème de Cauchy-Schwarz)

(4.9)

En allant plus loin, nous devrions en fait contrôler l’expression∫ t

0

e(t−s) ∆
ε

∆

ε
1IIR3−Bf(s, .) ds
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comme cela avait été fait lors de l’étude de la pression approchée dans le cas L2. D’une

part, nous ne pouvons contrôler directement le noyau de l’opérateur de e(t−s) ∆
ε

∆
ε

: soit

il est contrôlé en 1
ε
, soit en 1

t−s . Dans le premier cas, il diverge au passage à la limite et

dans le deuxième, il diverge dans l’intégrale en temps.

Il reste à tester le changement de variables (qui avait été salvateur lors de ladite étude

de la pression approchée) : posons s = σε et utilisons de nouveau un contrôle du noyau

de e( t
ε
−σ)∆∆ en 1

|x−y|5 , nous obtenons pour toute boule B de rayon 1 :

∫ T

0

∫
B

|
∫ t

0

e( t−s
ε

)∆ ∆

ε
f2(s, .) ds|2 dx dt =

∫ T

0

∫
B

|
∫ t

ε

0

e( t
ε
−σ)∆∆f2(σε, .) dσ|2 dx dt

≤ C

∫ T

0

(
1

ε
||f ||(L2L2)uloc)

2 dt

qui ne converge toujours pas. Nous verrons dans le prochain chapitre qu’il faut jouer sur

la taille des boules intégrées pour pouvoir utiliser le théorème de régularité maximale.

4.4 Un résultat partiel d’unicité

Dans cette partie, nous nous intéressons à la question de l’unicité des solutions du

modèle modifié de Vishik et Fursikov. Nous obtenons seulement un résultat partiel : en

effet, comme nous n’avions ajouté qu’une régularité L4L4 aux termes pénalisés (pour

préserver le changement d’échelle), il paraissait difficile d’obtenir une réponse positive

quand le critère de Serrin nécessite une régularité L8L4 [58]. Toutefois, nous avançons le

résultat suivant pour les grandes valeurs de α :

Proposition 4.4.1. Soient ~u et ~v deux solutions des équations modifiées de Vishik et

Fursikov avec la même donnée initiale ~u0 ∈ L2
uloc (à divergence nulle), telles que

~u ∈ L∞((0, T ), (L2
uloc)

3) ∩ L2((0, T ), Ḣ 1)3
uloc ∩ L4((0, T ), L4)3

uloc et

~v ∈ L∞((0, T ), (L2
uloc))

3 ∩ L2((0, T ), Ḣ 1)3
uloc ∩ L4((0, T ), L4)3

uloc pour T < T0.

Sous la double contrainte α > 6 et η < α
6

, ~u = ~v sur (0, T )× IR3.

Nous savons que pour (a, b) ∈ IR2 :

(a− b)(a3 − b3) = (a− b)2(a2 + ab+ b2)

= (a− b)2(3
4
(a+ b)2 + 1

4
(a− b)2)

L’idée de la preuve est simple : elle consiste à adapter cette égalité au cas vectoriel pour

contrôler le terme bilinéaire grâce à la régularité L4L4.
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Démonstration. Notons ~f = ~u−~v et ~g = ~u+~v. Let ρ ∈ D(IR3). Nous partons de l’égalité

suivante vraie dans D′(0, T ) (obtenue en prenant le produit scalaire < ~f, ∂t(~u− ~v) >) :

∂t
∫
ρ|~f |2 dx+ 2

∫
ρ|∇ ⊗ ~f |2 dx+ 2

η

∫
ρ|~∇. ~f |2 dx+ 2α

∫
ρ~f(|~u|2~u− |~v|2~v) dx =∫

∆ρ|~f |2 dx− 2
∫
ρ~f.[(~u.~∇)~u− (v.~∇)~v] dx− 2

η

∫
~∇ρ. ~f ~∇. ~f dx

(4.10)

En effet, les intégrales sont toutes dans L1(0, T ) grâce à la régularité (L2Ḣ 1)3
uloc ∩

(L4L4)3
uloc des fonctions considérées. Nous appliquons cette égalité à ρ = χk en remar-

quant que ∂t
∫
χk|~f |2 dx ∈ L1(0, T ) comme somme de fonctions L1.

Nous avons, tout d’abord :

~f.(|~u|2~u− |~v|2~v) = 1
8
~f.(|~f + ~g|2(~f + ~g)− 1

8
|~g − ~f |2(~g − ~f)

= 1
4
[|~u+ ~v|2|~f |2 + |~f |4] + 1

2
|(~f, ~u+ ~v)|2

≥ 1
4
|~f |2[|~u+ ~v|2 + |~u− ~v|2]

≥ 1
2
|~f |2|~u|2 + 1

2
|~f |2|~v|2

= 1
2
|~f ⊗ ~u|2 + 1

2
|~f ⊗ ~v|2

(4.11)

L’inégalité suivante en découle :

∂t
∫
χk|~f |2 dx+ 2

∫
χk|∇ ⊗ ~f |2 dx+ 2

η

∫
χk|~∇. ~f |2 dx+ α

∫
χk(|~f ⊗ ~u|2 + |~f ⊗ ~v|2) dx ≤∫

∆χk|~f |2dx− 2
∫
χk ~f.[(~u.~∇)~u− (v.~∇)~v] dx− 2

η

∫
~∇χk. ~f ~∇. ~f dx

(4.12)

En considérant

2

∫
χk ~f.[(~u.~∇)~u− (~v.~∇)~v] dx = 2

∫
χk ~f.(~f.~∇)~u dx+ 2

∫
χk ~f.(~v.~∇)~f dx

= −2

∫
(~f.~u)(~f.~∇)χk dx− 2

∫
χk~u.(~f.~∇)~f dx

−2

∫
χk(~u. ~f)(~∇. ~f) dx+ 2

∫
χk ~f.(~v.~∇)~f dx

≤ C||~f ||L2
uloc
||~f ⊗ ~u||L2(Qk) +

α

6

∫
χk|~f ⊗ ~u|2 dx

+
6

α

∫
χk|~∇⊗ ~f |2 dx+

6

α

∫
χk|~∇. ~f |2 dx

+
α

6

∫
χk|~f ⊗ ~u|2 dx+

6

α

∫
χk|~∇⊗ ~f |2 dx

+
α

6

∫
χk|~f ⊗ ~v|2 dx

et
2

η

∫
~∇χk. ~f ~∇. ~f dx ≤ C

η
||~f ||L2

uloc
||~∇. ~f ||L2(Qk)

– 93 –
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nous pouvons maintenant intégrer l’inéquation en temps et prendre la borne supérieure

sur les valeurs de k.

Comme

sup
k

∫ t

0

||~f(s)||L2
uloc
||~f ⊗ ~u(s)||L2(Qk) ds ≤ C

α

∫ t

0

||~f(s)||2L2
uloc

ds+
α

6
||~f ⊗ ~u||L2

ulocL
2(0,t)

et

sup
k

∫ t

0

C

η
||~f(s)||L2

uloc
||~∇. ~f(s)||L2(Qk) ds ≤ C ′

η

∫ t

0

||~f(s)||L2
uloc

ds+
1

η
||~∇. ~f ||2L2

ulocL
2(0,t)

nous obtenons (vu que ∂t
∫
χk|~f |2 dx ∈ L1(0, T ) et ||√χk ~f(0)||2 = 0) :

||~f(t)||2
L2
uloc

+ (1− 12
α

)||~∇⊗ ~f ||2
L2
ulocL

2[0,t]
+ ( 1

η
− 6

α
)||~∇. ~f ||2

L2
ulocL

2[0,t]
+

α
2
||~f ⊗ ~u||2

L2
ulocL

2(0,t)
+ 5α

6
||~f ⊗ ~v||2

L2
ulocL

2(0,t)
≤ C(1 + 1

α
+ 1

η
)
∫ t

0
||~f(s)||2

L2
uloc

ds .

(4.13)

Sous la double contrainte α > 6 et η < α
6

(elles ne sont évidemment pas optimales mais α

doit être minoré) et en notant y(t) =
∫ t

0
||f(s)||2

L2
uloc

ds, nous devons résoudre l’inéquation

différentielle y′(t) ≤ C(α, η)y(t) :

||~f(t)||2
L2
uloc
≤ y(t) ≤ y(0)eC(α,η)t. Comme y(0) = 0, l’unicité pour les grandes valeurs de

α est montrée.

Nous obtenons donc un résultat partiel d’auto-similarité (pour les grandes valeurs de

α).

Corollaire 4.4.2. Soit ~u0 ∈ (L2
uloc)

3 (à divergence nulle). Si α > 6 et η < α
6

et si ~u0 est

homogène alors la solution ~uα des équations de Vishik et Fursikov est auto-similaire.

Démonstration. Tout d’abord, comme ~u0 ∈ (L2
uloc)

3 est homogène alors ~u0 ∈ Ṁ 2,3 (car

supλ>0 ||λ~u0(λx)||L2
uloc

= ||~u0||Ṁ 2,3).

Si ~u est l’unique solution des équations de Vishik et Fursikov définie sur [0, T ] × IR3

de donnée initiale homogène ~u0 alors on peut étendre ~u à [0, λ−2T ] par ~uα(t, x) =

λ~uα(λ2t, λx) : en effet, pour vérifier que λ~uα(λ2t, λx) = µ~uα(µ2t, µx) lorsque t < λ−2T et

t < µ2T , on pose (si λ < µ) θ = µ2t, y = µx et r = λ
µ
< 1, nous devons alors prouver,

lorsque θ < T et y ∈ IR3, que ~uα(θ, y) = r~uα(r2θ, ry). Comme ce sont deux solutions des

équations modifiées de Vishik et Fursikov avec la même donnée initiale (homogène) dans

(0, T )× IR3, l’unicité prouvée dans la proposition précédente permet de conclure.

– 94 –



Chapitre 5

Équations modifiées de Vishik et

Fursikov - Donnée initiale dans Ṁ 2,3

5.1 Construction d’une solution globale

Soit ~u0 ∈ (Ṁ 2,3)3 (donc ~u0 ∈ (L2
uloc)

3) tel que ~∇.~u0 = 0. Nous avons vu dans le

chapitre précédent que nous pouvions approcher cette donnée initiale par une suite ~un0 ∈
(L2

uloc ∩ L2)3 telle que les équations

∂t~u = ∆~u− (~u.~∇)~u− α|~u|2~u+
1

η
~∇(~∇.~u) . (5.1)

admettaient une solution ~unα,η associée à la donnée initiale ~un0 . Celle-ci vérifie, sous la

contrainte 0 < η < 4α, lorsque t ≤ T0(||~u0||L2
uloc
, η) = 1

2K3
η(1+||~u0||2

L2
uloc

)2

le contrôle uniforme suivant :

||~uα,η(t)||2L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~uα,η||2(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~uα,η||4(L4
tL

4
x)uloc

+ 1
η
||~∇.~uα,η)||2(L2

tL
2
x)uloc

≤
√

1
1

(1+||~u0||2
L2
uloc

)2
−2K3

ηt
− 1.

≤ (1 + ||~u0||2L2
uloc

)(1− t
T0

)
−1
2 .

Nous allons adapter la preuve de Lemarié [35] pour construire des solutions globales

sachant que nous n’avons pas d’unicité dans L2
uloc (pour toutes les valeurs de α et η).

Néanmoins, celles-ci préservent le changement d’échelle.

Théorème 5.1.1. Soit ~u0 ∈ (Ṁ 2,3)3 tel que ~∇.~u0 = 0 et 0 < η < 4α. Il existe une

solution globale ~uα,η ∈ D′((0,+∞) × IR3) vérifiant les équations modifiées de Vishik et

Fursikov et satisfaisant :

sup
x0∈IR3,t>0,R>0

1

R +
√
t

∫
|x−x0|≤R

|~uα,η(t)|2 dx < +∞.
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sup
x0∈IR3,t>0,R>0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

|~∇⊗ ~uα,η(s, x)|2 dx ds < +∞.

sup
x0∈IR3,t>0,R>0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

α|~uα,η(s, x)|4 dx ds < +∞.

sup
x0∈IR3,t>0,R>0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

1

η
|~∇.~uα,η|2 dx ds < +∞.

Démonstration. 1) A partir de la donnée initiale ~u0 ∈ Ṁ 2,3, il existe une suite ~un0 ∈ (L2)3,

à divergence nulle, approchant ~u0 dans (L2
uloc)

3 muni de la topologie faible * et dont

la norme (L2
uloc)

3 est contrôlée par celle de ~u0. On remarquera aussi que cette suite,

construite, à une constante près, par projection de la troncature de la donnée initiale

est dans (Ṁ 2,3)3 (car le projecteur de Leray est continu de (Ṁ 2,3)3 dans lui-même) et

converge faiblement* vers ~u0 dans (Ṁ 2,3)3.

2) Pour λ = 2N fixé, soit j ∈ IN tel que 0 ≤ j ≤ 2N . Considérons simultanément les

(2N + 1) changements d’échelle sur la donnée initiale approchée :

~un0,λ,j(x) = λ
2j
~un0 ( λ

2j
x).

3) Pour ces 2N + 1 données initiales (qui sont en particulier L2), nous avons vu dans

le chapitre 3 qu’il était possible de construire 2N + 1 solutions globales aux équations

modifiées et convolées de Vishik & Fursikov Eλ,j,n,2jε

∂t~vλ,j,n,2jε = ∆~vλ,j,n,2jε − w2jε ∗ ((~vλ,j,n,2jε ∗ w2jε.~∇)~vλ,j,n,2jε ∗ w2jε)

−αw2jε ∗ (|~vλ,j,n,2jε ∗ w2jε|2~vλ,j,n,2jε ∗ w2jε) + 1
η
~∇(w2jε

~∇.(~vλ,j,n,2jε ∗ w2jε))

avec donnée initiale ~un0,λ,j(x) = λ
2j
~un0 ( λ

2j
x).

Ces solutions sont construites de telle sorte qu’elles vérifient

~vλ,j,n,2jε(t, x) = 2−j~vλ,0,n,ε(4
−jt, 2−jx) (5.2)

En effet, si ~vλ,0,n,ε est solution de Eλ,0,n,ε avec donnée initiale ~u0,λ,n alors 1
2j
~vλ,0,n,ε(4

−jt, 2−jx)

est solution de Eλ,j,n,2jε avec donnée initiale λ
2j
~un0 ( λ

2j
x). Cette dernière cöıncide donc avec

l’unique solution globale ~vλ,j,n,2jε ayant pour donnée initiale ~un0,λ,j ∈ L2.

4) A partir de ces 2N + 1 solutions, nous pouvons extraire 2N + 1 solutions des

équations modifiées de Vishik et Fursikov, pour la même suite εk → 0 (pour j = 0, il

existe une suite εk1 telle que ~vλ,0,n,εk1
converge vers une solution ~vλ,0,n, puis par extractions

successives de εk1 , nous construisons 2N autres solutions jusqu’à définir ~vλ,2N,n : la suite
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εk qui conviendra est la dernière extraction). Autrement dit, il existe (~vλ,j,n)j∈IN;j∈[2−N ;2N ]

tels que :{
∂t~vλ,j,n = ∆~vλ,j,n − (~vλ,j,n.~∇)~vλ,j,n)− α|~vλ,j,n|2~vλ,j,n + 1

η
~∇(~∇.~vλ,j,n)

~vn0,λ,j(x) = λ
2j
~un0 ( λ

2j
x)

(5.3)

satisfaisant ~vλ,j,n(t, x) = 2−j~vλ,0,n(4−jt, 2−jx) ; le chapitre précédent nous donne un contrôle

sur chaque solution vλ,j,n :

lorsque 0 < t < T0 = 1
2K3

η(1+|| λ
2j
~u0( λ

2j
x)||2

L2
uloc

)2 :

||~vλ,j,n(t)||2
L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~vλ,j,n||2(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~vλ,j,n||4(L4
tL

4x)uloc

+ 1
η
||~∇.~vλ,j,n||2(L2

tL
2
x)uloc

≤ (1 + || λ
2j
~u0( λ

2j
x)||2

L2
uloc

)(1− t
T0

)
−1
2 .

Sachant que 1
2K3

η(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )2 ≤ 1

2K3
η(1+|| λ

2j
~u0( λ

2j
x)||2

L2
uloc

)2 , pour tous λ = 2N et tous j ∈

[2−N ; 2N ], quitte à prendre T0 plus petit, nous obtenons donc l’estimation suivante, valable

pour tout t tel que 0 < t < T0(η, ||~u0||Ṁ 2,3) :

||~vλ,j,n(t)||2
L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~vλ,j,n||2(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~vλ,j,n||4(L4
tL

4x)uloc

+ 1
η
||~∇.~vλ,j,n||2(L2

tL
2
x)uloc

≤ (1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)(1− t
T0

)
−1
2 .

5) On pose ~uλ,n = 1
λ
vλ,0,n( t

λ2 ,
x
λ
) : nous pouvons étendre ~uλ,n sur (0, 4NT0). A l’échelle

j = 0, nous pouvons estimer ~uλ,n : Comme

||~vλ,0,n(t)||2
L2
uloc

≤ (1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)(1− t
T0

)
−1
2 , (5.4)

par changement de variables (t = t′

λ2 , x = x′

λ
), on obtient, pour tout 0 < t < 4NT0 :

supx0∈IR3

∫
|x−x0|≤2N

|~uλ,n(t)|2 dt ≤ 2N(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)(1− t
4NT0

)
−1
2 . (5.5)

Nous avons aussi un contrôle pour les 2N autres changements d’échelle.

De vλ,j,n(t, x) = 2−j~vλ,0,n(4−jt, 2−jx), il vient pour tout 0 < t < 4N−j :

~uλ,n = 2j−N~vλ,j,n(
4jt

λ2
,
2jx

λ
).

Grâce au contrôle de ||~vλ,j,n(t)||2
L2
uloc

, nous obtenons par le changement de variables (t =
4jt′

λ2 , x = 2jx′

λ
avec λ = 2N) pour tout 0 < t < 4N−jT0,η où j ∈ IN est tel que j ∈ [0; 2N ] :

supx0∈IR3

∫
|x−x0|≤2N−j

|~uλ,n(t)|2 dt ≤ 2N−j(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)(1− t
4N−jT0

)
−1
2 . (5.6)

6) Nous souhaitons maintenant estimer
∫
|x−x0|≤R |~uλ,n(t)|2 dt lorsque R est un réel

contenu dans [2−N ; 2N ].
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Pour R ∈ [1, 2N ], il existe j0 tel que 2j0 ≤ R ≤ 2j0+1.

Si t ≤ 1
4
R2T0 alors le contrôle obtenu en (5) fournit :

∫
|x−x0|≤R |~uλ,n(t)|2 dx ≤ 2j0+1(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)(1− t

4j0+1T0
)
−1
2 .

≤ 2√
3
2j0+1(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)

≤ 4R√
3
(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)

Si t > 1
4
R2T0 alors 4t > 4j0T0 donc il existe k entier (0 < j < k < N) tel que

4k ≤ 4t
T0
≤ 4k+1

∫
|x−x0|≤R |~uλ,n(t)|2 dx ≤ 2k+1(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)(1− t

4k+1T0
)
−1
2

≤ 8√
3

√
t
T0

(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)
(5.7)

La démonstration est similaire dans le cas R ∈ [2−N ; 1] où les rôles de 2j0 et 2j0+1 sont

inversés. Autrement dit :

sup
x0∈IR3

sup
λ=2N

sup
R∈[2−N ;2N ],t≤4NT0

1

R +
√
t

∫
|x−x0|≤R

|~uλ,n(t)|2 dx < C(1 + T
−1
2

0 )(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)

(5.8)

De la même façon, les majorations des autres termes suivent :

sup
x0∈IR3

sup
λ=2N

sup
R∈[2−N ;2N ],t≤4NT0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

|~∇⊗ ~uλ,n(s, x)|2 dx ds < +∞.

sup
x0∈IR3

sup
λ=2N

sup
R∈[2−N ;2N ],t≤4NT0

1

R +
√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

α|~uλ,n(s, x)|4 dx ds < +∞.

sup
x0∈IR3

sup
λ=2N

sup
R∈[2−N ;2N ],t≤4NT0

∫ t

0

∫
|x−x0|≤R

1

η
|~∇.~uα,η|2 dx ds < +∞.

7) Nous pouvons maintenant passer à la limite lorsque N →∞ puis lorsque n→∞.

Par un procédé d’extraction diagonale, nous construisons une solution ~uα,η vérifiant les

équations modifiées de Vishik et Fursikov ainsi que les majorations avancées dans le

théorème. Le passage à le limite reprend exactement les mêmes arguments que ceux

exposés dans le chapitre L2
uloc.

Remarque : Pour construire des solutions globales, il suffisait de considérerN+1 équations

(correspondant aux grandes boules). L’intérêt de considérer les 2N + 1 équations réside

dans les majorations obtenues, valables pour tout R > 0.
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5.2 Majorations uniformes en η et α

Étant donné ~u0 ∈ (Ṁ 2,3)3 tel que ~∇.~u0 = 0 et 0 < η < 4α, nous partons de la solu-

tion ~uα,η définie sur (0,+∞) (que nous noterons, dans ce paragraphe, simplement ~u) et

vérifiant l’équation modifiée de Vishik et Fursikov :

∂t~u = ∆~u− ~u.~∇~u− α|~u|2~u+
1

η
~∇(~∇.~u)

Cette solution est (L∞((0, T ), L2
uloc))

3∩(L2((0, T ), H1))3
uloc∩(L4((0, T ), L4))3

uloc pour tout

T > 0 et vérifie les estimations du théorème (5.1.1).

L’idée est, via une égalité d’énergie, de trouver un espace de Banach X contenant

Ṁ 2,3 tel que l’on ait des majorations uniformes en α et η sur une bande (0, T ) × IR3 de

||~u||X et ||~∇⊗ ~u||L2X .

Considérons w(x) = (1 + |x|2)−
λ
2 avec λ ∈]1; 2[ et posons X = L2(wdx), espace L2 à

poids.

Lemme 5.2.1. On a l’inclusion : Ṁ 2,3 ⊂ X.

Démonstration. Soit ~u ∈ Ṁ 2,3. Décomposons l’intégrale sur une somme de couronnes.

Pour x ∈ B(0, 1), on a :
∫
B(0,1)

|~u(x)|2w(x) dx ≤ ||~u||2
Ṁ 2,3 .

Pour 2j ≤ |x| ≤ 2j+1 (on note Cj cette couronne), on écrit∫
Cj

|~u(t, x)|2w(x) dx ≤ 2−λj
∫
Cj

|~u(t, x)|2 dx ≤ 2(1−λ)j||~u||2
Ṁ 2,3 .

On somme sur j ∈ IN et comme λ > 1, on obtient que
∫
|~u(t, x)|2w(x) dx < +∞.

Dans la suite de ce paragraphe, nous utiliserons les notations suivantes :

ρ(t) =
∫
|~u(t, x)|2w(x) dx

β(t) =
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~u(s, x)|2w(x) dx ds.

γ(t) =
∫ t

0

∫
α|~u(s, x)|4w(x) dx ds.

δ(t) =
∫ t

0

∫
1
η
|~∇.~u(s, x)|2w(x) dx ds.

Lemme 5.2.2. Soit T > 0. Pour tout t < T , les quatre intégrales précédentes sont finies.

Démonstration. Soit T > 0 fixé et 0 < t < T .

Pour ρ(t), nous décomposons w sur la boule unité et une somme de couronnes Cj = {x ∈
IR3, 2j ≤ |x| ≤ 2j+1} en utilisant la majoration suivante :

sup
R>0

sup
x0∈IR3,t>0

1

R +
√
t

∫
|x−x0|≤R

|~u(t, x)|2 dx < +∞. (5.9)

– 99 –



5.2. MAJORATIONS UNIFORMES EN η ET α

D’une part

ρ(t) ≤
∫
B(0,1)

|~u(t, x)|2 dx ≤ C(||~u0||Ṁ 2,3 , η)(1 +
√
T ) <∞ (5.10)

D’autre part

ρ(t) ≤
∑+∞

j=0 2−λj
∫
Cj
|~u(t, x)|2 dx

≤
∑+∞

j=0 2(1−λ)j2−j
∫
B(0;2j)

|~u(t, x)|2 dx

< ∞
(5.11)

En effet, nous appliquons (5.9) à R = 2j sur (0, T ) :

2−j
∫
B(0;2j)

|~u(t, x)|2 dx ≤ C(1 + 2−j
√
T ) < +∞. (5.12)

Les trois autres intégrales se traitent de la même façon (les estimations étant les

mêmes).

Comme les estimations doivent provenir d’une égalité d’énergie, les inégalités de So-

bolev impliquent que l’espace naturel pour contrôler la pression est L
3
2
t L

3
2
x (w

3
2 dx). Pour

des raisons techniques qui apparâıtront lors de la preuve de la proposition suivante, nous

introduisons la fonction w1(x) = (1+ |x|2)−
µ
2 avec µ ∈]3λ

2
; 3

2
+ 3λ

4
[⊂]3

2
; 3[ ; nous allons alors

estimer p ∈ L
3
2
t L

3
2
x (w1dx) (nous verrons en fait que l’exposant µ = 3λ

2
ne convient pas

pour assurer la convergence des intégrales, d’où la petite marge choisie). On cherchera de

nouveau à la contrôler par le théorème de régularité maximale du noyau de la chaleur :

pour ce faire, nous utiliserons les p-classes de Muckenhoupt et le fait que w ∈ A 3
2

(voir

annexe B).

Proposition 5.2.3. Soit T > 0 fixé. Pour t ∈ (0, T ) définissons

a(t) =

∫ t

0

∫
1

η
3
2

|~∇.~u|
3
2w1(x) dx ds =

∫ t

0

∫
|p(x, s)|

3
2w1(x) dx ds.

Il existe une constante C (indépendante de α, η et T ) et un exposant R > 1 tels que :

a(t) ≤ 1
2
β(t) + 1

2
γ(t) + C

∫ t
0
(ρ(s) + (ρ(s))3 + (ρ(s))R) ds. (5.13)

Autrement dit, nous avons un contrôle uniforme de la pression dans L
3
2
t L

3
2
x (w1dx).

Démonstration. On note p = − 1
η
(~∇.~u). On a déjà vu que :

p(t) = − 1

1 + η

∫ t

0

e(t−s)(1+ 1
η

)∆(1 +
1

η
)∆

~∇
∆
.(~u.~∇~u+ α|~u|2~u) ds (5.14)
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Par le théorème de régularité maximale dans L
3
2
t L

3
2
x (w1dx) (ce résultat est prouvé dans

l’annexe B) , en notant f1 = |~∇ ⊗ ~u|, f2 =
√
α|~u|2 et g = ~u, il existe une constante C

telle que :

a(t) ≤ C

∫ t

0

∫
| 1√
−∆

(f1g)|
3
2w1(x) dx ds+ C

√
α

∫ t

0

∫
| 1√
−∆

(f2g)|
3
2w1(x) dx ds

Nous allons traiter les deux termes (fig) de la même façon vu que nous souhaitons le

même contrôle L2(wdx) sur chacun des termesfi.

En décomposant w1 sur la boule unité et une somme de couronnes Cj = {x ∈ IR3, 2j ≤
|x| ≤ 2j+1} , on a :

|w
2
3
1

1√
−∆

(fig)| ≤ C
+∞∑
j=0

2−
2µj
3 1IB(0,2j)|

1√
−∆

(fig)|

On décompose maintenant la convolution suivant les valeurs de y proches de x et celles

éloignées :

|2− 2µj
3 1IB(0,2j)

1√
−∆

(fig)| ≤ 2−
2µj
3 1IB(0,2j)| 1√

−∆
(1IB(0,3×2j)fig)|+ 2−

2µj
3 1IB(0,2j)| 1√

−∆
(1IB(0,3×2j)cfig)|

= Aj +Bj

Nous allons d’abord estimer les normes L
3
2
x de Aj et Bj.

Pour Aj, on écrit que : Aj ≤ 2j(λ−
2µ
3

)1IB(0,2j)| 1√
−∆

(wfig)|
En effet, lorsque y ∈ B(0, 3× 2j), on a : Cλ2−jλ ≤ w(y) avec C =

√
18
−λ

< 1.

Comme
√
wg ∈ L2 ∩ L6 d’après les inégalités de Sobolev, alors pour tout q ∈]2; 6[,

√
wg ∈ Lq. Ainsi :

√
wfig ∈ Lr avec 1

r
= 1

q
+ 1

2
. Comme r > 1, de nouveau par les

inégalités de Sobolev, on a : 1√
−∆

(wfig) ∈ Lρ où 1
ρ

= 1
r

+ 1
3

= 1
q

+ 1
6
.

Ainsi :

||Aj||L 3
2
≤ C||1IB(0,2j)||

L
2q
q−2
|| 1√
−∆

(wfig)||Lρ

≤ C2j(λ−
2µ
3

+ 3
2
− 3
q

)||
√
wfi||2||

√
wg||q.

(5.15)

On pose θ = λ − 2µ
3

+ 3
2
− 3

q
. En choisissant q proche de 2, on peut toujours supposer

θ < 0 (étant donné que λ < 2µ
3

, d’où le choix de w1).

On obtient alors, par l’inégalité triangulaire de la norme L
3
2
x :

∫ t
0

∫
|
∑+∞

j=0 Aj|
3
2 ds dx ≤ C(

∑+∞
j=0 2θj)

3
2

∫ t
0
||
√
wfi(s)||

3
2
2 ||
√
wg(s)||

3
2
q ds. (5.16)

En remarquant que ||
√
wg||q ≤ ||

√
wg||b2||

√
wg||1−b6 pour tout b ∈]0, 1[ et en utilisant la
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majoration valable pour tout κ > 0 : (ab)
3
2 ≤ κa2 + Cκb

6, on a :

||
√
wfi||

3
2
2 ||
√
wg||

3
2
q ≤ κ||

√
wfi||22 + Cκ||

√
wg||6q

≤ κ||
√
wfi||22 + Cκ||

√
wg||6b2 ||

√
wg||6(1−b)

6

≤ κ||
√
wfi||22 + κ||

√
wg||26 + Cκ,b||

√
wg||

6b
3b−2

2

(5.17)

la dernière inégalité ayant un sens lorsque b ∈]2
3
; 1[ id est q ∈]2; 18

7
[.

Lorsque q ∈]2; 18
7

[, on peut trouver un exposant R = 3b
3b−2

> 1 tel que pour tout κ > 0 :∫ t
0

∫
|
∑+∞

j=0 Aj|
3
2 ds dx ≤ C

∫ t
0
(κ||
√
wfi(s)||22 + κ||

√
wg(s)||26 + Cκ,q||

√
wg(s)||2R2 ) ds

(5.18)

D’après les inégalités de Sobolev, ||
√
wg(s)||26 ≤ C||

√
wg(s)||2H1 .

Étant donné que |~∇
√
w(x)| ≤ λ

2
(1 + |x|2)−

1
2
√
w ≤

√
w (λ < 2), il existe une constante

C ′ telle que pour tout κ > 0 :∫ t
0

∫
|
∑+∞

j=0 Aj|
3
2 ds dx ≤ C ′κ(β(t) + γ(t)) + C ′

∫ t
0
(κρ(s) ds+ C ′κ,q(ρ(s))R) ds

(5.19)

Estimons maintenant Bj : nous décomposons l’intégrale sur la boule unité et une

somme de couronnes. En remarquant que, pour tout k ∈ N lorsque |x| ≤ 2j et 3×2j+k <

|y| < 3 × 2j+k+1 alors |x − y| > 2 × 2j+k, la norme infinie du noyau de 1√
−∆

(homogène

de degré (1− 3) en espace) est majorée par C2−2(j+k), nous obtenons :

Bj ≤ C2−
2jµ
3

)1IB(0,2j)

∑+∞
k=0

∫
3×2j+k<|y|<3×2j+k+1 2−2(j+k)2−2(j+k)2λ(j+k)(wfig) dy (5.20)

Comme λ < 2, on a :

Bj ≤ C2−
2jµ
3 1IB(0,2j)||

√
wfi||2||

√
wg||2

∑+∞
k=0 2(λ−2)(j+k)

≤ C ′2(λ−2− 2µ
3

)j.
(5.21)

Sachant que ||Bj||L 3
2
≤ C22j||Bj||∞ et que λ < 2µ

3
, on obtient :∫ t

0

∫
|
∑+∞

j=0 Bj|
3
2 ds dx ≤ C(

∑+∞
j=0 2j(λ−

2µ
3

))
3
2

∫ t
0
||
√
wfi(s)||

3
2
2 ||
√
wg(s)||

3
2
2 ds.

(5.22)

Par l’inégalité de convexité de Young, pour tout κ > 0, nous avons :

||
√
wfi||

3
2
2 ||
√
wg||

3
2
2 ≤

3

4
κ||
√
wfi||22 +

1

4κ3
||
√
wg||62

Finalement, pour tout κ > 0 :∫ t
0

∫
|
∑+∞

j=0 Bj|
3
2 dx ds ≤ C

∫ t
0
κ||
√
wfi(s)||22 + Cκ||

√
wg(s)||62) ds

≤ Cκ(β(t) + γ(t)) + C ′κ
∫ t

0
ρ(s)3 ds

(5.23)
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En regroupant les estimations obtenues sur Aj et Bj, nous pouvons maintenant fixer κ

petit et l’exposant q (soit R > 1) tels que :

a(t) ≤ 1
2
β(t) + 1

2
γ(t) + C

∫ t
0
(ρ(s) + ρ(s)3 + ρ(s)R) ds (5.24)

ce qui termine la preuve.

Cette proposition montrée, nous allons maintenant estimer uniformément en η et α

la somme des quatre intégrales ρ(t), β(t), γ(t) et δ(t).

Théorème 5.2.4. Soit 0 < η < 4α. Soit T > 0 fixé. Il existe une constante C (indépendante

de T , η, α et ||~u0||Ṁ 2,3) et un exposant R > 1 tels que pour tout t ∈ (0, T ) :

ρ(t) + β(t) + γ(t) + 3
2
δ(t) ≤ C(||~u0||2Ṁ 2,3 +

∫ t
0
(ρ(s) + (ρ(s))3 + (ρ(s))R) ds)

Plus précisément, on a :

ρ(t) + β(t) + γ(t) +
3

2
δ(t) ≤ α(0) + C

∫ t

0

(ρ(s) + (ρ(s))3 + (ρ(s))
93
25 ) ds

Démonstration. Fixons T > 0. Tout d’abord, justifions l’égalité dans D′((0, T )× IR3) :

∂t(|~u|2w) = 2w~u.∆~u− 2w~u.(~u.~∇~u)− 2αw|~u|4 + 2
η
w~u.~∇(~∇.~u) (5.25)

avec

2w~u.∆~u = ∆(w|~u|2)− |~u|2∆w − 2|~∇⊗ ~u|2w − 2
∑i=3

i=0 ∂i(|~u|2∂iw) (5.26)

2w~u.(~u.~∇~u) = ~∇.(w|~u|2~u)− w|~u|2(~∇.~u)− |~u|2
∑i=3

i=0 ui ∂iw (5.27)

et

2
η
w~u.~∇(~∇.~u) = ~∇.(w 2

η
(~∇.~u)~u)− 2

η
|~∇.~u|2 − 2

η
~∇.~u

∑i=3
i=0 ui ∂iw (5.28)

On intègre chaque terme des membres de droite contre une fonction-test deD((0, T )×IR3).

Sachant que |~∇w| ≤ Cw et que |∆w| ≤ C ′w, chaque intégrale peut être majorée par une

combinaison linéaire de deux des quatre intégrales ρ(t), β(t), γ(t) et δ(t) (combinaison

linéaire dépendant éventuellement de η mais prouvant que chaque intégrale est finie). On

a alors ∂t(|~u|2w) = 2w < ∂t~u, ~u > et l’égalité d’énergie est vérifiée. En considérant comme

fonction test h( x
A

)r(t) où h ∈ D(IR3) est égal à 1 au voisinage de 0 et r ∈ D(0, T ) puis

en faisant tendre A vers +∞, on remarque que la contribution des termes de type ~∇.F
est nulle lorsque F ∈ L1

tL
1
x(wdx).
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D’autre part, on constate que ∂t||~u
√
w||2 s’écrit comme une somme de fonctions L1

t . Ainsi

t→ ||~u
√
w||22 est continue en 0. En intégrant en temps, on obtient :

ρ(t) + 2β(t) + 2γ(t) + 2δ(t) = α(0) + Z

avec

Z =
∫ t

0

∫
w|~u|2(~∇.~u) dx ds+

∫ t
0

∫
|~u|2∆w dx ds

+
∫ t

0

∫
|~u|2

∑i=3
i=0 ui ∂iw dx ds−

∫ t
0

∫
2
η
~∇.~u

∑i=3
i=0 ui ∂iw dx ds

= Z1 + Z2 + Z3 + Z4

Nous allons contrôler les quatre termes grâce à ceux du membre de gauche.

Z1 se contrôle toujours grâce à la contrainte 0 < η < 4α.

Comme |~u|2(~∇.~u) ≤ α
2
|~u|4 + 1

2α
|~∇.~u|2 ≤ α

2
|~u|4 + η

2
|~∇.~u|2 , on a :

Z1 ≤
1

2
δ(t) +

1

2
γ(t)

Comme |∆w| ≤ C ′w (λ est borné et (1 + |x|2)−1 ≤ 1), on a :

Z2 ≤ C

∫ t

0

ρ(s) ds.

Pour majorer Z3, on écrit que : |~∇w(x)| ≤ λ(1 + |x|2)−
1
2w(x) ≤ λw(x)

3
2 (car λ < 2).

Alors

Z3 ≤ C

∫ t

0

∫
|~u(s, x)|3w(x)

3
2 dx ds.

En utilisant successivement H
1
2 ⊂ L3, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de convexité

de Young, on a :

Z3 ≤ C ′
∫ t

0

α(s)
3
4 ||
√
w~u(s)||

3
2

H1 ds ≤ 1

4

∫ t

0

||
√
w~u(s)||2H1 ds+ C ′′

∫ t

0

α(s)6 ds

Nous avons déjà vu que ||
√
w~u(t)||2H1 ≤ β(t) + Cα(t).

Ainsi :

Z3 ≤
1

4
β(t) + C ′(

∫ t

0

α(s) ds+

∫ t

0

α3(s) ds).

Pour Z4, on utilise le fait que |~∇w(x)| ≤ λ(1 + |x|2)−
1
2w(x) ≤ λw(x)

1
2w1(x)

2
3 (car µ

3
≤

1
2

+ λ
4
).

Ainsi, de L3 × L 3
2 ∈ L1, il vient :

Z4 ≤ C

∫ t

0

||
√
w~u(s)||3||w

2
3
1 p(s)||2L 3

2
ds.
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Donc, par l’inégalité de convexité de Young, pour tout κ > 0 :

Z4 ≤ C
3
κ
∫ t

0
||
√
w~u||33 ds+ 2C

3
√
κ
||w

2
3
1 p(s)||

3
2

L
3
2

≤ Cκ
∫ t

0
||
√
w~u||33 ds+ C√

κ
a(t)

Pour κ suffisamment petit et grâce à la proposition précédente, on a :

Z4 ≤ 3
4
β(t) + 1

2
γ(t) + C ′

∫ t
0

(ρ(s) + (ρ(s))3 + (ρ(s))R) ds

En regroupant tout (sachant que α(0) ≤ C0||~u0||2Ṁ 2,3 - cf le lemme (5.2.1)) , il existe une

constante C (indépendante de T , η, α et ||~u0||2Ṁ 2,3) satisfaisant :

ρ(t) + β(t) + γ(t) + 3
2
δ(t) ≤ C(||~u0||2Ṁ 2,3 +

∫ t
0

(ρ(s) + ρ(s)3 + ρ(s)R) ds) (5.29)

Application numérique :

nous fixons λ = 3
2

alors µ ∈]9
4
; 21

8
[ ; posons µ = 5

2
. Si q = 17

8
alors θ = − 4

51
< 0. On obtient

b = 31
34

et l’exposant R = 3b
3b−2

= 93
25

convient.

Corollaire 5.2.5. Posons K = 68
25

max(100C
93

; 1). Il existe un temps T0(||~u0||Ṁ 2,3) =
1

K(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )

68
25

tel que pour tout 0 < t < T0, on a :

ρ(t) + β(t) + γ(t) + 3
2
δ(t) ≤ (1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)( 1

1− 68C′
25

(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )

68
25 t

)
25
68 (5.30)

Démonstration. L’inégalité de convexité de Young permet d’écrire, pour tout s ∈ (0, t) :

ρ(s)3 ≤ 18
93

+ 75
93
ρ(s)

93
25 . De même ρ(s) ≤ 68

93
+ 25

93
ρ(s)

93
25

On a alors :

ρ(t) + β(t) + γ(t) + 3
2
δ(t) ≤ C(||~u0||2Ṁ 2,3 +

∫ t
0
(86

93
+ 100

93
ρ(s)

93
25 ) ds) (5.31)

Posons C ′ = max(100C
93

; 1) et notons y(t) = ||~u0||2Ṁ 2,3 +
∫ t

0
(1 + ρ(s)

93
25 ) ds. D’après le

théorème précédent, on a : y′(t) ≤ 1 + C ′y(t)
93
25 ≤ C ′(1 + y(t))

93
25 étant donné que C ′ ≥ 1

et 1 + xb ≤ (1 + x)b lorsque x ≥ 0 et b ≥ 1.

Cette inéquation différentielle se résout en (1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)−
68
25 − (1 + y(t))−

68
25 ≤ 68C′

25
t.

Ainsi, en posant K = 68C′

25
:

y(t) ≤ 1 + y(t) ≤ ( 1

(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )−

68
25−Kt

)
25
68

= (1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)( 1

1−K(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )

68
25 t

)
25
68

(5.32)

inégalité valable pour tout 0 < t < T0 = 1

K(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )

68
25

.

Nous avons maintenant tous les outils pour passer à la limite lorsque (α, η)→ (0, 0).
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5.3 Passage à la limite

5.3.1 Construction d’une solution globale

Étant donné ~u0 ∈ (Ṁ 2,3)3 tel que ~∇.~u0 = 0 et 0 < η < 4α, nous savons qu’il existe

une solution ~uα,η définie sur (0,+∞) vérifiant l’équation modifiée de Vishik et Fursikov :

∂t~uα,η = ∆~uα,η − ~uα,η.~∇~uα,η − α|~uα,η|2~uα,η +
1

η
~∇(~∇.~uα,η)

Cette solution est (L∞((0, T ), L2
uloc))

3∩(L2((0, T ), H1))3
uloc∩(L4((0, T ), L4))3

uloc pour tout

T > 0.

Dans la partie précédente, nous avons vu qu’il existait une constante K et un temps

T0 = 1

K(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )

68
25

tel que pour tout 0 < t < T0

ρ(t) + β(t) + γ(t) + 3
2
δ(t) ≤ (1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)( 1

1−K(1+||~u0||2
Ṁ 2,3 )

68
25 t

)
25
68 (5.33)

avec :

ρ(t) =
∫
|~uα,η(t, x)|2w(x) dx

β(t) =
∫ t

0

∫
|~∇⊗ ~uα,η(s, x)|2w(x) dx ds.

γ(t) =
∫ t

0

∫
α|~uα,η(s, x)|4w(x) dx ds.

δ(t) =
∫ t

0

∫
1
η
|~∇.~uα,η(s, x)|2w(x) dx ds.

où le poids est défini par w(x) = (1 + |x|2)−
λ
2 avec λ ∈]1; 2[. Autrement dit, nous avons

l’existence d’une solution ~uα,η des équations modifiées de Vishik et Fursikov sur la bande

(0, T0) où le temps T0 ne dépend que de la taille ||~u0||Ṁ 2,3 avec des majorations uniformes

en α et η.

On peut donc reprendre la démonstration effectuée lors du passage de L2
uloc à Ṁ 2,3 :

en effet, la donnée initiale peut être approchée par une suite ~un0 dans (Ṁ 2,3)3 (la suite

construite dans L2
uloc convient car le projecteur de Leray est continu de (Ṁ 2,3)3 dans

lui-même) puis les mêmes arguments permettent de construire une solution globale. Re-

marquons que l’on construit une solution sur (0, λ2T0) avec les mêmes estimations uni-

formes de ρ, β, γ et δ avec le poids wλ = w(x
λ
). Il suffit alors de remarquer pour λ ≥ 1

(condition suffisante pour construire des solutions globales) les espaces Lp(wλdx) donnent

des conditions plus restrictives que Lp(wdx) (w ≤ wλ). Ces estimations (ajoutées à un

argument de compacité) permettent donc la construction d’une solution globale ~uα,η

avec des bornes uniformes (en α et η) de ~uα,η dans (L∞((0, T ), L2(wdx))3, de ~∇ ⊗ ~uα,η
et de 1√

η
~∇.~uα,η dans (L2((0, T ), L2(wdx))3, pour tout T > 0. De plus, α

1
4~uα,η est uni-

formément borné dans (L4((0, T ), L4(wdx)))3 et la pression p est uniformément contrôlée

dans L
3
2 ((0, T ), L

3
2 (w1dx)).
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5.3.2 Construction de la solution des équations de Navier-Stokes

Nous allons nous inspirer de la démonstration effectuée dans le cas L2 en utilisant

de nouveau le projecteur de Leray. Notons simplement ~uα la solution du modèle mo-

difié de Vishik et Fursikov (α et η étant liés). Nous savons déjà que nous pouvons

extraire (via le procédé diagonal) une suite ~uαk qui converge faiblement vers une li-

mite ~u dans
⋂

0<t<∞(L∞t L
2
x(wdx))3 et telle que ~∇⊗ uαk converge faiblement vers ~∇⊗ ~u

dans
⋂

0<t<∞(L2(wdx dt))3×3 (sachant que L2
tL

2
x(wdx) est le dual de l’espace de Banach

séparable L2
tL

2
x(w

−1dx) et L∞t L
2
x(wdx) celui de L1

tL
2
x(wdx)).

Nous aurons besoin du lemme suivant pour assurer la convergence forte localement dans

L2L2 :

Lemme 5.3.1. Soit φ ∈ D((0,∞)× IR3). On a ||φ(Id− IP)~uαk ||L2L2 → 0.

Remarque : Comme

(Id− IP)~uαk =
~∇
∆
~∇.~uαk , (5.34)

la première idée est d’étudier directement l’expression∫
(1 + |y|2)

λ
4
f(y)

|x− y|2
dy

où f désigne une fonction L2L2 tendant vers 0 dans cette norme (correspondant à ~∇.~uαk).
Décomposons l’intégrale pour y ∈ B(x; 1) et ailleurs.

Si y ∈ B(x; 1) alors (1 + |y|2)
λ
4 ≤ 4(1 + |x|2)

λ
4 . Comme 1

|x|2 ∈ L
3
2
,∞ et L

3
2
,∞ ∗ L2 ⊂ L6,2

alors
∫
B(x;1)

(1 + |y|2)
λ
4

f(y)
|x−y|2 dy ∈ L6,2 ⊂ L6.

Ailleurs, nous intégrons sur une somme de couronnes Cj = {y : 2j ≤ |x− y| ≤ 2j+1}.
Sur Cj, on a : 1 + |y|2 ≤ 1 + 2|x − y|2 + 2|x|2 ≤ 2(1 + 22j+2)(1 + |x|2) et 1

|x−y|2 ≤ 2−2j ;

ainsi ∫
Cj

(1 + |y|2)
λ
4

f(y)
|x−y|2 dy ≤ C(1 + |x|2)

λ
4 2j(

λ
2
−2)
∫
Cj
|f(y)| dy

≤ C(1 + |x|2)
λ
4 2j(

λ−1
2

)||f ||2
(5.35)

Comme λ > 1, la somme ne converge pas et cette idée échoue.

Démonstration. Nous devons déjà nous assurer de la définition de

φ(Id− IP)~uαk = φ
~∇
∆
~∇.~uαk . (5.36)

Comme φ est à support compact, on peut se ramener à Suppφ ⊂ (0, T ) × B(x0, 1). On

considère ρ ∈ D(IR3) valant 1 sur la boule unité et à valeurs dans B(0, 2) et ρ̃k = ρ(x−x0

Rk
)
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où Rk > 10|x0| que l’on déterminera plus tard.

On écrit :

φ
~∇
∆
~∇.~uαk = φ

~∇
∆

(ρ̃k ~∇.~uαk) + φ
~∇
∆
~∇.((1− ρ̃k)~uαk) + φ

~∇
∆

(~uαk .
~∇)ρ̃k

= (1) + (2) + (3)

Cette expression montre que (Id− IP)~uαk a un sens : comme on a un contrôle de ~∇.~uαk
dans L2L2(wdx), nous en avons aussi un de ρ̃k ~∇.~uαk dans L2L2 (car w

−1
2 est L∞loc), donc

(1) a un sens dans L2L6. De même, le contrôle de (3) vient de celui de (~uαk .
~∇)ρ̃k dans

L2L2. Enfin, le terme (2) a un sens car les opérateurs de Calderón-Zygmund sont continus

de L2L2(wdx) dans L2L2(wdx) (voir Annexe B).

Pour montrer que cette expression tend vers 0, l’idée est de prendre Rk grand et de

comparer le poids w à un autre w′ bien choisi.

Pour (1), on sait que

||
√
w−1ρ̃k ~∇.~uαk

√
w||L2L2 ≤ ||

√
w−1||L∞(B(x0,2Rk)||~∇.~uαk ||L2L2(wdx)

≤ CT
√
ηk(|x0|+Rk)

λ
2

(5.37)

donc

||φ ~∇
∆

(ρ̃k ~∇.~uαk)||L2L2 ≤ C(φ)|| ~∇
∆

(ρ̃k ~∇.~uαk)||L2L6

≤ CT
√
ηk(|x0|+Rk)

λ
2 CT = C(T, ||~u0||Ṁ 2,3)

(5.38)

Pour (2), on considère le poids w′ = 1

(1+|x|2)
µ
2

avec 2 > µ > λ de telle sorte que w′ < w.

On écrit :

||~uαk(1− ρ̃k)||L2
tL

2
x(w′dx) ≤ ||~uαk(1− φ̃k)||L2

tL
2
x(wdx)||

√
w′

w
||L∞(IR3−B(x0,Rk))

≤ CT (|x0|+Rk)
λ−µ

2

(5.39)

En effet, de par le choix de Rk , on a : |x| ≥ |x− x0| − |x0| ≥ 9
10
Rk.

Sachant que le poids w′ ∈ A2 et que les opérateurs de Calderón-Zygmund sont continus

de L2(w′dtdx) dans lui-même, on obtient :

||φ ~∇
∆
~∇.((1− ρ̃k)~uαk)||L2

tL
2
x
≤ CT (1 + |x0|)

µ
2 ||~uαk(1− φ̃k)||L2

tL
2
x(w′dx)

≤ CT (|x0|+Rk)
λ−µ

2

(5.40)

Pour (3), on procède comme dans (1) (sachant que ||~∇ρ̃k||∞ ≤ C
Rk

) :

||φ ~∇
∆

(~uαk .
~∇)ρ̃k||L2

tL
2
x
≤ CT (|x0|+Rk)

λ
2Rk

−1 (5.41)

Pour contrôler le premier terme, il suffit de poser Rk = η
−1
2
k : comme λ < 2, il tend

vers 0 lorsque ηk → 0. Les deuxième et troisième termes convergent aussi vers 0 étant

donné que λ < µ < 2.
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Proposition 5.3.2. De la sous-suite ~uαk , il existe une sous-suite (notée de la même

façon) qui converge fortement vers ~u dans (L2((0,∞)× IR3))3
loc.

Démonstration. Soit φ ∈ D((0,∞)× IR3).

a) Montrons d’abord que φIP~uα est uniformément borné dans (L2H1)3.

Comme ~uα est uniformément borné (en α et η) dans (L2((0, T ), L2(wdx)))3 pour tout

T > 0, par continuité du projecteur de Leray dans cet espace, IP~uα l’est aussi dans

L2((0, T ), L2(wdx))3 pour tout T > 0. Donc φ
√
wIP~uα est uniformément contrôlé dans

L2L2, tout comme φIP~uα (car w
−1
2 est de norme L∞ sur le support de φ).

De même ~∇⊗ ~uα est (uniformément en α et η) borné dans (L2((0, T ), L2(wdx)))3×3

pour tout T > 0, donc on obtient un contrôle de φIP~uα dans (L2(IR, H1(IR3)))3 (les

opérateurs ∂j et IP commutent).

b) Montrons ensuite que ∂t(φIP~uα) est uniformément borné dans (L2H−2)3 lorsque

σ > 3
2
.

Le terme IP~uα∂tφ est uniformément borné dans (L2L2)3 d’après ce qui a été vu dans le

point a).

Pour le terme φ∂t(IP~uα), on écrit :

φ∂t(IP~uα) = φ∆IP~uα − φIP((~uα.~∇)~uα)− αφIP(|~uα|2 ~uα). (5.42)

Pour le premier terme, on écrit, pour (0, T )×K compact contenant le support de φ :

||φ∆IP~uα||L2H−2 ≤ ||IP~uα||L2((0,T )×K)

≤ C(w, φ)||IP~uα||L2((0,T ),L2(wdx)) ≤ C ′T ||~uα||L∞((0,T )L2(wdx)).
(5.43)

Pour les deuxième et troisième termes, nous n’avons que des contrôles uniformes dans

L2L1(wdx), insuffisants pour conclure directement (le projecteur de Leray est ”seule-

ment” continu de Lp(wdx) dans lui-même pour 1 < p < ∞). Nous devons donc estimer

φIP(~fw
−1
2 ) avec ~f ∈ (L2L1)3 : pour ce faire, nous décomposons

φIP(~fw−1) = φIP(φ̃ ~fw−1) +φIP((1− φ̃)~fw−1) où φ̃ vaut 1 sur un voisinage de Suppφ. La

partie locale est contrôlée car φ̃ ~fw−1 ∈ (L2L1)3 d’où une borne uniforme dans (L2H−s)3

(s > 3
2
) et, par continuité du projecteur de Leray dans (Hs)3 (pour tout s réel), on obtient

bien une borne uniforme de φIP(φ̃ ~fw−1) dans (L2H−2)3.

Pour la partie non locale, on remarque que, pour x ∈ Suppφ on a (pour chaque compo-

sante, encore notée f)∫
|x−y|≥1

f(y)
|x−y|3 (1 + |x|2)

λ
2 dy ≤ C(φ)

∫
|x−y|≥1

f(y)
|x−y|3−λ dy.
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Comme λ ∈ (1; 2), nous avons une convolution de deux fonctions L1. Donc φIP((1 −
φ̃)fw−1) est contrôlé dans (L2L1)3 d’où un contrôle dans (L2H−2)3. Par ailleurs, le terme

αφIP(|~uα|2 ~uα) est contrôlé en α
1
2 .

Nous avons donc le contrôle souhaité, ce qui implique un contrôle uniforme en η et α

(pour α < 1) de φIP~uα dans (Ha(IR× IR3))3 pour un petit a > 0.

Nous pouvons maintenant conclure : d’une part, φ(Id − IP)~uαk → 0 fortement dans

(L2
loc(t, x))3 et d’autre part (à une extraction près), il existe une sous-suite (toujours

notée ~uαk) telle que IP~uαk converge fortement dans (L2((0,∞)× IR3))3
loc, nécessairement

vers ~u (vu que ~uα converge faiblement vers ~u dans (L2L2(wdx))3 et par unicité de la

limite dans D′), d’où le résultat avancé.

De plus, nous avons ~u = IP~u (par continuité de IP dans (L2L2(wdx))3 et convergence

faible de ~uαk vers ~u dans cet espace.)

Une fois la convergence forte montrée, nous pouvons énoncer le théorème de conver-

gence.

Théorème 5.3.3. (convergence vers les équations de Navier-Stokes)

Soit ~u0 ∈ (Ṁ 2,3)3 tel que ~∇.~u0 = 0 et 0 < η < 4α. Il existe une suite αk → 0 telle que

la solution (~uαk , pαk) des équations modifiées de Vishik et Fursikov converge au sens des

distributions vers une solution (~u, p) globale des équations de Navier-Stokes vérifiant :

1) ~u est localement en temps et en espace (L2((0,∞)× IR3))3 ∩ (L2((0,∞), H1(IR3))3

2) ~∇.~u = 0

3) ∂t~u = ∆~u− ~∇.(~u⊗ ~u)− ~∇p dans D′((0,∞)× IR3)

4) ~u(0, .) = ~u0.

5) Plus précisément, ~u est localement (L3L3)3 et la pression p est localement L
3
2L

3
2 .

Démonstration. 1) et 5) Nous avons déjà vu que ~u ∈
⋂

0<t<∞(L∞t L
2
x(w dx))3 et ~∇⊗ ~u ∈⋂

0<t<∞(L2(w dxdt))3×3 ; comme w
−1
2 est dans L∞loc, nous avons la régularité souhaitée

sur ~u (la solution est aussi localement (L3L3)3 car elle est localement (L6L2)3 et (L2L6)3

par les inégalités de Sobolev).

De plus, la pression approchée est contrôlée dans L
3
2L

3
2 (w1dx), donc (à une sous-suite

près), converge faiblement vers une fonction p ∈ L 3
2L

3
2 (w1dx) (dual de l’espace de Banach

séparable L
3
2L

3
2 (w−1

1 dx)). Ainsi, p est localement L
3
2L

3
2 .

2) Nous allons montrer que pour tout T > 0, ~∇~u = 0 sur (0, T ) × IR3. Soit T > 0.

Comme ~∇.~u converge faiblement vers ~∇.~u dans L2((0, T ), L2(wdx)), par passage à la
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limite faible, on a :

||~∇.~u||L2(0,T )L2(wdx) ≤ lim inf α→ 0||~∇.~uα||L2(0,T )L2(wdx)) → 0, (5.44)

car ||~∇.~uα||L2(0,T )L2(wdx)) ≤ CT
√
η, d’où le résultat souhaité.

3) Soit ρ ∈ D((0,∞)× IR3). On sait déjà qu’il existe une suite (αk)k telle que

< ~uαk , ∂tρ+ ∆ρ >→< ~u, ∂tρ+ ∆ρ > ainsi que < pαk ,
~∇ρ >→< p, ~∇ρ > .

Le produit se majore grâce à la convergence forte : de ~uαk , on peut extraire une sous-suite

(toujours notée de la même façon) qui converge fortement vers ~u sur le support de φ dans

L2L2 : contre la convergence faible de ~∇⊗ ~uαk sur ce même support, le produit converge

faiblement.

Donc < (~uαk .
~∇)~uαk , ρ >→< (~u.~∇)~u, ρ >.

La régularité de ~u et le fait qu’il soit à divergence nulle permettent d’écrire que (~u.~∇)~u =

~∇.(~u⊗ ~u). Il reste à traiter la convergence de α < |~uαk |2~uαk , ρ > :

sur le support de ρ, ~uαk converge fortement vers ~u dans (L2L2)3 donc converge fortement

dans (L6L2)3 (elle est localement (L∞L2)3, de par le fait que ~uαk ∈ (L∞((0, T ), L2(wdx)))3

pour tout T > 0). Comme ~uαk est dans (L2L6)3 sur ce même support alors elle converge

fortement localement vers ~u dans (L3L3)3. Donc α < |~uαk |2~uαk , ρ >→ 0.

4) Pour montrer que ~u(0, .) = ~u0, nous procédons exactement comme nous l’avons

déjà fait dans L2
uloc. Soit T > 0 et B une boule de IR3. Étant donné que ~uα(0, .) = ~u0 et

que ~uα est uniformément borné (en α et η) dans (L2((0, T ) × B))3, il suffit de montrer

que ∂t~uα l’est dans (L
3
2 (0, T ), H−2(B))3.

Nous partons de ∂t~uα = ∆~uα − (~uα.~∇)~uα − α|~uα|2~uα + ~∇pα.

Nous avons ∆~uα ∈ (L2((0, T ), H−2(B)))3.

Les termes (~uα.~∇)~uα et α|~uα|2~uα se traitent de la même façon, vu qu’ils sont tous deux

(L2((0, T ), L1(wdx)))3 donc
√
w(~uα.~∇)~uα ∈ (L2((0, T ), H−s))3 (s > 3

2
). Ainsi (~uα.~∇)~uα ∈

(L2((0, T ), H−2(B)))3, tout comme α|~uα|2~uα. Il reste à étudier ~∇pα :

Nous savons que w
2
3
1 pα ∈ L

3
2L

3
2 ⊂ L

3
2H

−1
2 . Donc w

2
3
1 pα ∈ (L

3
2 ((0, T ), H−1(B)))3, donc

~∇pα ∈ (L
3
2 ((0, T ), H−2(B)))3.

On peut maintenant conclure : par convergence faible, la limite ∂t~u ∈ (L
3
2 ((0, T ), H−2(B))3),

donc ~u ∈ C(H−2
loc )3 et ~u(0, .) existe.

On fixe a ∈ D([0, T )) telle que a(0) = 1 et ρ ∈ D(IR3). On écrit∫ T

0

< ~uα(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~uα(0), ρ > −
∫ T

0

< ∂t~uα(t), ρ > a(t) dt. (5.45)
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On fait tendre α vers 0. Les passages à la limite (à une sous-suite près) sont licites grâce

aux contrôles uniformes obtenus. Nous obtenons :∫ T

0

< ~u(t), ρ > ∂ta(t) dt = − < ~u0, ρ > −
∫ T

0

< ∂t~u(t), ρ > a(t) dt (5.46)

soit < ~u(0, .), ρ >=< ~u0, ρ >.

Afin de vérifier que la solution construite est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et

Nirenberg, il reste à montrer que celle-ci vérifie l’inégalité locale de Scheffer. Ceci est

l’objet du dernier paragraphe de cette partie.

5.3.3 Solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Niren-

berg

Comme dans le cas L2, nous avons désormais tous les outils pour vérifier l’inégalité

d’énergie locale (autrement appelée égalité d’énergie de Scheffer).

Théorème 5.3.4. Il existe une mesure µ positive et localement finie telle que

∂t|~u|2 + 2|~∇⊗ ~u|2 = ∆|~u|2 − ~∇.(|~u|2~u)− 2~∇.p~u− µ. (5.47)

Démonstration. Nous partons de l’égalité, vraie dans D′((0,∞)× IR3) :

∂t|~uα|2+2|~∇⊗~uα|2 = ∆|~uα|2− ~∇.(|~uα|2~uα)+(~∇.~u)|~uα|2−2α|~uα|4−
2

η
|~∇.~uα|2+ ~∇.(2pα ~uα)

Elle a bien un sens d’après les contrôles connus sur les intégrales ρ(t), β(t), γ(t) et δ(t),

qui impliquent que ~uα ∈ (L∞L2)3
loc ∩ (L2L6)3

loc ∩ (L4L4)3
loc et pα ∈ (L

3
2L

3
2 )loc

Faisons tendre α→ 0.

a) Pour le passage à le limite, nous partons de la suite (αk)k qui converge vers 0

telle que ~uαk converge fortement vers ~u dans (L2L2)3
loc, avec des bornes uniformes dans

(L∞L2)3
loc∩(L2H1)3

loc (donc convergence forte dans (L3L3)loc) et telle que pαk converge fai-

blement vers p ∈ (L
3
2L

3
2 )loc. On a alors les convergences suivantes dans D′((0,∞)× IR3) :

|~uαk |2 → |~u|2, |~uαk |2~uαk → |~u|2~u et pαk~uαk → p~u (comme produit d’une convergence forte

dans (L3L3)loc par une convergence faible dans son dual).

b) Sous la contrainte η < 4α, la somme −(~∇.~uαk)|~uαk |2 + 2αk|~uαk |4 + 2
η
|~∇.~uαk |2 est

positive. De plus, elle peut être contrôlée par la somme de deux distributions positives

α|~uαk |4 + 1
η
|~∇.~uαk |2.
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Celles-ci sont uniformément contrôlées dans (L1L1)loc contenu dans l’espace des mesures

localement finies (dual de C0, espace de Banach séparable). A une sous-suite près, la

somme−(~∇.~uαk)|~uαk |2+2αk|~uαk |4+ 2
η
|~∇.~uαk |2 converge donc (par application du théorème

de Banach-Alaoglü) vers une mesure µ′ positive localement finie.

c) Comme toutes les distributions convergent, il en va de même pour la dernière

|~∇⊗ ~uαk |2 dans D′.
La même démonstration que dans le cas L2 montre qu’elle converge au sens des distribu-

tions vers |~∇⊗ ~u|2 + µ où µ est une mesure positive localement finie.

Bilan : Soit φ ∈ D((0, T )× IR3) telle que φ ≥ 0. Nous avons donc montré que

2
∫ ∫
|~∇⊗ ~u|2φ dt dx ≤

∫ ∫
|~u|2(∂tφ+ ∆φ) dt dx

+
∫ ∫

(|~u|2 + 2p)(~u.~∇)φ dt dx

Ceci achève la preuve : ces solutions, vérifiant l’égalité d’énergie de Scheffer, sont adaptées

au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg.

5.4 Quelques résultats sur les équations de Navier-

Stokes

Nous terminons ce chapitre par quelques remarques sur les solutions de Navier-Stokes

lorsque la donnée initiale est dans Ṁ 2,3.

5.4.1 Donnée initiale petite

Lorsque la donnée initiale est petite (et à divergence nulle), nous savons qu’il est

possible de construire des solutions auto-similaires (via le formalisme des solutions ”mild”

- les estimations sont données dans le chapitre 2) mais aussi de construire des solutions

faibles globales adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg (grâce à l’approximation

de Leray) telles que

sup
R>0,x0∈IR3,t>0

1

R +
√

t
T0

∫
|x−x0|≤R

|~u(t, x)|2 dx ≤ C0||~u0||2Ṁ 2,3 (5.48)

sup
x0∈IR3,t>0

√
T0

t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤

√
t
T0

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dxds < C0||~u0||2Ṁ 2,3 . (5.49)
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où T0 = 1
C4

0 max(1,||~u0||2
Ṁ 2,3 )

et C0 une constante indépendante de ~u0.

Ces estimations ont un intérêt certain car fournissent une ”classe d’unicité” pour les

équations de Navier-Stokes, comme le montre le théorème suivant.

Théorème 5.4.1. Soit ~u0 ∈ (Ṁ 2,3(IR3))3 tel que ~∇.~u0 = 0. Alors il existe quatre

constantes C0, C1, C2 et ε0 indépendantes de ~u0 telles que si ||~u0||Ṁ 2,3 ≤ ε0 alors :

(A) (Existence) Les équations de Navier-Stokes admettent des solutions adaptées au sens

de Caffarelli, Kohn et Nirenberg définies sur (0,+∞) et vérifiant les majorations sui-

vantes :

sup
x0∈IR3,t>0,t>s>0

1√
t

∫
|x−x0|≤

√
t

|~u(s, x)|2 dx ≤ C0||~u0||2Ṁ 2,3 (5.50)

sup
x0∈IR3,t>0

1√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤

√
t

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dx ds < C0||~u0||2Ṁ 2,3 . (5.51)

(B) (Pression) Soient x0 ∈ IR3 et t > 0 : quitte à modifier la pression p sur (0, t) ×
B(x0,

√
t), elle est contrôlée par

sup
x0∈IR3,R>0

1

t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤

√
t

|p(s, x)|
3
2 dxds < C2||~u0||3Ṁ 2,3 .

(C) (Régularité) La solution ~u précédemment décrite vérifie

sup
t>0

√
t||~u(t, .)||∞ + sup

t>0
||~u||Ṁ 2,3 ≤ C1||~u0||Ṁ 2,3 (5.52)

(D) (Unicité) Si ~u et ~v sont deux solutions adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et

Nirenberg satisfaisant les deux inégalités (5.50) et (5.51) alors ~u = ~v.

(E) (Auto-similarité) Si ~u0 est homogène alors ~u est homogène.

Démonstration.

(A) Lorsque ||~u0||Ṁ 2,3 < 1, le temps T0 ne dépend que de C0 et peut toujours être majoré

par 1 (on peut toujours supposer C0 ≥ 1). D’une part, on applique l’inégalité (5.48) à

R =
√
t′ où 0 < t < t′ : comme (1 + 1√

T0
) = 1 + C2

0 , il vient

sup
R>0,x0∈IR3,0<t<t′

1√
t′

∫
|x−x0|≤

√
t

|~u(t, x)|2 dx ≤ C0(1 + C2
0)||~u0||2Ṁ 2,3 (5.53)

D’autre part, pour u = t
T0

dans l’inégalité (5.49), sachant que T0 ≤ 1, la deuxième

inégalité souhaitée en découle.

Ainsi, sur (0, t)×B(0,
√
t), ~u est contrôlé dans (L6L2)3 ∩ (L2L6)3 avec un contrôle en t

5
12

dans (L6L2)3 et en t
1
4 dans (L2L6)3 : alors il l’est dans (L3L3)3 avec un contrôle en t

1
3

d’où la majoration suivante

sup
x0∈IR3,t>0

1

t

∫ t

0

∫
|x−x0|<

√
t

|~u(s, x)|3 dx ds ≤ C2||~u0||3Ṁ 2,3 (5.54)
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(B) Nous reprenons la démonstration du lemme 32.2 de [34].

Soient x0 ∈ IR3 et t > 0. Nous pouvons écrire la pression sous la forme p(t, x) = p1(t, x)+

p2(t, x) en deux parties (locale et non locale) comme suit :

p1(t, x) = R⊗R.(φ2
x0

(y)(~u(t, y)⊗ ~u(t, y))(x) (5.55)

et

p2(t, x) =

∫
(G(x, y)−G(x0, y))(1− φ2

x0
(y))(~u(t, y)⊗ ~u(t, y)) dy (5.56)

où G désigne (de façon compacte) le noyau de l’opérateur de convolution de Calderón-

Zygmund (associé à R⊗R) et φx0 une fonction régulière à support compact valant 1 sur

B(x0, 2
√
t) et à support dans B(x0, 3

√
t) et x ∈ B(x0,

√
t).

D’un côté, on effectue un pavage de l’espace en cubes d’arêtes 1 pour estimer ||p2||∞ en

fonction de ||~u||L2
uloc

:

||p2||∞ ≤ Ct−
3
2 ||~u||2

L2
uloc

soit ||p2||L 3
2 ((0,t)×B(0,

√
t))
≤ C ′t||~u||2

L2
uloc

.

De l’autre, on utilise la continuité L
3
2 de l’opérateur associé aux transformées de Riesz et

on obtient
||p1||L 3

2 ((0,t)×B(x0,
√
t))
≤ C||φ2

x0
(~u⊗ ~u)||

L
3
2 ((0,3t)×IR3)

≤ C ′t
2
3 ||~u0||2Ṁ 2,3 d’après (5.54)

En regroupant les majorations obtenues sur p1 et p2, on a (B).

(C) Lorsque ~u0 est suffisamment petit, (A) et (B) nous autorisent à utiliser le théorème

de Caffareeli, Kohn et Nirenberg : en reprenant ses notations, pour presque tout x tel

que |x − x0| <
√
t

2
et presque tout s vérifiant 3t

4
< s < t, nous savons que : |~u(s, x)| ≤

C1√
t
||~u0||Ṁ 2,3 . Donc

sup
0<t

√
t||~u(t, .)||∞ ≤ C1||~u0||Ṁ 2,3 . (5.57)

Contrôlons maintenant sup0<t ||~u(t, .)||Ṁ 2,3 .

D’une part, si t < R2 alors 1
R

∫
|x−x0|<R |~u(t, x)|2 dx ≤ C0||~u0||Ṁ 2,3 .

D’autre part, si t ≥ R2 alors l’estimation (5.57) montre que

1

R

∫
|x−x0|<R

|~u(t, x)|2 dx ≤ C1
4πR3

3R2t
||~u0||Ṁ 2,3 ≤ C||~u0||Ṁ 2,3 (5.58)

Ceci prouve bien la régularité souhaitée sur ~u.

(D) Soient (~u, p) et (~v, q) deux couples ayant même donnée initiale dans (Ṁ 2,3)3 et

vérifiant les estimations décrites en (A) (donc dans (B) pour la pression). Nous omettons

la pression en utilisant le projecteur de Leray et notons

B(~f,~g) =

∫ t

0

e(t−s)∆IP~∇.(~f ⊗ ~g) ds (5.59)
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De ~f = ~u− ~v, avec ~u = et∆~u0 −B(~u, ~u) et ~v = et∆~u0 −B(~v,~v).

Alors

~f = −B(~f,~v)−B(~u, ~f). (5.60)

Lorsque T ∈ (0,∞), nous avons l’estimation L2
uloc suivante (L1 ∗ L2

uloc ∈ L2
uloc)

sup
0<t<T

||B(~a,~b)||L2
uloc

+ sup
0<t<T

||B(~a,~b)||L2
uloc
≤ C3 sup

0<t<T
||~a(t, .)||L2

uloc
sup

0<t<T

√
t||~b(t, .)||∞

(5.61)

Ajoutée à

sup
0<t

√
t||~u(t, .)||∞ ≤ C1||~u0||Ṁ 2,3 , (5.62)

il vient sup0<t<T ||~f ||L2
uloc
≤ 2C1C3||~u0||Ṁ 2,3 sup0<t<T ||~f ||L2

uloc
, ce qui assure l’unicité dès

lors que 2C1C3||~u0||Ṁ 2,3 < 1.

(E) Si ~u0 est homogène et ~u est une solution des équations de Navier-Stokes vérifiant

(A) alors λ~u(λ2t, λx) est solution des mêmes équations et vérifie toujours les mêmes

estimations décrites en (A) (par le changement de variables habituel). Par l’unicité

précédemment décrite, ces deux solutions cöıncident.

Dans le cas de notre approximation, nous avons vu que si ~uα,η désignait la solution

des équations modifiées de Vishik et Fursikov alors (voir le paragraphe 1 de ce chapitre)

sup
x0∈IR3,t>0,t>s>0

1√
t

∫
|x−x0|≤

√
t

|~u(t)|2 dx ≤ C0(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)

sup
x0∈IR3,t>0

1√
t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤

√
t

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dx ds < C0(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3).

Comme nous travaillions pour des données initiales grandes, cette majoration suffisait.

Bien entendu, nous aurions pu en obtenir de la forme C0||~u0||2Ṁ 2,3 étant donné que

l’inéquation différentielle (en temps) vérifiée par la solution L2
uloc était la même que celle

obtenue par Lemarié dans [34], chapitre 32 (ici ~u désigne la solution issue du point fixe

de Picard) :

||~u(t)||2
L2
uloc

+ ||~∇⊗ ~u(t)||2
(L2
tL

2
x)uloc

+ α||~u||4
(L4
tL

4
x)uloc

+ 1
η
||~∇.~u)||2

(L2
tL

2
x)uloc

≤ Kη(||~u0||2L2
uloc

+
∫ t

0
[||~u(s)||2

L2
uloc

+ ||~u(s)||6
L2
uloc

] ds.

Rappelons que pour cela, il suffit de contrôler le terme

||~u(s)||2L2
uloc
≤ ||~u0||2L2

uloc
+

||~u(s)||6
L2
uloc

min(1, ||~u0||L2
uloc

)
. (5.63)
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Néanmoins, rien ne nous assure que la solution construite converge vers la solution ~u

construite dans le théorème précédent. En effet, nous ne pouvons directement passer à

la limite dans le cas L2
uloc. Par contre, dans le cas des approximations de Leray, la solu-

tion L2
uloc des approximations de Leray converge vers la limite précédemment décrite : en

effet, par passage à la limite faible, celle-ci vérifie automatiquement les inégalités (5.48)

et (5.49) et est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg, conditions suffisantes

d’unicité lorsque la donnée initiale est petite.

5.4.2 Donnée initiale grande

Nous avons beaucoup moins de résultats connus lorsque la donnée initiale est grande.

Nous savons désormais qu’ (au moins) deux approximations (de Leray et de Vishik et

Fursikov modifié) convergent vers une solution ~u.

Proposition 5.4.2. Soit ~u0 ∈ (Ṁ 2,3(IR3))3 tel que ~∇.~u0 = 0. Soit ~u une solution adaptée

au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg définies sur (0,+∞) et vérifiant les majorations

suivantes

sup
x0∈IR3,R>0,t>0

1

R +
√

t
T0

∫
|x−x0|≤R

|~u(t, x)|2 dx ≤ C0||~u0||2Ṁ 2,3 (5.64)

sup
x0∈IR3,t>0

√
T0

t

∫ t

0

∫
|x−x0|≤

√
t
T0

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dx ds < C0||~u0||2Ṁ 2,3 . (5.65)

alors pour tout T > 0 et tout compact K ⊂ IR3, ~u ∈ L1
tL
∞
x ((0, T )×K).

Démonstration. Nous définissons la fonction wK ∈ D(IR3) égale à 1 sur {x ∈ IR3|d(x,K) ≤
1}. Nous souhaitons contrôler, dans (0, T )×K :

~u = et∆~u0 −B(wK~u, ~u)−B((1− wK)~u, ~u) (5.66)

Nous savons que |et∆~u0| ≤ C√
t
||~u0||Ṁ 2,3 (inégalité vue dans le chapitre 2) De par la

définition de wK et les estimations usuelles L2
uloc (pavage de l’espace en cubes d’arêtes 1),

nous avons :

|B((1− wK)~u, ~u)| ≤ C

∫ t

0

∫
|x−y|≥1

1

|x− y|4
|~u(s, y)| dyds ≤ C ′t sup

0<s<t
||~u(s)||2L2

uloc
(5.67)

Il reste à contrôler B(wK~u, ~u) : si K1 désigne le support de wK , on a ~u ∈ (L2Ḣ 1)3 sur

(0, T )×K1 donc ~u⊗~u ∈ (L1Ḃ
1
2
,1

2 )3×3 donc 1
∆

IP~∇.(wK~u⊗~u) ∈ (L1Ḃ
3
2
,1

2 )3 sur (0, T )× IR3.
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Comme Ḃ
3
2
,1

2 ⊂ L∞, il vient∫ T

0

||~u||2∞ dt ≤
∫ T

0

||~u||2
Ḃ

3
2 ,1

2

dt ≤ CK

∫ T

0

∫
K1

|~u(x, t)|2 + |~∇⊗ ~u(x, t)|2 dx dt <∞

(5.68)

Ceci termine la preuve.

Lorsque la donnée initiale est dans E3
2 (E2 désigne la fermeture de D(IR3) dans L2

uloc),

on peut montrer que, p.p. t > 0, ~u(t, .) est dans L∞.

De plus, si ~u0 est homogène (nécessairement ~u0 ∈ E2, voir [34]) alors ~u(1, .) est une

fonction bornée (cf [36]).

Grujic a de son côté prouvé dans [25] que toute solution auto-similaire adaptée au sens

de Caffarelli, Kohn et Nirenberg vérifiait : ~u(1, .) est bornée sur tout compact de IR3.
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Chapitre 6

Conclusion

L’étude du modèle modifié de Vishik et Fursikov a fourni des solutions globales aux

équations de Navier-Stokes et adaptées au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg lorsque la

donnée initiale est grande dans Ṁ 2,3 (ainsi que dans L2). Dans les deux cas, pour prouver

ces convergences, l’idée a été de contrôler la pression grâce au théorème de régularité

maximale du noyau de la chaleur, en utilisant les propriétés relatives aux opérateurs

d’intégrale singulière.

6.1 Une approximation adaptée au formalisme des

solutions ”mild”

Contrairement à l’approximation de Leray, ce modèle est inadapté au formalisme des

solutions milds lorsque la donnée initiale est petite dans un espace critique. La présence

de la pénalisation α|~u|2~u est un outil essentiel pour établir une égalité d’énergie mais

empêche les majorations habituelles via le formalisme des solutions ”mild”. Une première

question est de savoir s’il est possible, en conservant cette expression de la pression,

d’adapter cette approximation pour construire des solutions auto-similaires (lorsque la

donnée initiale est petite) et qui convergent vers les équations de Navier-Stokes, via le

formalisme des solutions ”mild”.

Si on enlève cette pénalisation et si l’on écrit le terme bilinéaire sous la forme de divergence

d’un produit tensoriel (forme généralement utilisée pour l’étude des solutions ”mild”),

l’approximation devient{
∂t~uη = ∆~uη − ~∇.(~uη ⊗ ~uη) + 1

η
~∇(~∇.~uη)

~u(0, .) = ~u0.
(6.1)
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La pression est toujours donnée par pη = − 1
η
~∇.~uη et ~∇.~uη 6= 0.

L’espace de Besov Ḃ
3
q
−1,∞

q (lorsque q ∈ [1, 3)) est adapté à la recherche de solutions

auto-similaires (on peut remarquer que 1
|x| ∈ Ḃ

3
q
−1,∞

q lorsque q ≥ 1) : en le considérant,

nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 6.1.1. Soit q ∈ [1, 3). Il existe une constante Cq telle que, pour tout ~u0 ∈
(Ḃ

3
q
−1,∞

q )3 tel que ~∇.~u0 = 0 et ||~u0||
Ḃ

3
q−1,∞
q

≤ Cq alors :

(A) (Existence pour les équations de Navier-Stokes) Les équations de Navier-Stokes ont

une unique solution ~u ∈ (0,+∞)× IR3 telle que

sup
t>0
||~u(t, .)||

Ḃ
3
q−1,∞
q

≤ 2||~u0||
Ḃ

3
q−1,∞
q

(6.2)

La pression est donnée par ~∇p = −
∑i=3

i=1

∑j=3
j=1

~∇ 1
∆
∂i∂j(uiuj).

(B) (Existence de solutions au modèle approché) Pour tout η > 0, les équations (6.1) ont

une unique solution ~uη ∈ (0,+∞)× IR3 tel que

sup
t>0
||~uη(t, .)||

Ḃ
3
q−1,∞
q

≤ 2||~u0||
Ḃ

3
q−1,∞
q

(6.3)

(C) (Auto-similarité) Si ~u0 est homogène alors ~uη et ~u sont auto-similaires.

(D) (Convergence) Lorsque η → 0, le couple solution (~uη, pη) des équations (6.1) converge

vers le couple (~u, p) solution des équations de Navier-Stokes.

Démonstration. Pour prouver (A), (B) (et donc (C)) l’idée est de contrôler les termes (en

particulier la pression) grâce à l’opérateurA du théorème de régularité maximale du noyau

de la chaleur : dans le principe, c’est exactement ce qui a été fait pour montrer la conver-

gence de la pression dans les cas L2 et Ṁ 2,3. On rappelle que Af =
∫ t

0
e(t−s)∆∆f(s, .) ds.

Le couple (~u, p) est solution des équations de Navier-Stokes avec ~u ∈ (Ḃ
3
q
−1,∞

q )3 et

p ∈ Ḃ
3
q
−2,∞

q si et seulement si{
~u = et∆~u0 − A( 1

∆
~∇.(~u⊗ ~u))− A( 1

∆
~∇p)

p = − 1
∆
~∇⊗ ~∇.(~u⊗ ~u).

(6.4)

Nous souhaitons appliquer l’algorithme du point fixe à l’opérateur bilinéaire

C(~u,~v) = A(
1

∆
~∇.(~u⊗ ~u))− A(

1

∆
~∇(

1

~∇
~∇⊗ ~∇.(~u⊗ ~u))). (6.5)

Pour ce faire, nous utilisons les estimations suivantes, dûes au paraproduit de Bony et

aux inégalités de Bernstein (on pourra se référer à [13] ou [34])

||fg||
Ḃ

3
q−2,∞
q

≤ Cq||f ||
Ḃ

3
q−1,∞
q

||g||
Ḃ

3
q−1,∞
q

(6.6)
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|| 1
∆
∂if ||

Ḃ
3
q−2,∞
q

≤ Cq||f ||
Ḃ

3
q−2,∞
q

(6.7)

|| 1
∆
∂i∂jf ||

Ḃ
3
q−2,∞
q

≤ Cq||f ||
Ḃ

3
q−2,∞
q

(6.8)

||Af ||
L∞t Ḃ

3
q−1,∞
q

≤ Cq||f ||
L∞t Ḃ

3
q−1,∞
q

(6.9)

et

||Af ||
L∞t Ḃ

3
q−2,∞
q

≤ Cq||f ||
L∞t Ḃ

3
q−2,∞
q

(6.10)

Si ~u0 est petit en norme (Ḃ
3
q
−2,∞

q )3 alors nous pouvons trouver une solution ~u satisfaisant

~u = et∆~u0 − C(~u, ~u) et vérifiant (A).

Pour (B), on procède de la même façon : le couple (~uη, pη) est solution de (6.1) si et

seulement si {
~uη = et∆~u0 − A( 1

∆
~∇.(~uη ⊗ ~uη))− A( 1

∆
~∇pη)

pη(t) = 1
η

∫ t
0
e(t−s)(1+ 1

η
)∆~∇⊗ ~∇.(~uη ⊗ ~uη) ds.

(6.11)

Nous rappelons que la deuxième formulation est obtenue en prenant la divergence de ~uη

dans la première équation (sachant que p0 = 0) :

∂tpη = (1 +
1

η
)∆pη +

1

η
~∇⊗ ~∇.(~uη ⊗ ~uη). (6.12)

Pour faire apparaitre l’opérateur A dans l’expression de pη, introduisons l’opérateur

(τλf)(t, x) = f(τt, x). Par le changement de variable σ = s(1 + 1
η
), on obtient

pη =
1

1 + η
τ1+ 1

η
A(

1

∆
~∇⊗ ~∇.(τ−1

1+ 1
η

~uη ⊗ τ−1
1+ 1

η

~uη)) (6.13)

Nous pouvons conclure : les estimations précédentes ajoutées à

||τλf ||
L∞t Ḃ

3
q−1,∞
q

= ||f ||
L∞t Ḃ

3
q−1,∞
q

(6.14)

et

||τλf ||
L∞t Ḃ

3
q−2,∞
q

= ||f ||
L∞t Ḃ

3
q−2,∞
q

(6.15)

induisent (B) et donc (C).

Montrons (D). De par (B), ~uη est uniformément borné dans (L∞Ḃ
3
q
−1,∞

q )3 tout comme

pη dans L∞t Ḃ
3
q
−2,∞

q alors ils (chaque composante scalaire) appartiennent à un ensemble

relativement compact de D′((0,+∞)× IR3).

Pour montrer la convergence, il suffit de prouver que si (~v, q) est une limite d’une certaine

suite (~uηk , pηk) alors ~v = ~u et q = p. De par l’unicité obtenue en (A), il suffit même de

prouver que (~v, q) est solution des équations de Navier-Stokes. Cela se fait comme dans les
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cas L2 et Ṁ 2,3 : les passages à la limite de ∂t~uηk et ∆~uηk ne posent pas de problème. Pour

le terme bilinéaire, nous avons besoin d’une convergence forte : comme ~uη est borné dans

(L∞Ḃ
3
q
−1,∞

q )3 et ∂t~uη l’est dans (L∞Ḃ
3
q
−3,∞

q )3, il existe α < 0 < β tels que ~uη ∈ (L2Ḣ β)3

et ∂t~uη ∈ (L2Hα)3 ce qui assure la convergence forte dans L2
t,x(K) pour tout compact K.

Ainsi ~v vérifie ∂t~v = ∆~v − ~∇.(~v ⊗ ~v)− ~∇q, ~∇.~v = 0 puisque ~∇.~v = limηk→0 ηkpηk = 0 (pη

est uniformément borné dans L∞Ḃ
3
q
−2,∞

q ) et est petite en norme (L∞Ḃ
3
q
−1,∞

q )3 ; comme

~v est alors régulière pour tout t > 0, on a donc ~∇.(~v ⊗ ~v) = (~v.~∇)~v.

6.2 Perspectives

Suite à ces travaux, trois axes de recherche paraissent envisageables :

1) La méthode de construction de solutions globales, proposée dans le premier paragraphe

du chapitre 5 (lorsque la donnée initiale est dans un espace adapté à la recherche des

solutions auto-similaires, par exemple (Ṁ 2,3)3) permet d’envisager d’autres modèles ap-

prochant les équations de Navier-Stokes préservant le changement d’échelle et une égalité

d’énergie : enlever la condition liant α et η pourrait peut-être s’avérer intéressant dans

l’idée de les faire tendre indépendamment vers 0.

2) Lorsque la donnée initiale est dans (Ṁ 2,3)3, considérons l’ensemble suivant :

Σ =

{
~u ∈ (L∞L2)((0,∞)× IR3)loc ∩ (L2H1)((0,∞)× IR3)loc;

∂t~u = ∆~u− ~∇.(~u⊗ ~u)− ~∇p;
~∇.~u = 0;

~u(0, .) = ~u0;

supR>0,x0∈IR3,t>0
1

R+
√

t
T0

∫
|x−x0|≤R |~u(t, x)|2 dx ≤ C0||~u0||2Ṁ 2,3 ;

supx0∈IR3,t>0

√
T0

t

∫ t
0

∫
|x−x0|≤

√
t
T0

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dxds < C0||~u0||2Ṁ 2,3 ;

~u est adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg

}
.

(où T0 = T (||~u0||Ṁ 2,3) et C0 une constante indépendante de ~u0).

C’est un compact (puisque nous avons toutes les majorations pour appliquer le passage à

la limite faible et le lemme de Fatou nous assure la préservation des inégalités d’énergie)

réduit à un point lorsque la donnée initiale est petite (c’est une conséquence du théorème

(5.4.1)) : ceci nous donne donc une ”classe d’unicité” plus large que celle obtenue par le

formalisme des solutions ”mild”. Le modèle scalaire (étudié dans le chapitre 2) répond-il

à cette classe d’unicité ? Nous avons déjà construit une solution globale vérifiant une

inégalité d’énergie (de type Scheffer). La question devient donc : existe-t-il un critère de
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Caffarelli, Kohn et Nirenberg associé à cette équation ?

3) Pour chercher à construire des solutions auto-similaires lorsque la donnée initiale est

grande dans (Ṁ 2,3)3, il semble difficile de travailler directement sur le compact Σ. En

effet, l’auto-similarité étant intimement liée à l’unicité, l’étude directe des équations de

Navier-Stokes fournit peu d’indications car nous n’avons même pas d’égalité d’énergie.

En travaillant à l’étage supérieur (celui correspondant aux solutions des équations d’une

approximation), les chances de conclure semblent plus grandes. Prenons l’exemple des

équations modifiées de Vishik et Fursikov et regardons l’ensemble compact :

Σα,η =

{
~uα,η ∈ (L∞L2)((0,∞)× IR3)loc ∩ (L2H1)loc ∩ (L4L4)loc;

∂t~uα,η = ∆~uα,η − (~uα,η.~∇)~uα,η − α|~uα,η|2~uα,η + 1
η
~∇(~∇.~uα,η);

~u(0, .) = ~u0;

supR>0,x0∈IR3,t>0
1

R+
√

t
T0,η

∫
|x−x0|≤R |~u(t, x)|2 dx ≤ C0(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3);

supx0∈IR3,t>0

√
T0,η

t

∫ t
0

∫
|x−x0|≤

√
t

T0,η

|~∇⊗ ~u(s, x)|2 dx ds < C0(1 + ||~u0||2Ṁ 2,3)

}
.

où T0 = T (||~u0||Ṁ 2,3 , η) et C0 une constante indépendante de ~u0.

Si nous trouvions des solutions auto-similaires à cet étage (pour toutes valeurs de α > 0

et η > 0) alors, par passage à la limite faible (il y a convergence faible dans L∞L2(wdx)),

nous aurions aussi des solutions auto-similaires aux équations de Navier-Stokes. A ce

stade, la régularité connue sur ~uα,η permet l’obtention d’une égalité d’énergie (et d’un

résultat partiel d’unicité) et nous affranchit des opérateurs d’intégrale singulière : en effet,

le théorème de régularité maximale du noyau de la chaleur n’est utile que lors du passage à

la limite de la pression, principale difficulté pour faire converger le modèle. Il faudrait donc

trouver une idée dissociant la recherche de l’unicité à celle des solutions auto-similaires

et fournissant des indications topologiques nouvelles concernant ce compact Σα,η : il ne

reste plus qu’à la trouver...l’étude de fonctionnelles pouvant être un axe de recherche.
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Annexe A

Commutateur de Calderón -

Continuité du projecteur de Leray

A.1 Commutateur de Calderón

Nous souhaitons montrer dans ce paragraphe que si φ désigne une fonction-test alors

le commutateur [φ,Λ] est un opérateur de Calderón-Zygmund, donc continu de Lp dans

Lp. Nous rappelons que ces commutateurs ont permis d’estimer a priori la vitesse lorsque

la donnée initiale est L2
uloc dans l’équation scalaire étudiée dans le chapitre 2 : cet ou-

til permit de gagner une dérivée dans les estimations. Rappelons, à cet effet, certaines

définitions qui seront utiles dans ce paragraphe et l’annexe B.

Définition A.1.1. Un opérateur d’intégrale singulière de classe ε est un opérateur linéaire

continu de D(IRn) dans D′(IRn) pour lequel il existe un noyau K défini sur IRn× IRn−D
(où D désigne la diagonale {x = y}) vérifiant :

i) Pour tous f et g dans D(IRn) tels que Suppf ∩ Suppg alors

< Tf, g >=

∫ ∫
K(x, y)f(y)g(x) dy dx

ii) Il existe une constante C > 0 telle que :

|K(x, y)| ≤ C

|x− y|n
pour x 6= 0 (A.1)

|K(x, y)−K(x′, y)| ≤ C|x− x′|ε

|x− y|n+ε
pour |x− x′| ≤ |x− y|

2
(A.2)

|K(x, y)−K(x, y′)| ≤ C|y − y′|ε

|x− y|n+ε
pour |y − y′| ≤ |x− y|

2
(A.3)
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On dit que K est un noyau de convolution lorsque K(x, y) = K(x− y).

Un opérateur de Calderón-Zygmund est un opérateur d’intégrale singulière borné sur

L2(IRn).

Lorsque f ∈ L2 et à support compact alors un opérateur T de Calderón-Zygmund

peut s’écrire sous la forme Tf(x) =
∫
K(x − y)f(y) dy pour presque tout x en dehors

du support de f .

Deux exemples usuels (et fréquemment utilisés dans ce mémoire) de tels opérateurs

sont celui de Riesz et du projecteur de Leray. Un résultat essentiel est que tout opérateur

de Calderón-Zygmund est continu de Lp dans Lp pour 1 < p <∞ et de L∞ dans BMO.

Rappelons le théorème de David et Journé, qui permet de prouver qu’un opérateur

d’intégrale singulière est de Calderón-Zygmund sans devoir montrer qu’il est borné dans

L2. Introduisons les espaces faiblement continus.

Définition A.1.2. Un opérateur linéaire T de D(IRn) dans D′(IRn) est dit faiblement

continu s’il existe une constante C > 0 et un entier N tels que pour tout x0 ∈ IRn, pour

R > 0 et toutes fonctions f et g dans D(IRn) à support dans B(0; 1) on ait :

| < T (fx0,R)|gx0,R > | ≤ C(
∑
|α|≤N

R|α|||∂αfx0,R||2)(
∑
|α|≤N

R|α|||∂αgx0,R||2) (A.4)

avec fx0,R = f(R−1(x− x0)) et gx0,R = g(R−1(x− x0)).

Définition A.1.3. Soit T un opérateur d’intégrale singulière. On définit T (1) ∈ D′(IRn)/IC

par

< T (1), ψ >= lim
R→+∞

< T (φ(
x

R
))|ψ > ∀ψ ∈ D(IRn) tel que

∫
ψ(x) dx = 0. (A.5)

où φ est une fonction de D(IRn) arbitraire égale à 1 au voisinage de 0.

Le théorème de David et Journé [20] nous dit alors que :

Théorème A.1.4. Soit T un opérateur d’intégrale singulière. T est borné dans L2(IRn) si

et seulement si T est faiblement borné et T (1), T ∗(1) appartiennent l’espace BMO(IRn).

Nous allons utiliser ce théorème pour prouver que le commutateur de Calderón [λ, φ]

(avec φ ∈ D(IRn)) est un opérateur de Calderón-Zygmund.

A cet effet, rappelons que :

Lemme A.1.5. Lorsque 0 < β < 2, Λβu = cβv.p.
∫ u(x−y)−u(x)

|y|n+β dx pour u ∈ D(IRn).
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Remarque : La valeur principale est inutile lorsque 0 < β < 1. En effet, pour |y| ≤ 1, on

a |u(x−y)−u(y)|
|y|n+β ≤ ||~∇u||∞

|y|n−1+β alors que pour |y| ≥ 1, on a |u(x−y)−u(y)|
|y|n+β ≤ 2||u||∞

|y|n+β .

Lorsque 1 ≤ β < 2, le terme à l’infini ne pose pas de problème (car est intégrable) mais

près de l’origine, pour ε ≤ |x− y| ≤ 1, on a :

u(x)− u(y)

|x− y|n+β
=
~∇u(x).(x− y)

|x− y|n+β
+O(

1

|x− y|n+β−2
).

Comme
∫
ε≤|x−y|≤1

~∇u(x).(x−y)
|x−y|n+β dy = 0, l’intégrale converge à l’origine dès lors que β < 2.

Démonstration. On définit la distribution< T, u >= v.p.
∫ u(x)−u(0)

|x|n+β dx. Comme T ∗u =<

T, u(. − x) >, la question posée devient : a-t-on T̂ = cβ |̂ξ|β au sens des distributions ?

On vérifie (par changement de variable) que λ−n < T (x
λ
), u >= λβ < T, φ > et que pour

toute rotation R < T, u(Rx) >=< T, u >. Autrement dit, T est radiale et homogène

de degré (n + β). Par passage en Fourier, T̂ est homogène de degré β donc T̂ |̂ξ|−β est

constante dans D′(IRn − {0}). Dans D′(IRn), on a alors T̂ = Cβ |̂ξ|−β + R avec R radiale

et homogène de degré β > 0. Comme R est à support dans {0}, c’est une somme (de

dérivées) de masses de Dirac de degré β > 0, donc R est nulle. On a bien l’expression

voulue.

Passons maintenant au résultat de cette partie :

Théorème A.1.6. Le commutateur de Calderón T = [Λ, φ] (où φ ∈ D(IRn)) est un

opérateur de Calderón-Zygmund et donc borné de Lp dans Lp pour 1 < p <∞.

Démonstration. D’après le lemme précédent, un calcul direct montre que, lorsque f ∈
D(IRn) et g ∈ D(IRn) (à valeurs réelles) alors le noyau de l’opérateur T est donné par (en

dehors de la diagonale {x = y})

< T (f), g >= C

∫ ∫
f(y)(φ(y)− φ(x))

|y − x|n+1
g(x) dx dy

Le noyau de T est donc donné (en dehors de la diagonale) par la fonction K(x, y) =

C φ(y)−φ(x)
|y−x|n+1 . Sachant que ~∇φ est borné, c’est un opérateur d’intégrale singulière. Appli-

quons le théorème de David et Journé.

T est faiblement continu : en remarquant que [Λ, φ] = [Λ, φ− φ(x0)] et en reprenant les

notations de la définition (A.1.2), on a :

| < T (fx0,R)|gx0,R > | ≤ C||~∇φ||∞R||~∇(fx0,R)||2||~∇(gx0,R)||2

les transformées de Riesz étant continues de L2 dans L2. D’autre part T (1) = −T ∗(1) :

si nous montrons que T ∗(1) =
∑n

i=1Ri∂iφ alors T ∗(1) ∈ BMO vu que les transformées
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de Riesz envoient L∞ dans BMO.

Soit u ∈ D(IRn) tel que
∫
u dx = 0 : on écrit

[Λ, φ]u =
∑i=n

i=1 ∂iRi(φu)−
∑n

i=1 ∂i(φRiu) +
∑n

i=1(∂iφ)Ri(u).

L’intérêt de cette décomposition est d’annuler par passage à la limite tous les termes

ayant une dérivée. En effet, pour une fonction test ρ, lorsque p est un entier tel que

1 < p <∞ et q désigne son conjugué, on a successivement :

| < ρ(
x

R
)|∂iRi(φu) > | ≤ C||φu||p||∂iρ||qR−1+n

q

| < ρ(
x

R
)|∂i(φRiu)| ≤ C||φ||∞||u||p||∂iρ||qR−1+n

q

Pour que ces expressions tendent vers 0, il suffit de prendre q > n soit p ∈]1; n
n−1

[. Nous

obtenons donc

lim
R→∞

< ρ(
x

R
)|T (u) >= lim

R→∞
< ρ(

x

R
)|

n∑
i=1

(∂iφ)Ri(u) >

ce qui donne l’expression de T ∗(1) souhaitée (car R∗i = −Ri et φ est à valeurs réelles).

En conséquence, le commutateur de Calderón-Zygmund est continu de Lp dans Lp

(1 < p <∞) avec une norme majorée par ||~∇φ||∞.

A.2 Étude de la continuité du projecteur de Leray

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier la continuité du projecteur de Leray

dans les espaces étudiés dans cette thèse. Nous nous plaçons dans IRn (avec n ≥ 2).

A.2.1 L’espace L2
uloc

Appelons L le noyau de l’opérateur de convolution (Id − IP) = ~∇ 1
∆
~∇.. Nous savons

que L = ~∇⊗ Cnx
|x|n = Cn

|x|n+2 (δi,j − nxixj)1≤i,j≤n.

Nous avons évidemment (tout du moins formellement) :

(Id− IP)~f = (v.p.L) ∗ ~f = (v.p.L(x)1I|x|≤1) ∗ ~f + (L(x)1I|x|≥1) ∗ ~f.

Lemme A.2.1. L’opérateur de convolution avec le noyau v.p.L(x)1I|x|≤1 est continu de

(L2
uloc)

n dans lui-même.

Démonstration. Comme tout se passe localement (car le noyau est à support compact),

nous allons utiliser la continuité de IP sur (L2)n. Traitons composante par composante
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(par abus de langage, nous noterons toujours L le terme Li,j) : Soit f ∈ L2
uloc. On écrit

||f ∗ (v.p.L(x)1I|x|≤1)||L2(B(x0,1) = ||f1IB(x0,2) ∗ (v.p.L(x)1I|x|≤1)||L2(B(x0,1)

≤ ||f1IB(x0,2) ∗ (v.p.L(x))||L2

+||f1IB(x0,2) ∗ (v.p.L(x)1I|x|≥1)||L2(B(x0,1)

≤ ||f ||L2(B(x0,2) + ||f1IB(x0,2) ∗ (v.p.L(x)1I|x|≥1)||L∞(B(x0,1)

≤ ||f ||L2(B(x0,2) + C
∫
B(x0,2)

|f(y)| dy

≤ C||f ||L2
uloc

Nous avons aussi utilisé le fait que le noyau (v.p.L(x)1I|x|≥1) est borné.

Proposition A.2.2. Le projecteur de Leray n’est pas continu de (L2
uloc(R

n))n dans lui-

même, ni même modulo les constantes.

Démonstration. D’après le lemme précédent, il reste à montrer que la convolution avec

L(x)1I|x|≥1 n’est pas continue sur (L2
uloc(IR

n))n. Pour cela, il suffit de travailler sur une

composante de L ; considérons par exemple (pour enlever la partie identité)

L1,2(x) =
−nCnx1x2

|x|n+2
.

Notons, lorsque f ∈ (L2
uloc)

n, l’opérateur Tf(x) =
∫
|y|≥1

f(x− y) y1y2

|y|n+2 dy.

Pour exhiber un contre-exemple, considérons fN(x) = 1I[−N ;0]n . On a bien entendu :

||fN ||L2
uloc

= 1.

Soit x ∈ [1; 2]n. On a

TfN(x) =

∫
y∈x+[0,N ]n

y1y2

|y|n+2
dy ≥

∫
y∈[2,N ]n

y1y2

|y|n+2
dy.

Posons N = 2p et décomposons l’intégrale sur une somme de cubes :

TfN(x) ≥
∑k=p−1

k=1

∫
y∈[2k,2k+1]n

y1y2

|y|n+2 dy

≥
∑k=p−1

k=1

∫
z∈[1,2]n

z1z2
|z|n+2 dz = (p− 1)A.

par changement de variables y = 2kz, en notant A > 0 la valeur de la dernière intégrale.

Ainsi ||TfN ||L2
uloc
≥ ||TfN ||L2([1;2]n) ≥ (p− 1)A ≥ C lnN.

Ceci montre qu’il n’y a pas continuité dans (L2
uloc)

n. Avec le même exemple, nous pouvons

aller un peu plus loin et montrer que la continuité n’est pas assurée si on enlève les

constantes.

Lorsque |x| → +∞, on a |TfN(x)| → 0. En effet, il suffit d’appliquer le passage à la limite

sous l’intégrale (possible car TfN est la convolée de deux foncions L2(IRn) puisqu’on

intègre en dehors de 0).
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Ainsi, lorsque R est suffisamment grand on a ||TfN ||L2([R;R+1]n) ≤ 1.

Pour toute constante c, il vient :

||TfN − c||L2
uloc

≥ max(||TfN − c||L2([1;2]n); ||TfN − c||L2([R;R+1]n))

≥ 1
2
(||TfN − c||L2([1;2]n) − ||TfN − c||L2([R;R+1]n))

≥ (p−1)A−1
2

Ceci montre aussi que T n’est pas continu de L2
uloc → L2

uloc/{ctes}.

A.2.2 L’espace à poids Lp(w)

Lemme A.2.3. Lorsque 0 < λ < n, le projecteur de Leray est continu de (Lp(wdx))n

dans (Lp(wdx))n avec 1 < p <∞.

Nous rappelons que le poids w(x) = (1+ |x|2)−
λ
2 a été introduit dans le chapitre Ṁ 2,3.

Comme wλ ∈ Ap (voir l’annexe B sur les classes de Muckenhoupt) alors le projecteur de

Leray (opérateur de Calderón-Zygmund) est continu de (Lp(wdx))n dans (Lp(wdx))n. Ce

lemme nous a été utile dans le cas p = 2 pour montrer la convergence de l’approximation

vers les équations de Navier-Stokes. On peut remarquer que la continuité ne perdure pas

si l’exposant λ > n.

Lemme A.2.4. Lorsque λ > n, le projecteur de Leray n’est pas continu de (L2(wdx))n

dans lui-même.

La raison vient du fait que le poids w n’appartient plus à la classe de A2.

Démonstration. Le même contre-exemple que dans L2
uloc fonctionne ici. Considérons tou-

jours fN = 1I[−N ;0]n . On a bien entendu ||fN ||L2(wdx) <∞.

Comme TfN(x) ≥ (p − 1)A, alors ||TfN ||L2(wdx) ≥ lnN où A′ = A(
∫

(1 + |x|2)−
λ
2 dx)

1
2 .

Autrement dit, ||TfN ||L2(wdx) tend vers ∞.

Pour achever la preuve, il reste à montrer que l’opérateur de convolution avec le noyau

v.p.L(x)1I|x|≤1 est continu sur (L2(wdx))n.

Nous traitons composante par composante : soit f ∈ L2(wdx). Cela se vérifie en décomposant

l’intégrale sur une somme de cubes d’arête 1 pour utiliser la continuité de IP dans L2 (car

tout se passe localement) :

||f ∗ v.p.L(x)1I|x|≤1||2L2(wdx) ≤ C
∑

k∈Zn
||f∗v.p.L(x)1I|x|≤1||2L2(k+[0;1])n)

(1+|k|2)
λ
2

≤ C
∑

k∈Zn
||f ||2

L2(k+[−1;2]n)

(1+|k|2)
λ
2

≤ C||f ||2L2(wdx)

(A.6)
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A.2.3 L’espace Ṁ p,q

Proposition A.2.5. Le projecteur de Leray est continu de (Ṁ p,q)n dans lui-même lorsque

1 < p ≤ q <∞.

Remarque : Pour p = q, c’est évident puisque l’on retrouve les espaces Lp.

Démonstration. Soit f ∈ Ṁ p,q(IRn). Étudions Rf =
∫
K(x, y)f(y)dy où K est tel que

K(x, y)| ≤ C 1
|x−y|n .

Soit B = B(x,R). Comme d’habitude, nous décomposons f = 1I3Bf + 1Ic3Bf = f1 + f2.

La partie locale se traite facilement car f1 ∈ Lp : par continuité du projecteur de Leray

de Lp dans lui-même, on a ||Rf1||Lp(B) ≤ ||Rf1||Lp ≤ C(p)||f1||Lp , donc :

||Rf1||Ṁ p,q ≤ C ′(p)||f ||Ṁ p,q .

Pour étudier Rf2 lorsque x ∈ B, on remarque que : Rf2(x) =
∫
|x−y|>2R

f(y)
|x−y|ndy. Nous

allons alors majorer la norme L∞ de R2 en intégrant sur des couronnes :

|Rf2(x)| ≤
∑∞

j=1

∫
2jR<|x−y|<2j+1R

|f(y)|
|x−y|ndy

≤ 2n
∑∞

j=1
1

(2jR)n

∫
2jR<|x−y|<2j+1R

|f(y)|dy

Par l’inégalité de Hölder,
∫
B(x;2j+1R)

|f(y)|dy ≤ (2jR)n(1− 1
p

)||f ||Lp(B(x;2j+1R)), d’où :

|Rf2(x)| ≤ CnR
−n
q ||f ||Ṁ p,q

∞∑
j=1

2−nj
1
q

La somme converge et nous avons, grâce à ||Rf2||Lp(B) ≤ C ′nR
n
p ||Rf2||∞, la deuxième

estimation voulue : ||Rf2||Ṁ p,q ≤ C ′n||f ||Ṁ p,q .

A.2.4 L’espace Lp,∞, 1 < p <∞

Proposition A.2.6. Le projecteur de Leray est continu de (Lp,∞)n dans lui-même lorsque

1 < p <∞.

Démonstration. Nous ne pouvons utiliser directement de l’interpolation

Lp,∞ = [L1, L∞]1− 1
p
,∞

vu que la continuité du projecteur de Leray n’est pas assurée dans ces cas limites. Nous

utilisons alors Lp,∞ = [Lp0 , Lp1 ]θ,∞ où θ =
1
p0
− 1
p

1
p0
− 1
p1

avec 1 < p0 < p < p1, ce qui permet de

conclure.
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Annexe B

Classes de Muckenhoupt

B.1 Définition et premières propriétés

Définition B.1.1. Soit f une fonction positive localement intégrable non nulle. On dit

que f ∈ Ap (appelée p-classe de Muckenhoupt) lorsque 1 < p < +∞ s’il existe une

constante positive A telle que pour toute boule B, f satisfasse l’inégalité

(
1

|B|

∫
B

f(x) dx)(
1

|B|

∫
B

f(x)
−p′
p dx)

p
p′ ≤ A (B.1)

(avec 1
p

+ 1
p′

= 1)

Remarques

Si w ∈ Ap alors sa dilatée wδ ∈ Ap (wδ(x) = w(δx), pour δ > 0).

De même, si w ∈ Ap alors sa translatée τhw ∈ Ap (τhw(x) = w(x− h)).

Si w ∈ Ap alors σ = w−
p′
p ∈ A′p. Cette propriété de ”dualité” montre essentiellement que

le passage de w à σ inverse l’ordre des facteurs dans l’inégalité ((B.1).

Une définition équivalente est donnée par la proposition ci-dessous.

Proposition B.1.2. On dit qu’un poids w ∈ Ap si et seulement si w est localement

intégrable et vérifie

(fB)p ≤ c

w(B)

∫
B

fpw(x) dx (B.2)

pour toute fonction positive f et toute boule B.

Nous notons fB = 1
|B|

∫
B
w(x) dx et w(B) =

∫
B
w(x) dx.

Démonstration. Soit w ∈ Ap. Ecrivons

fB =
1

|B|

∫
B

fw
1
pw

−1
p dx (B.3)
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L’inégalité de Hölder appliquée aux exposants p et p′ donne

(fB)p ≤ |B|−p[
∫
B
fpw dx][

∫
B
w
−p′
p dx]

p
p′

≤ A
w(B)
|B|

p
p′−p+1 ∫

B
fw

1
p dx d’après (B.1)

= A
w(B)

∫
B
fw

1
p dx.

Réciproquement, nous souhaitons appliquer (B.2) avec f = w
−p′
p . En effet, fpw =

w−p
′+1 = w−

p′
p . Si nous avions

∫
B
w−

p′
p dx <∞ alors nous obtiendrions :

1

|B|p
w(B)(

∫
B

w(x)
−p′
p dx)p−1 ≤ C (B.4)

qui est la forme souhaitée. Pour surmonter cette difficulté, prenons pour f = (w + ε)
−p′
p

(avec ε > 0). Sachant que ∫
B

(w + ε)
−p′
p dx <∞

, nous pouvons appliquer la remarque précédente et obtenir

w(B)

∫
B

(w + ε)
−p′
p dx)

p
p′ ≤ C (B.5)

Nous pouvons maintenant passer à la limite lorsque ε→ 0 et la formule (B.1) en découle.

Cette caractérisation est essentielle car nous verrons qu’elle permet d’assurer que si

w ∈ Ap alors la mesure w(x)dx a la propriété de ”double mesure”. En effet, soient deux

boules B1 = {x : |x−y| < δ} et B2 = {x : |x−y| < 2δ}. En appliquant (B.1.2) à B = B2

et f = 1IB1 , nous obtenons w(B2) ≤ 2npcw(B1).

Définissons A∞ comme les mesures w(x)dx ayant la propriété de double-mesure :

Définition B.1.3. On dit que w ∈ A∞ si, pour tout α tel que 0 < α < 1 il existe

β, 0 < β < 1 tel que pour toutes boules B et tout sous-ensemble F ⊂ B, on a :

|F | ≥ α|B| ⇒ w(F ) ≥ βw(B).

On remarque alors que si w ∈ Ap alors w ∈ A∞ : soit F un sous-ensemble contenu

dans B, considérons f = 1IF dans la proposition (B.1.2). Celle-ci nous assure alors que

( |F ||B|)
p ≤ cw(F )

w(B)
, d’où w(F ) ≥ αp

c
w(B).

Dans la suite de cette annexe, nous nous intéressons aux poids (w et w1) utilisés dans

le dernier chapitre de cette thèse. Nous nous plaçons dans IRn et le poids est donné par

w(x) = 1
(1+|x|2)λ

où λ ∈ (0, n) (conditions satisfaites par les poids utilisés dans le chapitre

5).
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Lemme B.1.4. Pour tout p ∈ (1,∞], nous avons w ∈ Ap.

Démonstration. Nous le prouvons pour p fini, le cas A∞ découle de ce qui vient d’être

fait.

Soit B la boule B(x0, R). Considérons deux cas :

- ou bien |x0| ≤ 10R alors on peut se ramener à x0 = 0 quitte à intégrer sur une boule

de rayon 11R.

On a alors : 1
|B|

∫
B
w(x) dx = C

Rn

∫ R
0

sn−1

(1+s2)
λ
2

ds.

La dernière intégrale, d’intégrande positive, diverge et est donc équivalente en +∞ à

Rn−λ. Il existe M > 1 tel que, lorsque R > M : 1
|B|

∫
B
w(x) dx ≤ 2R−λ

D’autre part :

( 1
|B|

∫
B
w(x)

−1
p−1 dx)p−1 = ( C

Rn

∫ R
0
sn−1(1 + s2)

λ
2(p−1) ds)p−1

≤ C ′Rλ car 1 < M < R
(B.6)

Le produit des intégrales est alors majoré par une constante indépendante de R (elle ne

dépend que de p et de la dimension n).

Si R ≤M , comme d’un côté w(x) ≤ 1 et de l’autre

|w(x)|
−1
p−1 = (1 + |x|2)

λ
2(p−1) ≤ (1 +M2)

λ
2(p−1) , on a aussi la majoration souhaitée :

(
1

|B|

∫
B

w(x) dx)(
1

|B|

∫
B

|w(x)|
−1
p−1 dx)p−1 ≤ (1 +M2)

λ
2 .

- ou bien |x0| > 10R, comme on intègre sur |x− x0| ≤ R, on a |x0| −R ≤ |x| ≤ |x0|+R,

soit : 9
10
|x0| < |x| < 11

10
|x0|. En utilisant la propriété |x| < |y| ⇒ w(y) < w(x), on a :

( 1
|B|

∫
B
w(x) dx)( 1

|B|

∫
B
|w(x)|

−1
p−1 dx)p−1 ≤ w(9x0

10
)w−1(11x0

10
)

≤ 2
λ
2w(11x0

10
)× w−1(11x0

10
) = C(λ).

(B.7)

Dans ce cas, tout se comporte comme si le poids w était constant sur la boule B. Ceci

achève la preuve. Nous remarquons que l’exposant λ doit être strictement majoré par la

dimension de l’espace pour satisfaire la conclusion du lemme.

B.2 Continuité des opérateurs d’intégrale singulière

Dans cette partie, nous nous proposons de prouver qu’un opérateur de Calderón-

Zygmund T est continu de Lp(wdx) dans Lp(wdx) (notamment que le projecteur de

Leray l’est de L2(wdx) dans L2(wdx), résultat utilisé dans le chapitre 5). En reprenant

la définition des opérateurs de Calderón-Zygmund (Annexe A), nous nous intéressons à

ceux pour lesquels ε = 1 dans la définition (c’est le cas du projecteur de Leray vu que
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son noyau K vérifie |∂xK(x)| ≤ A|x|−n−1 lorsque x 6= 0). La démonstration se déroule

en trois étapes. Tout d’abord, nous allons montrer que l’opérateur maximal défini par

(Mf)(x) = supr>0
Cn
rn

∫
|y|≤r |f(x− y)| dy est continu de Lp(wdx) dans lui-même.

Nous montrerons ensuite comment passer de l’opérateur M à T ∗. L’opérateur T ∗ est

défini comme suit :

Définition B.2.1. Soit K le noyau de l’opérateur T . Notons Kε = K(x)1I|x|≥ε la tron-

cature de K. Pour f ∈ D, on notera Tεf(x) = (Kε ∗ f)(x) et T∗f(x) = supε>0 |Tεf(x)|.

Enfin, nous conclurons sur l’opérateur T . Nous rappelons les liens unissant ces trois

opérateurs, dont les démonstrations se trouvent notamment dans le premier chapitre de

[60].

T∗f(x) ≤ A[M(Tf)(x) +Mf(x)]

|Tf(x)| ≤ T∗f(x) + c|f(x)|

où les constantes A et c ne dépendent pas de la fonction choisie. Nous utiliserons aussi

les lemmes de recouvrement de Vitali et Withney, dont on peut trouver les énoncés et

démonstrations dans le même chapitre.

B.2.1 Étape 1 : Étude de Mf

Théorème B.2.2. L’opérateur M vérifie
∫

IRn
(Mf(x))pw(x) dx ≤ A

∫
IRn
|f(x)|pw(x) dx,

pour tout f ∈ Lp(w dx).

La preuve du théorème repose sur le lemme suivant :

Lemme B.2.3. Soit Mwf(x) = supδ>0
1

w(B(x,δ)

∫
B(x,δ)

|f(y)|w(y) dy.. Si f ∈ L1(wdx)

alors

w{x : Mwf(x) > α} ≤ A

α

∫
|f(x)|w(x) dx , ∀α > 0 (B.8)

Démonstration. Définissons Mwf(x) = supδ>0
1

w(B(x,δ)

∫
B(x,δ)

|f(y)|w(y) dy.. Montrons

que si f ∈ L1(wdx) alors

w{x : Mwf(x) > α} ≤ A

α

∫
|f(x)|w(x) dx , ∀α > 0 (B.9)

Notons Eα = {x : Mwf(x) > α} et considérons E ⊂ Eα où E est un sous-ensemble com-

pact. Par définition de Eα, pour chaque x ∈ E, il existe une boule Bx telle que x ∈ Bx et

w(Bx) <
1
α

∫
Bx
|f(y)|w(y) dy. Comme x ∈ Bx, par compacité de E, on peut sélectionner

un ensemble fini de ces boules recouvrant E. De cet ensemble, le lemme de Vitali (que
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l’on peut appliquer car w a la propriété de ”double mesure”) nous autorise à considérer

un sous-ensemble disjoint (Bk)k recouvrant E et satisfaisant w(E) ≤ c
∑k=m

k=1 w(Bk). En

sommant w(Bk) on obtient :

w(E) ≤ c

α

∫
E

|f(y)|w(y) dy ≤ c

α

∫
IR3

|f(y)|w(y) dy (B.10)

En prenant la borne supérieure sur tous les ensembles compacts tels que E ⊂ Eα, on

obtient w{x : Mwf(x) > α} ≤ A
α

∫
|f(x)|w(x) dx , ∀α > 0.

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théorème en utilisant le théorème

d’interpolation de Marcinkiewicz.

La proposition (B.1.2) montre que si w ∈ Ap alors

(fB)p ≤ c

w(B)

∫
B

fpw(x) dx (B.11)

pour toute fonction positive f et toute boule B. En prenant la borne supérieure sur toutes

les boules B centrées en x, il vient

(Mf(x))p ≤ cMw(|f |p)(x)

Or pour tout p > 1, w ∈ Ap : en remplaçant f par |f |p et α par αp

c
dans le lemme

précédent, on obtient alors :

w{x : Mf(x) > α} ≤ A

αp

∫
|f(x)|pw(x) dx ∀α > 0 (B.12)

On utilise alors le théorème de Marcinkiewicz vu que M envoie Lp(wdx) dans Lp,∗(wdx)

pour tout p > 1 : cela prouve le théorème (on pouvait aussi remarquer que M envoie

L∞(wdx) dans lui-même).

Remarque : Comme notre poids appartient à tous les Ap, la démonstration de ce théorème

est simplifiée. Dans le cas général où w ∈ Ap pour un certain p ∈ (1,∞)), la conclusion

reste vraie grâce à l’inégalité de Hölder inversée. Moralement, celle-ci nous dit que si

w ∈ Ap alors on peut toujours trouver un exposant 1 < p1 < p tel que w ∈ Ap1 .

B.2.2 Étape 2 : Passage de Mf à T∗f .

Comme w a la propriété de double-mesure, l’opérateur T∗ vérifie une estimation faible

de type

w{x : T∗f(x) > α} ≤ A

α

∫
|f(x)|w(x) dx ∀α > 0 (B.13)

– 137 –



B.2. CONTINUITÉ DES OPÉRATEURS D’INTÉGRALE SINGULIÈRE

pour tout f ∈ L1 (voir [60], chapitre 1). Ce résultat sera utilisé dans cette section.

L’objectif est de donner un contrôle de T∗f en termes de M . Si nous arrivons à trouver

trois constantes a, b et c appropriées vérifiant

w{x : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα} ≤ aw{x : T∗f(x) > bα}, ∀α > 0 (B.14)

le lemme suivant nous assurera un contrôle de ||T∗f ||Lp(wdx) pourvu que l’on ait

||T∗f ||Lp(wdx) <∞.

Lemme B.2.4. Soient F et G deux fonctions positives satisfaisant

w{x : F (x) > α;G(x) ≤ cα} ≤ aw{x : F (x) > bα},∀α > 0. (B.15)

Supposons qu’il existe p ∈ (1,∞) tel que ||F ||Lp(wdx) < ∞. Si a < bp alors il existe une

constante A = A(a, b, c) telle que ||F ||Lp(wdx) ≤ A||G||Lp(wdx).

Démonstration. Nous utiliserons la caractérisation suivante

||F ||pLp(wdx) = p
∫∞

0
αp−1w{x : F (x) > α} dα (venant de p

∫ |F (x)|
0

αp−1 dα = |F (x)|p).
L’hypothèse du lemme implique immédiatement que

w{x : F (x) > α} ≤ aw{x : F (x) > bα}+ w{x : G(x) > cα}. (B.16)

En multipliant (B.16) par pαp−1 et en intégrant en α, la caractérisation évoquée de

||F ||pLp(wdx) donne :

||F ||pLp(wdx) ≤ ab−p||F ||pLp(wdx) + c−p||G||pLp(wdx) (B.17)

(dans les intégrales de droite, nous avons effectué les changements de variables α′ → bα

et α′ → cα). Il suffit alors de prendre A = c−p

1−ab−p La condition entre a et b se lit sur la

dernière égalité.

Nous nous intéressons maintenant à la proposition essentielle (et la plus éprouvante)

de cette étape :

Proposition B.2.5. Il existe a tel que, si a < 1, pour tout b < 1, il est possible de

trouver c > 0 tel que

w{x : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα} ≤ aw{x : T∗f(x) > bα}, ∀α > 0 (B.18)

Démonstration. Dans la démonstration, la constante A pourra changer d’une ligne à

l’autre sans que cela n’ait de conséquence sur le résultat final.

Comme Tεf(x) est continu pour tout ε > 0 (f ∈ L1), l’ensemble

O = {x : T∗f(x) = sup
ε
|Tεf(x)| > bα
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est un ouvert de IRn dont le complémentaire n’est pas vide (noté F ). Le lemme de recou-

vrement de Withney nous dit qu’il est possible de recouvrir O par une union disjointe de

”cubes” fermés Qj dont le diamètre est comparable à la distance de Q à F .

Première partie : Nous allons d’abord prouver que sur un tel cube, il existe une constante

A telle que pour tout 0 < b < 1 et c > 0,

|{x : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα}| ≤ Ac

1− b
|Q|. (B.19)

avec A indépendant de j.

Notons d son ”diamètre”. Comme Q est un cube de Withney, il est possible de trouver

un point xF dans F =c O tel que dist(xF ;Q) ≤ 4d (et T∗f(xF ) ≤ bα). Considérons

B = B(xF ; 6d) : elle est choisie de telle façon que Q ⊂ B et chaque point de Q a une

distance à cB supérieure ou égale à d.

Choisissons un point yQ ∈ Q tel que Mf(yQ) ≤ cα (s’il n’y a aucun point vérifiant cette

condition alors l’inégalité (B.19) devient évidente). Soit B′ la plus petite boule centrée

en yQ et contenant B : il existe une constante A > 0 telle que |B′| ≤ A|Q| (en effet

dist(xF ; yQ) ≤ 5d).

Maintenant que nous avons choisi un voisinage adapté à Q, pour démontrer l’inégalité

portant sur le cube, nous allons utiliser l’estimation de type faible portant sur T∗ (rappelée

au début de l’étape 2).

Partageons f = 1IBf + 1IcBf = f1 + f2. Comme T∗f ≤ T∗f1 + T∗f2, on a :

{x : T∗f(x) > α} ⊂ {x : T∗f1(x) > b1α}
⋃
{x : T∗f2(x) > b2α} (B.20)
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dès lors que b1 + b2 = 1 (b1 et b2 seront déterminés ultérieurement). Étudions T∗f1 et

T∗f2.

On sait que

|{x : T∗f1(x) > b1α}| ≤
A

b1α

∫
|f1(x)| dx

D’autre part ∫
|f1(x)| dx =

∫
B

|f | dx ≤
∫
B′
|f | dx ≤ cα|B′| ≤ Acα|Q|.

Nous avons utilisé, dans l’avant-dernière inégalité, le fait que Mf(yQ) ≤ cα. Ainsi :

|{x : T∗f1(x) > b1α}| ≤
Ac

b1

|Q|

Il reste à traiter le cas T∗f2 correspondant à la partie où le support de f est en-dehors de

B.

Montrons que |Tεf2(xF )− Tεf2(x)| ≤ AMf(yQ), lorsque x ∈ Q.

On écrit :

|Tεf2(xF )− Tεf2(x)| ≤
∫
cB

|Kε(xF − y)−Kε(x− y)||f(y)| dy (B.21)

Comme
|Kε(xF − y)−Kε(x− y)||f(y)| ≤ C|x−xF |

|x−y|n+1 |f(y)|
≤ Ad

|y−yQ|n+1 |f(y)|

(on rappelle que |x − xF | ≤ 5d car dist(xF ;Q) ≤ 4d ; de plus |y − yQ| ≤ 1
2
|x − y|, vu

que x et yQ sont dans Q et au moins la distance d de y). Comme cB est constitué des

points y tels que |y − yQ| ≥ d, alors nous pouvons décomposer l’intégrale en une somme

de couronnes comme suit :

|Tεf2(xF )− Tεf2(x)| ≤ Ad
∑∞

k=0

∫
2kd≤|y|≤2k+1d

|f(y−yQ)|
|y|n+1 dy

= Ad(
∑∞

k=0 2−k)Mf(yQ).

Cela fournit l’estimation voulue sur |Tεf2(xF )− Tεf2(x)|.
Par définitions de B et de f2, on a Tεf2(xF ) = Tε′f(xF ) où ε′ = max(6d, ε). Nous avons

donc |Tε′f(xF )−Tεf2(x)| ≤ AMf(yQ). Par passage à la borne supérieure sur ε, on a donc

prouvé, pour x ∈ Q : T∗f2(x) ≤ T∗f(xF ) + AMf(yQ) ≤ bα + Acα.

Nous souhaitons que bα + Acα ≤ b2α : ainsi l’ensemble {x ∈ Q : T∗f2(x) > b2α} sera

vide. Pour cela, il suffit de prendre b2 ≥ b+ Ac.

On obtient donc

|{x ∈ Q : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα}| ≤ |x ∈ Q : T∗f1(x) > b1α}|
≤ Ac

b1
|Q|
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avec b1 + b2 = 1 et b2 ≥ b+ Ac.

Posons maintenant b1 = 1−b
2

(nous avons bien 0 < b < 1) et b2 = 1+b
2

.

Si 1+b
2
≥ b + Ac alors ce qui a été fait auparavant est applicable et nous obtenons

automatiquement l’inégalité désirée :

|{x ∈ Q : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα}| ≤ 2Ac

1− b
|Q| (B.22)

Sinon, nous avons Ac
1−b >

1
2

et l’inégalité souhaitée est évidente en prenant A′ = 2A ; en

effet 1 < A′c
1−b et

|{x ∈ Q : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα}| ≤ |Q| < A′c

1− b
|Q|. (B.23)

Cela termine la partie 1.

Deuxième partie : Nous passons à la mesure w. Comme elle a la propriété de ”double

mesure” : si r < 1 est fixé alors il existe δ < 1 tel que |E| ≤ r|Q| ⇒ w(E) ≤ δw(Q).

Revenons à l’inégalité (B.19). Prenons E = {x ∈ Q : T∗f(x) > α;Mf(x) ≤ cα}. Etant

donné b (0 < b < 1), choisissons c (suffisamment petit) tel que Ac
1−b ≤ r. On a donc

w(E) ≤ δw(Q). Il nous reste à sommer sur tous les Q = Qj pour achever la preuve de la

proposition.

Remarque : Nous n’avons utilisé que la propriété w ∈ A∞ : cette condition était donc

suffisante pour prouver cette proposition.

Théorème B.2.6. Soit p ∈ (1,+∞) : il existe une constante A = A(p, w) telle que pour

tout f ∈ D(IRn), ∫
IRn
|Tf(x)|pw(x) dx ≤ A

∫
IRn
|Mf(x)|pw(x) dx (B.24)

Démonstration. Dans la proposition précédente, comme a < 1, on peut toujours choisir

b < 1 tel que a < bp. On applique alors le lemme (B.2.4). Celui-ci nous dit que le théorème

sera prouvé si ∫
IRn
|Tf(x)|pw(x) dx <∞. (B.25)

Comme f est à support compact, nous pouvons supposer que f est à support dans

{x : |x| ≤ R}.
Lorsque |x| ≥ 2R, nous majorons Tεf(x) =

∫
|x−y|>εK(x − y)f(y) dy. De |y| ≤ R, on a

|x− y| ≥ R ≥ |x|
2

. Ainsi |Tεf(x)| ≤ A
|x|n avec A indépendant de ε ; par passage à la borne

supérieure |T∗f(x)| ≤ A
|x|n . Loin de l’origine, on a donc∫
|x|≥2R

|T∗f |pw(x) dx ≤
∫

w(x)

(1 + |x|)np
<∞ (B.26)
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(rappelons que w(x) = 1

(1+|x|2)
λ
2

, λ ∈ (0, n)).

Ainsi, |Tf(x)| ≤ T∗f(x) + c|f(x)| montre aussi que Tf est bornée loin de l’origine.

Lorsque |x| ≤ 2R, nous pouvons directement majorer Tf . En effet, f ∈ D et T est une

distribution tempérée alors Tf est continue (donc bornée sur B(0, 2R)) et en conséquence

sur IRn.

Comme Tf et f sont dans L∞ et que M envoie L∞ dans L∞, la relation

T∗f(x) ≤ A[M(Tf)(x) +Mf(x)] (B.27)

nous assure que T∗f est aussi bornée lorsque |x| ≤ 2R. Donc T∗f ∈ Lp(B(0, 2R), wdx).

On a donc l’hypothèse requise qui permet de terminer la preuve du théorème.

Remarque : Sous la seule hypothèse w ∈ A∞, le théorème ci-dessus reste vrai moyennant

l’assurance de
∫

IR3 |Mf(x)|pw(x) dx <∞. En effet, si f ∈ D est non nulle alors Mf(x) ≥
A

1+|x|n et nécessairement
∫ w(x)

(1+|x|)np dx <∞.

B.2.3 Étape 3 : Conclusion

Théorème B.2.7. Soit T un opérateur de Calderón-Zygmund. Pour tout f ∈ Lp(wdx),

on a : ∫
IRn
|Tf(x)|pw(x) dx ≤ A

∫
IRn
|f(x)|pw(x) dx (B.28)

Démonstration. Après ce qui vient d’être fait, ce théorème est évident. Comme |Tf(x)| ≤
T∗f(x)+c|f(x)|, l’étape précédente montre que le théorème est vérifié pour toute fonction

f ∈ D. Mais chaque fonction de Lp(wdx) peut être approchée (dans sa norme par une

D est dense dans Lp(wdx) (en effet, toute fonction g ∈ Lp(wdx) s’écrit sous la forme

g = fw
−1
p où f ∈ Lp). On conclut par densité.

B.3 Régularité maximale du noyau de la chaleur dans

LpLp(wdx).

Nous terminons cette annexe en prouvant le théorème essentiel qui permet au modèle

de converger lorsque la donnée initiale est dans (Ṁ 2,3)3.

Considérons l’opérateur A : f 7→ Af(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆∆f(s, .) ds. Nous souhaitons mon-

trer que c’est un opérateur de Calderon-Zygmund de IRn+1 muni de la mesure de Lebesgue

sur IRn+1 et de la quasi-distance d((t, x), (s, y)) = (|x− y|+ |t− s|2)
1
4 (elle vérifie seule-

ment d((t, x), (s, y)) ≤ K(d((t, x), (u, v)) + d((u, v), (s, y)) avec K ≤ 2
1
4 ) et appliquer les
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résultats du deuxième paragraphe. Trois remarques s’imposent pour que l’analogie ait

lieu :

i) Le poids w ∈ Ap(IRn) peut être vu comme un poids de IRn+1 En effet (t, x) 7→ w(t, x) =

w(x) ∈ Ap(IR× IRn).

ii) La démonstration effectuée dans la section précédente est aussi valable si nous n’avons

qu’une quasi-distance au lieu de la distance euclidienne choisie. En effet, les lemmes de re-

couvrement de Vitali et Withney (ainsi que la géométrie qui en découle) et les hypothèses

sur le noyau de l’opérateur de l’intégrale singulière sont démontrés dans un cadre beau-

coup plus général dans [60]. En conséquence, les liens entre les trois opérateurs perdurent

sous ces hypothèses plus restrictives. A cet effet, on notera que l’hypothèse portant sur

les modules de Dini pour montrer T∗f(x) ≤ A[MTf(x) + f(x)] est satisfaite grâce à la

condition portant sur les”dérivées” des opérateurs de Calderón-Zygmund.

iii) Les estimations portant sur les noyaux des intégrales singulières sont déterminées par

le volume d’une boule. Dans le cas de la distance euclidienne sur IRn, le volume d’une

boule B(x, r) est en rn, d’où un contrôle du noyau en |x − y|−n. Dans le cas de notre

quasi-distance, celui d’une boule est |B((t, x), r)| = Crn+2 (invariance par translation et

changement de variables x′ → rx et t′ →
√
rt).

Montrons alors le théorème suivant :

Théorème B.3.1. L’opérateur A est borné de Lp((0, T ), (Lp(wdx))) dans

Lp((0, T ), (Lp(wdx))) pour T ∈ (0,∞], lorsque 1 < p <∞.

Démonstration. Nous avons déjà vu dans le lemme (2.2.2) du chapitre 2 que nous pou-

vions supposer T =∞ et définir Af sur IR× IR3, quitte à prolonger f et Af par 0.

Comme nous l’avons vu, nous allons interpréter A comme un opérateur de Calderón-

Zygmund sur IR× IRn muni de la mesure w(x) dx de Lebesgue sur IRn+1 et avec la quasi-

distance d((t, x), (s, y)) = (|x− y| + |t− s|2)
1
4 . Rappelons que le noyau L de l’opérateur

A est donné par :

L((t, x), (s, y)) = 1I(0,∞)(t− s)
1

(t− s)n+2
2

(∆K)(
x− y√
t− s

). (B.29)

où K désigne le noyau de la chaleur. Si |x− y| ≤
√
t− s alors

|L((t, x), (s, y))| ≤ ||∆K||∞
(t− s)n+2

2

. (B.30)

Sinon, nous avons

|L((t, x), (s, y))| ≤ |||z|
n+2∆K(z)||∞
|x− y|n+2

. (B.31)
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Ainsi, nous obtenons que

|L((t, x), (s, y))| ≤ C

d((t, x), (s, y))n+2
. (B.32)

En procédant exactement de la même façon, nous avons les estimations sur les dérivées

partielles.

|∂tL((t, x), (s, y))| ≤ C

d((t, x), (s, y))n+4
. (B.33)

et

|∂xjL((t, x), (s, y))| ≤ C

d((t, x), (s, y))n+3
. (B.34)

Pour (a, b) petits devant d((t, x), (s, y)), on obtient :

|L((t, x), (s, y))− L((t+ a, x+ b, (s, y))| ≤ C(
|a|

d((t, x), (s, y))n+4
+

|b|
d((t, x), (s, y))n+3

).

(B.35)

ce qui implique

|L((t, x), (s, y))− L((t+ a, x+ b), (s, y))| ≤ C ′d((t, x), (t+ a, x+ b))

d((t, x), (s, y))n+3
(B.36)

On obtiendrait le même contrôle à partir par rapport à (s, y) : A répond donc à toutes

les hypothèses du deuxième paragraphe. On peut donc conclure que A est borné de

Lpwdx(IR
n+1) dans lui-même donc de Lp(IR, Lp(wdx)) dans lui-même.

Nous pouvons donc appliquer ce résultat pour p = 3
2

dans le chapitre 4.

Nous avons au passage (quasiment) démontré le théorème de régularité maximale

utilisé dans le chapitre 3, pour contrôler la pression :

Théorème B.3.2. L’opérateur A défini par f(t, x) 7→ Af(t, x) =
∫ t

0
e(t−s)∆∆f(s, .) ds

est borné de Lp((0, T ), Lq(IR3)) dans lui-même (indépendamment de T ) pour tout T ∈
(0,+∞], 1 < p <∞ et 1 < q <∞.

Démonstration. En effet, nous avons déjà vu que Af pouvait s’étendre à IR× IRn et que

A était borné de L2L2 dans lui-même. La démonstration du théorème précédent montre

alors qu’il l’est aussi de Lp(IR × IRn) dans lui-même. Pour montrer que A est borné

de Lp(Lq) dans lui-même, il suffit maintenant de l’interpréter comme une opérateur sur

IR. Le noyau L(t, s) considéré est alors ∆e(t−s)∆. On a alors les estimations suivantes

||L||op(Lq ,Lq) = C
t−s et ||∂tL||op(Lq ,Lq) = C

(t−s)2 : comme l’opérateur est borné dans LqLq

alors il l’est aussi dans LpLq.
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[4] H. Beiraõ da Vega, On the construction of suitable weak solutions to the Navier-

Stokes equations via a general approximation theorem., J. Math. Pures Appl 64

(1985), 321–334.

[5] , On the suitable weak solutions to the Navier-Stokes equations in the whole

space., J Math. Pures et Appl. 64 (1985), 77–86.
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[32] P.-G. Lemarié-Rieusset, Quelques remarques sur les équations de Navier-Stokes dans
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