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�� �� ��� ������ +��� ��� ����� ���!��� 1� �
�

���	��� ������ F �
��� �� ��� �
����
� �
���� J �

F = (JT )#τ 4A�@5

1���� (JT )# �� ��� 	�����$������� �� ��� ��
��	��� �
����
��
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�� 
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��
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�
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	�������� �� PO
(�� @GGLQ ���1 ��
� ���� �1$����� ����� ������� 	������ "��� 
�

1� 
� ����# 
����
�� �������� )������� 
�� ��
����� ��
�(� �� ��� 0
$3-���

������� 4�#	� *+AGB$ ���� *3. :�
�������5 ��
� �-�� ���� ���!����# ���	����

4100�0'5�
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�� �� 
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�	���� 1��� �1 ������
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���
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�� ��� ������������ ����������� 1��� ��� ������ ��� ����� �� ��� ��� ��
�������	

��
� 
�� ��� ������� �� ��� ��
 ���!�� 4��� +������ A�?G� A�?? 
�� A�?@5�

+����� A�EC )������ ������� ������������ �����������

:��� ������ ���1 ��
� ��� ��
���� ���1��� ��� ��
����� ������� 
�� ��� ���	��

���
�� �� ���
� (V = αI + β) ��� 
 �������� O��� ���	
���� ��� �����
���



�1!1 ������� �� ���
�����
� ������
� !0

−4 −2 0 2 4
−3

−2

−1

0

1

2

3

Voltage(V)

C
ur

re
nt

 (
A

)

 

 

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−3

−2

−1

0

1

2

3

Current (A)

T
or

qu
e 

(N
m

)

 

 

Experimental data
Linear fitting
Estimated

+����� A�?GC )������ �
���
���� 4�����5 
�� ���!�� �����
���� 4���5 ��� #
1 
���

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−3

−2

−1

0

1

2

3

Voltage(V)

C
ur

re
nt

(A
)

 

 

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−3

−2

−1

0

1

2

3

Current(A)

T
or

qu
e(

N
m

)

 

 

Experimental data
Linear fitting
Estimated

+����� A�??C )������ �
���
���� 4�����5 
�� ���!�� �����
���� 4���5 ��� ��� 	����


���

−6 −4 −2 0 2 4 6
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Voltage(V)

C
ur

re
nt

(A
)

 

 

−3 −2 −1 0 1 2 3
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Current(A)

T
or

qu
e(

N
.m

)

 

 

Experimental data
Linear fitting
Estimated

+����� A�?@C )������ �
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���� 4�����5 
�� ���!�� �����
���� 4���5 ��� ��� �� 
���

���!��� �
��� �� 4A�?5 1��� ��� ��
 ���!���� ��� �
� ���
�(� ��� 	������� �� 


����������� :��� �� 	���
�# ��� �� ��� ���	����# �� ��� ��������� ����
�����

������
 
�� 	������ �������� ��������� O� ���� ��
� ���� ���������� �� ��
 �� ���

�
�� �� ��� �� 
�� 1��� ��� �1 ������
 �� ��		����� 4+����� A�?@5� :��������� �� ���

��	��������� ���!��� 1� �� �����
��� �
��� �� ��� ���
� ������ �� ��� �
���
����

��
����(τ = ηI + γ)� :�� �
���
���� 	
�
������ �� ��� ���
� �� 
�� ����� ��

:
�� A�A�
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�� ��� �1 ��
������
� ������� ������� �� ���	���� �� ��� � ��


������
�

:
�� A�AC +������ 	
�
������ ��� �
���
�����

α β η γ

���� ? G�BLB G�G?L ?�EEF $G�GAH

���� @ G�HFF G�G?@ ?�EHA $G�G@K

���� A G�@?FEL G G�@KG G�GAH

���� F F�KEA $G�LFE J J

��+�+ �(�$���� $�  ����/�$�

+����� A�?A ��	������� ��� ������ ����	� 7� �������� �� 
 6�
������ 6L 0
��1
��$��$

���$*��	 40�7�*�5 )����� 8�
��� 1���� �� 
 ����
��� 
�� 	�1���� ��
$���� ��
$

�������� 
�� ������ ��
��� :�� 	�1�� ���������� ����� �������� �� 
 ���
�

��
��� �������� 
�� ��
�'�� �
��� �� ��� =��HF? 
�� =��HFL �	��
����
 	�1��


�	����� ���� 8���$8��1�� 1���� 
�� 
�� �� 	������ 
 ������� 
���� 10� 
�� 3��
���	������#� :1� =��HF? 
�� ���� ��� ������� ��� #
1 
�� ��� 	���� ������ 
��

�1� =��HFL 
�� ���� ��� ������� ��� �� 
�� ��� ��
��
����
 ������ 1���� ���

���!��� 
�� �������

��) #������

��.�� ���B��' C ��&�� $�

+������ A�?F 
�� A�?H ���1 ��� 	������� �� ��� ��
��� 
��
�������� � ��� ��
���

��������� 
� ��� 	���� �
��� [=� ����
��� 
� ��� ������ �� ��� ������ 	
����� ��
�

�������� ��� �1� 	
�
� ��
��� �� �
�� ������ ���� ���	���� ��� (����
���� ����$

���� +�� �
�� ��
��� ��� (����
���� ���� �� ���
���� �# ����� ��� ������� ������

�� ,��
��� 
�� 0
�������� P��
� ?EEEQ� 1���� i−1Ri ��	������� ��� ���
���� �
����

���� ��� ��
�� Fi−1(xi−1, yi−1, zi−1) �� ��� ��
�� Fi(xi, yi, zi)�

i−1Ri =

⎡
⎣ cos (θi) − sin (θi) 0

cos (αi) sin (θi) cos (αi) cos (θi) − sin (αi)
sin (αi) sin (θi) sin (αi) cos (θi) cos (αi)

⎤
⎦ 4A�A5

�����
���� 	
�
������ 
�� ������ �� �
��� A�F 
�� A�H� 1���� αj ��	������� ���

"���� �-����� rj 
�� lj ��� ��( ������ 
�� θj ��� "���� �
��
���� +�� �#�����#

��
���� 1� ��	
�� θ1� θ2 
�� θ5 �# θ1 − π
2 � θ2 − π

2 
�� θ5 − π
2 � ���	������#�

+�� )�
�� ?� ��� ���
���� �
���� ���� ��� ������
 ��
�� F0 �� ��� ��
�� F2 ��

���	���� 
� ���1�C
0R2 = 0R1

1R2 4A�F5


�� ��� )�
�� @� ��� ���
���� �
���� ���� ��� ������
 ��
�� F0 �� ��� ��
�� F6 ��



�1�1 �������� !-

Linear Power 
Amplifier (01) 

OPA541

DC Motor (01) 
Maxon RE40

DC Motor (03) 
Maxon RE25

Incremental Encoder 
(01) HEDS 5540

Linear Power 
Amplifier (02) 

OPA541

Linear Power 
Amplifier (03) 

OPA548

Linear Power 
Amplifier (04) 

OPA548

DC Motor (02) 
Maxon RE40

DC Motor (04) 
Maxon RE25

DAC01

DAC02

DAC03

DAC04

Incremental Encoder 
(02) HEDS 5540

Incremental Encoder 
(03) HEDS 5540

Incremental Encoder 
(04) HEDS 5540

ENC01

ENC02

ENC03

ENC04

ADC01Current  sensor (01)

Current  sensor (02)

Current  sensor (03)

Force     sensor

ADC02

ADC03

ADC04

Quanser’s Q8 Board
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+����� A�?HC �����
���� �� )�
�� @�

:
�� A�FC ,0 (����
���� 	
�
������ �� )�
�� ?�

����� j αj rj lj θj

? π/2 G G θ1
@ π/2 G G θ2
A π/2 G G θ3

:
�� A�HC ,0 (����
���� 	
�
������ �� )�
�� @�

����� j αj rj lj θj

F −π/2 G G θ4
H −π/2 G G θ5
B π/2 G G θ6

���	���� 
� ���1�C
0R6 = 0R0′

0′R4
4R5

5R6 4A�H5

1����C

0R0′ =

⎡
⎣ 0 −1 0

1 0 0
0 0 1

⎤
⎦

:�� ������ 	
����� �� 
 ���# �� ���� )�
�� ? 
�� )�
�� @� 7� )�
�� ?� �� ��

���������� �# ��� ��
�� F2 
�� �� ��
�� @ �# F6�  � ��
�� ��� (����
���� ������
����

��	��������� ��� ������ ��������� �� ��� 	
�
� ��������� ������ �# )�
�� ? 
��



�1�1 �������� ��

)�
�� @ 
�� ����C ⎧⎨
⎩

0	x2 = 0	z6
0	y2 = 0	y6
0	z2 = −0	x6

4A�B5

��
� �� �!���
��� �� 1����C
0R2 = 0R6

6R2 4A�K5

1����C

0R2 =

⎡
⎢⎢⎣

S1 S2 S1 C2 −C1

C2 −S2 0

−C1 S2 −C1 C2 −S1

⎤
⎥⎥⎦

6R2 =

⎡
⎣ 0 0 1

0 1 0
−1 0 0

⎤
⎦

0R6 =

⎡
⎢⎢⎣

−C5 C6 C5 S6 −S5

C4 S5 C6 − S4 S6 −C4 S5 S6 − S4 C6 −C4 C5

−S4 S5 C6 − C4 S6 S4 S5 S6 − C4 C6 S4 C5

⎤
⎥⎥⎦

O���� Ci 
�� Si ��
�� ��� cos (θi) 
�� sin (θi)� ���	������#�
:�� ������� �� 4A�K5 �����C

θ2 = arctan (tan (θ4)/C1) 4A�L5


�� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

θ5 = arctan 2
(

(S1S2) ,±
√

1 − (S1S2)2
)

θ4 = arctan 2 ((C1S2/C5) , (C2/C5))
θ6 = arctan 2 ((S1C2/C5) , (C1/C5))

4A�E5

:�� 
���
� 	�������� �� ��� 	
����� "����� θ2� θ5 
�� θ6 
�� ���	���� �
���

�� ��� 
���
� 	�������� �� ��� 
����� "����� θ1 
�� θ4� 3�	�������� 4A�L5 
�� 4A�E5


�� ��� ������ ��� θ1 = ±π
2 
�� θ2 = ±π

2 � +�����
��#� 
 ����� �������
����� 
��

������� ��� ��
��
�� 1��(�	
���

:�� ������
���� �� 4A�?G5 
�� 	������� �� 4A�??5 �� ��� ���$�-����� �� ����������

�# �
(��� ��� "���� 
���� �� ��� ��(
��� 
�� ����� ��� ���1
�� (����
���� �
��
$

���� 
� ���1��

R =

⎡
⎢⎢⎣

S1 S2 C3 − C1 S3 −S1 S2 S3 − C1 C3 −S1 C2

C2 C3 −C2 S3 S2

−C1 S2 C3 − S1 S3 C1 S2 S3 − S1 C3 C1 C2

⎤
⎥⎥⎦ 4A�?G5


�� ⎧⎨
⎩

0px = q S1C2
0py = −q S2
0pz = −q C1C2

4A�??5



��
�� ��� �1 ��
������
� ������� ������� �� ���	���� �� ��� � ��


������
�

1���� q ��	������� ��� ��
��
���� �������� �� ��� ��� 
��� ��� z3 
��� θ3 ��	��$

����� ��� ���
���� �������� 
����� ��� �
�� 
�� 
�� (0px,
0py,

0pz) ��	������� ���
	������� �� ��� �
��� ������ �� ��� ��
�� 0F �

��.�� ��*���� C ��&�� $�

7� ����� �� ��������� ��� ������� (����
����� 1� ���� �� ��	���� θi i ∈ [1, · · · , 6]

�� q 
� 
 �������� �� 0px�

0py� 
��
0pz 
�� ��� 	���� θ� #
1 ψ 
�� �� φ 
����

���� �� �������� ��� ������
���� �� ��� �
���� 1����C

• θ �� ��� ���
���� 
����� ��� y0 
���

• ψ �� ��� ���
���� 
����� ��� x0 
���

• φ �� ��� ���
���� 
����� ��� z0 
���

+��� 4A�??5 ⎧⎪⎨
⎪⎩

θ1 = − arctan (px/pz)

θ2 = ± arctan 2
(
py,
√
p2

x + p2
z

)
q = −pz/(C1C2)

4A�?@5

0�1����� ��# F ,=+� 
�� 
�
�
�� �� ��� ������� �� ��
� 1� �
� �	����# ��#

��� �� 
��� 1���� �� ����	������ �� θ1 
�� θ2� 8# ��������
����� 1� �
� �
��#

��� ��
�C

θ3 = φ 4A�?A5

=� ��� ����� �
��� 1� ���C {
θ = θ1
ψ = θ2

4A�?F5

7� ����� �� ���	��� ��� �����
���# 	������ 1� ���� �� ��	���� ��� �
����
�

�
���� J �� ��� �������  ���� ��� ������
���� �� ��� ���$�-����� �� ������� �������#

���� ��� "���� 
����� 1� �������� ��# ��� "
����
� �
���� �������� ���� 	�������

�����
���� C

J =

⎡
⎣ q C1C2 −q S1S2 S1C2

0 −q C2 S2
q S1C2 q C1S2 −C1 C2

⎤
⎦ 4A�?H5

��

|J | = 2 q2 C2

:�� �����
���# 	����� 
�� ������ ��� |J | = 0� ��
� ��C{
θ2 = ±π

2

q = 0

:�� �����
���# θ2 = ±π
2 �� ��� ��
��
�� 
�� ��� �����
���# q = 0 �
� �� 
������

�# �
(��� 
 ��
�� 	���� "��� ����� ��� 	���� [=��

+��� A�LC ⎧⎪⎨
⎪⎩

C2 = 1�
1+( tg4

C1 )2

S2 = tg4
C1

1�
1+( tg4

C1 )2

4A�?B5
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 � ��
�� ��� �
����
� �
���� Ja 1��� ���	��� �� ��� 
���
��� "������ �� ����C

Ja =

⎡
⎢⎣
(
C1 − tg1 S1 S22

)
C2 −tg1 S2 C22

C42 S1 C2
S23S1 −C23

C42 −S2
C2S1

(
1 + S22

)
S2 C22

C42 −C1 C2

⎤
⎥⎦ 4A�?K5

��.�� ����& $ �@��� ���

:�� (������ �����# EKi 
�� 	������
 �����# EPi �� �
�� ������ 	
�� i 4 i = 1, · · · , 65
������������ ��� ������ �
� �� ���
���� 
�C

EKi =
1
2
mi

−→v 2
Gi

+
1
2
−→w T

i I/Gi

−→w i 4A�?L5

EPi = −mig
T−−→OGi 4A�?E5

1���� mi �� ��� �
��� I/Gi
�� ��� ������
 �
���� 4����� �� �		����� 85�

−−→
OGi 
��−→v Gi 
��� ���	������#� ��� 	������� 
�� ��� ���
� ������# �� ��� ������ �� ��
���#�

−→w i �� ��� 
���
� ������# 
�� g �� ��� ��
���# �����
���

+�� 	
�� ?� 1� �
��C

	w1 =
[

0 0 θ̇1
]

4A�@G5

��� ��� (������ �����# �� ����� 
�C

EK1 =
1
2

(
Izz1 +m1y

2
G1

)
θ̇2

1
4A�@?5


�� ��� 	������
 �����# ��C

EP1 = −m1gyG1 cos (θ1) 4A�@@5

+�� 	
�� @� 1� �
��C

	w2 =
( −θ̇1C2 θ̇1S2 θ̇2

)T
4A�@A5

	vG2 =

⎛
⎝ θ̇1C1 (xG2S2 + yG2C2) + θ̇2S1 (xG2C2 − yG2S2)

−θ̇2 (xG2S2 + yG2C2)
θ̇1S1 (xG2S2 + yG2C2) − θ̇2C1 (xG2C2 − yG2S2)

⎞
⎠ 4A�@F5

−−→
OG2 =

⎛
⎝ S1 (xG2S2 + yG2C2)

xG2C2 − yG2S2
−C1 (xG2S2 + yG2C2)

⎞
⎠ 4A�@H5

+�� 	
�� A� 1� �
��C

	w3 =
( −θ̇1C2C3 + θ̇2S3 θ̇1C2S3 + θ̇2C3 θ̇3 − θ̇1S2

)T
4A�@B5
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� ������� ������� �� ���	���� �� ��� � ��


������
�

−−→
OG3 =

⎛
⎝ S1S2 (xG3C3 − yG3S3) −C1 (xG3C3 + yG3C3) − S1C2zG3

xG3C2C3 − yG3C2S3 + S2zG3

C1S2 (xG3C3 − yG3S3) + S1 (xG3C3 + yG3C3) − C1C2zG3

⎞
⎠ 4A�@K5

	vG3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

θ̇1 (C1S2 (xG3C3 − yG3S3) + S1 (xG3S3 + yG3C3) − C1C2zG3)
+θ̇2S1 (C2 (xG3C3 − yG3S3) + S2zG3)

−θ̇3 (S1S2 (xG3S3 + yG3C3) − C1 (xG3C3 − yG3S3))

−θ̇2C3S2xG3 − θ̇3S3C2xG3 + θ̇2S3S2yG3 − θ̇3C3C2yG3 + θ̇2C2zG3

θ̇1 (−S1S2 (xG3C3 − yG3S3) + C1 (xG3S3 + yG3C3) + S1C2zG3)
+θ̇2C1 (C2 (xG3C3 − yG3S3) + S2zG3)

−θ̇3 (C1S2 (xG3S3 + yG3C3) − S1 (xG3C3 − yG3S3))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

4A�@L5

+�� 	
�� F� 1� �
��C

EK4 =
1
2

(
Izz4 +m4y

2
G4

)
θ̇2
4 4A�@E5

EP4 = −m4gyG4C4 4A�AG5

+�� 	
�� H� 1� �
��C

	w5 =
(
θ̇4S5 θ̇4C5 θ̇5

)T
4A�A?5


��

−−→
OG5 =

⎛
⎝ −xG5C5

xG5C4S5 − zG5S4
−xG5S4S5 − zG5C4

⎞
⎠ 4A�A@5


���� �����
����� 1� ���C

	vG5 =

⎛
⎝ xG5 θ̇5S5

−xG5 θ̇4S4S5 + xG5 θ̇5C4C5 − zG5 θ̇4C4
−xG5 θ̇4C4S5 − xG5 θ̇5S4C5 + zG5 θ̇4S4

⎞
⎠ 4A�AA5

+��
#� ��� 	
�� B� 1� �
��C

	vG6 =
( −q̇S1C2 q̇S2 q̇C1C2

)T
4A�AF5


��

	w6 = 0 4A�AH5

:�� ���
 �������� �� ��� ������ 
�� ����� 
�C

EK =
6∑

i=1

EKi 4A�AB5
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EP =
6∑

i=1

EPi 4A�AK5

2���� ��� *
��
����� �!�
����� ��� �#�
��� �!�
����� �
� �� ���
���� 1��� ���

(������ �����# 
�� ��� 	������
 �����# ���
���� �� ��� 
�����

τi =
d

dt

(
∂L

∂θ̇i

)
− ∂L

∂θi
+ λT ∂Φ (θ)

∂θi
4A�AL5

1���� τi �� ��� �����
�'�� ���!�� 
�����
��� 1��� ��� ith ���#� λ �� ��� *
��
���
�

����	���4�5� L �� ��� *
��
���
� �	��
��� ������ 
� C

L = EK − EP


�� Φ (θ) ������� ��� ������
��� �������� ���� 4A�B5� :�� ��
 ���� �� ��� �#�
���

���� 1��� �� �����
��� 
� C

τ = M (θ) θ̈ +B (θ)
[
θ̇
]

+ C (θ) θ̇2 +G (θ) + F (θ) 4A�AE5
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�� A�BC O��(�	
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O��(�	
�� �����
����

���� ? 4>
15 [−70, + 70]◦

���� @ 4�����5 [−70, + 70]◦

���� A 4;�5 [−100, 100]◦

���� F 4:�
��
����5 200mm
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�� 0.269J� 7.8% 27509J�� 5��J� 95��Js2

����� 
�� 0.249J� 7.2% 24009J�� 5��J� 95��Js2

;� 
�� 0.0259J� 3.5% 31009J�� 25��J� 660��Js2
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��
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= Pp = π I = α T I 4F�?5

1���� π P/Q �� ��� ������ ���D������ α P/·�−1Q ���  �����( ���D������ T P�Q ���
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PT = τ I
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dx
4F�@5
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Pj = R I2 4F�A5

8��
��� �� ��
� ����������� ��
� 
�� M�1� ���� ��� ��� ���� 4���	��
���� Th5 ��

��� ��� ���� 4���	��
���� Tc5� �����C

Pk = K (Th − Tc) 4F�F5

1���� K �� ��� �����
 �������
���� :�� ��
� �
	
���# �� ��� 	��	 �� ��� ���

���� 4��� ���
�#$��
�� ������ �
	
���#5 ��C

Pc = n

{
αTcI ± τI (Th − Tc)

2e
− 1

2
RI2 −K (Th − Tc)

}
4F�H5

1���� e �� ��� ����(���� �� ��� ������ ���	����� 
�� n ��� ������ �� ���	�������

:�� ��
� �
	
���# �� ��� 	��	 �� ��� ��� ���� 4��� ���
�#$��
�� ��
���� �
	
���#5

��C

Ph = n

{
αThI ± τI (Th − Tc)

2e
+

1
2
RI2 −K (Th − Tc)

}
4F�B5
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T (t) = −
n∑

i=1

ai T (t− i) +
m∑

j=0

bj I (t− j) 4F�K5

1���� ai 
�� bj 
�� 	
�
������ ��	������ �� ��� ������� I(t)�
O� 	��	��� ��������� 	�#����
 ��������� �� �������� ��� ��	������� �� ���

	
�
������ �� �������� :�
� ��C

ai =
p∑

k=0

aikI (t− i)k 4F�L5

bj =
q∑

h=0

bjhI (t− j)h 4F�E5

:�� ���	��� ������	���� �
�� �� ��� ���$���
� �;.� ����C

T (t) = −
n∑

i=1

p∑
k=0

aikI (t− i)kT (t− i)

+
m∑

j=1

q∑
h=0

bjhI (t− j)hI (t− j)

4F�?G5
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T (t) = θTϕ (t) 4F�??5

1����

θ = [aik, {i = 1 · · · n, k = 0 · · · p} ;

bjh, {j = 0 · · ·m, h = 0 · · · q}]

�� ��� ������ �� 	
�
������ �� ��������� d = n(p+ 1) +m(q + 1)� 
��

ϕ(t) =
[
I(t− i)k T (t− i), {i = 1 · · · n, k = 0 · · · p} ;

I(t− j)h+1, {j = 0 · · ·m, h = 0 · · · q}] ,
��� ���������� ������ �� ��������� d� +�� ��� ��
���� ���1��� ��� ���	��
���� T
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�� 	��	���� 
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Q(t) = −
n∑

i=1

ci Q (t− i) +
m∑

j=0

dj T (t− j) 4F�?@5

1���� ci {i = 1 · · · n} 
�� dj {j = 0 · · ·m} 
�� ��� ���� 	
�
������ �� �� ����������
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3!�
����� 4F�H5 
�� 4F�B5 �
� �� 
�� ��1������C{
Pc = θc1TcI + θc2I

2 + θc3Tc + θc4I + θc5 = θT
c ϕc

Ph = θh1ThI + θh2I
2 + θh3Th + θh4I + θh5 = θT

hϕh
4F�?A5

1���

ϕh/c =
[
Th/cI, I

2, Th/c, I, 1
]T

����� ��� ��
���� ������� 
�� θc/h ��� ��(��1� ��������

.���� ����� �# �!�
����� 4F�H5 
�� 4F�B5 
�� ���
� ��������� �� ��� 	
�
������

�� �� �����
���� O� 	��	��� 
 ����
� ���� ��� ��� ���� �� �� �����
���C{
P̂h/c = θ̂T

h/cϕh/c 4F�?F5

3�	������� 1��� N = 14 
�� ��-����� ������� �
��� �� ��� ������


P−1.5��+1.5�Q� �
� �� �� 
 ��� �� ��
��������� 4�������� ���	��
���� 
�� M��5

��
� �����
�� ��� ���
�#$��
�� ���
���� �� ��� ������� :�� ������� �� ��� �������

θh/c �
� �� ���������� �# ������ ��� ���1��� 	
�
������ �	����'
���� 	�����

1����C

θ̂h/c = arg min
θh/c

{
N∑

t=1

[
Ph/c (t) − P̂h/c (t)

]2}
4F�?H5

1���� N ������� ��� ����� �� ��� ��
�������� �������� 2���� ��� ���
� *�
��

 !�
�� .����� 4* .5 1� �
��C{
θ̂h/c =

(
ΦT

h/cΦh/c

)−1
ΦT

h/cPh/c 4F�?B5
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Φh/c =
[
ϕh/c(i), i = 1 · · ·N ]


�� ��
�������� �
������� :�� �����
��� ������J��
���� �
	
���# �# ��� ���������

���� �
����� ��� ��
 ��
�������� 4��� +����� F�F 
�� +����� F�H5� :�� �����
���

	
�
������ 
�� ����� �� �
�� ��? �� ��� 
		������

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

Current (A)

H
ea

tin
g 

ca
pa

ci
ty

 (
W

)

+����� F�FC 3����
��� 4���5 
�� ��
����� 4�����5 ��
� �
	
���#�

−1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2
−0.55

−0.5

−0.45

−0.4

−0.35

−0.3

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

Current (A)

C
oo

lin
g 

ca
pa

ci
ty

 (
W

)

+����� F�HC 3����
��� 4���5 
�� ��
����� 4�����5 ������ �
	
���#�

!1�1!1� ������,
���� �� ��� "�� ���	�� �����
 �����

�� �	��$��	 �����
���� �� 	�������� ����� 
 ������ ;
���� 8��
�#  �!�����

4�;8 5 ����
 
		�����
���� 
 1���� ����� ����
 1��� �
��
�� 
�	����� �
�	��



!1�1 �������� �� 
������ �� ���������
���
 ���	��� 00


� 0.01���� :�� �
�� ��	������� �� ��
�'�� 1��� ��� �1� :3.�� :�� 	
�
������

�� ��� ���� �!�
���� 4F�?G5 
�� ���������� �# ������ ��� ���1��� 	
�
������

�	����'
���� 	�����C

θ̂LS = arg min
θ

{
M∑

t=n

[
T (t) − T̂ (t)

]2}
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)−1
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θ̂ (t) = θ̂ (t− 1) +K (t− 1)ϕ (t) ε (t)
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e (t) =
y (t) − θ (t− 1)ϕ (t)

1 + ϕ (t)T K (t− 1)ϕ (t)
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K (t) =
1
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λ2

+ ϕ (t)T K (t− 1)ϕ (t)
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∂Tk(x, t)
∂t

= αk
∂2Tk(x, t)

∂x2
4F�?L5
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 1 
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T1(0, t) = T1i 4F�?E5

T2(0, t) = T2i 4F�@G5
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∂T1(0, t)
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∂x
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T1(0, t) = T2(0, t) 4F�@@5
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Q = ρk vkck
∂Tk(x, t)
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1���� vk �� ��� ����� �� ��� �
����
� :�� ��
� ��
����� 
� ��� ���� �� ��� ���$

�
�� 
��
 �� �!�
 
��� ��� x 
���� ϕx = ϕx+dx� 
�� ��� ���	��
���� �!�
����

������� P)
��
1 ?EHEQC

α
∂2T (x, t)
∂x2
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T (x) = T1 − x

e
(T1 − T2) 4F�@H5
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T (h) = 2 T (m) − T (m)
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T (r) = 2 T (s) − T (s)
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C

λ1
∂T1 (0, t)

∂x
= λ2

∂T2 (0, t)
∂x

4F�FG5

λ1
∂T1 (0, t)

∂x
= h (T1 (0, t) − T2(0, t)) 4F�F?5
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λ2
∂T2 (−L, t)

∂x
= λ3

∂T3 (−L, t)
∂x

4F�F@5

T2 (−L, t) = T3 (−L, t) 4F�FA5
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�� h = 1/Rc ��	������� ��� ������� �� ���
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8# ��	
���� T̃k = Tk − Tk,i� ����������� ��� *
	
�� ��
������ �� 4F�?L5 �����C

∂2θk (x, s)
∂x2

=
s

αk
θk (x, s) 4F�FF5

1���� θk (x, s) ��	������� ��� *
	
�� ��
������ �� T̃k (x, s) ��� k = 1, 2 
�� 3� s ��
��� ������ *
	
�� �
��
��� � �����
 �����
 ������� �� �� �
(�C

θ1 (x, s) = A1 exp (−p1x) +B1 exp (p1x) , x ≥ 0 4F�FH5

θ2 (x, s) = A2 exp (−p2x) +B2 exp (p2x) , −L ≤ x ≤ 0 4F�FB5

θ3 (x, s) = A3 exp (−p3x) +B3 exp (p3x) , x ≤ −L 4F�FK5

O����C p1 =
√

s
α1
� p2 =

√
s

α2
� p3 =

√
s

α3
� A1� B1� A2� B2� A3� B3 
�� �� ��

���	����� :�� ���	��
���� T1 ���� 
 ����� �
�� 1��� x ����� ��1
�� +∞ 
��

��� ���	��
���� T3 ���� 
 ����� �
�� 1��� x ����� ��1
�� −∞�  � ��
�C B1 = 0

�� A3 = 0�
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1p1A1 − λ2p2A2 + λ2p2B2 = 0

(h + λ1p1)A1 − hA2 − hB2 = hTi2−Ti1
s

λ2p2 exp (Lp2)A2 − λ2p2 exp (−Lp2)B2 + λ3p3 exp (−Lp3)B3 = 0

exp (Lp2)A2 + exp (−Lp2)B2 − exp (−Lp3)B3 = 0

4F�FL5

:�� ��������� �� ��
� �#���� �
�� ��C

A1 =

(
A10 +A11 exp

(
−2L

√
s

α2

))
s
(
C1 + C2 exp

(
−2L

√
s

α2

)) 4F�FE5

A2 =
A20 exp

(
−2L

√
s

α2

)
s
(
C1 + C2 exp

(
−2L

√
s

α2

)) 4F�HG5

B2 =
B20

s
(
C1 + C2 exp

(
−2L

√
s

α2

)) 4F�H?5

B3 =

(
B30 exp

(
−3L

√
s

α2

)
+B31 exp

(
L
√

s
α2

))
s
(
C1 + C2 exp

(
−2L

√
s

α2

)) 4F�H@5

θ1 (x, s) =
A10 exp

(
−x
√

s
α2

)
+A11 exp

(
−
(

2L√
α2

+ x√
α1

)√
s
)

s

(
C1 +C2e

−2L
�

s
α2

) 4F�HA5

θ2 (x, s) =
A20 exp

(
− (2L+ x)

√
s

α2

)
+B20 exp

(
x
√

s
α2

)
s
(
C1 + C2 exp

(
−2L

√
s

α2

)) 4F�HF5

θ3 (x, s) =
B30 exp

((
x√
α3

− 3L√
α2

)√
s
)

+B31 exp
((

x√
α3

+ L√
α2

)√
s
)

s
(
C1 + C2 exp

(
−2L

√
s

α2

)) 4F�HH5

1����C

A10 = hβ2 (T2,i − T1,i) (β3 + β2)

A11 = hβ2 (T2,i − T1,i) (β3 − β2)

A20 = β1h (T2,i − T2,i) (β3 − β2)
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(W/m.K) (Kg/m3) (J/Kg.K) (m2/s) (W/
√
s.m2.K)

������� @AL @KGG E?K E�B?�$GGH @F@KF

�����
� G�?E ??EG ?FBH ?�GE�$GGK HKH

;����� G�@L @G?G ??GG ?�@K�$GGK KLK

O��� G�@A BKH A?HB ?�GL�$GGK KGG

 ��� H@ KLKG FFK ?�FL�$GGH ?AH@H

B20 = hβ1 (β3 + β2) (T1,i − T2,i)

B30 = hβ1β2

β3
(β3 − β2) (T1,i − T2,i)

B31 = hβ1β2

β3
(β3 + β2) (T1,i − T2,i)

C1 = (h (β1 + β2) + β1β2
√
s) (β3 + β2)

C2 = (h (β2 − β1) + β1β2
√
s) (β3 − β2)

 ���� ��� ���	����# �� ��� �������� ��������� ��� ������� *
	
�� ��
������ ��

��� �������� �� �
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:
�� ��?C 0�
����J)����� ��������� ���� 	
�
������

0�
���� �
	
���# ���� )����� �
	
���# ����

θh1 = 0.0020 θc1 = −0.0040

θh2 = −0.0622 θc2 = −0.5872

θh3 = 0.0047 θc3 = −0.0021

θh4 = −0.0186 θc4 = −0.1311

θh5 = 0.4186 θc5 = −0.3356

��� !����5�� �.# $��� 9 � ����� ��"�����"�

:
�� ��@C 7�������� :3. 0�
� M�� ���� 	
�
������

:3. 	��	 1 :3. 	��	 2

c1 1.0138 1.0902

c2 0.2722 0.2734

c3 −0.2920 −0.3689

d0 −0.0078 −0.0065

d1 −0.0037 −0.0035

d2 0.0116 0.0100
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��� !����5�� �.# �����"�� "� ����� ��"�����"�

:
�� ��AC 7�������� :3. ���	��
���� ���� 	
�
������

:3. 	��	 1 :3. 	��	 2

a10 0.6951 0.7341

a20 0.3019 0.2921

a30 0.0018 −0.0276

a11 −0.0024 0.0009

a21 0.0256 0.0364

a31 −0.0009 0.0004

a12 0.0033 −0.0126

a22 0.0038 −0.0007

a32 −0.0277 −0.0215

b10 −0.1196 −0.1438

b20 −0.0204 0.0386

b30 0.1835 0.1472

b11 0.1581 0.2166

b21 0.3164 0.4830

b31 0.0168 −0.0598

b12 0.0446 −0.1497

b22 −0.1613 −0.1497

b32 −0.3549 −0.1375
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O� 	������ �� ���� 
		����� ��� �#������� �� 
 ������ �������� �
��� �� ��� ������$

��� ���$���
� ��������� �;.� �!�
����� ��������� ��� :3.� �����
 �#�
�����

��� +�� �� ���"����" �����

:��� 	
�
��
	� 	������� ��� ������ �� 
 ������ ���� �������� ��� ��� ���������

:3) ���	��
���� �����  �
����� 1��� ���	��
���� �;.� ����� ��� �!�
����

4F�?G5 �
� �� ��1������ 
� ���1C

T (t) = −
n∑

i=1

ai0 T (t− i) +
m∑

j=0

bj0 I (t− j) + ξ(I, T, t) 4)�?5

1���� ξ(I, T, t) �� ��� ���$���
� �#�
��� �� ��� ����� :�� ���	���� ���
� �;.�

���� �� ���� ������� 
�C

T (t) = −
n∑

i=1

ai0 T (t− i) +
m∑

j=0

bj0 I (t− j) 4)�@5

+��� 4)�@5 1� ��� 
 ��������$���������� ��
������
���� ����� ��� '���$�����

����� ������C

d3T (t)
dt3

+ l1
d2T (t)
dt2

+ l2
dT (t)
dt

+ l3 T (t) =

m1
d2I(t)
dt2

+m2
dI(t)
dt

+m3 I(t)
4)�A5

+��� 4)�A5� ��� ��
�� �	
�� ���� 1�����C{
ẋ(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) = T (t)

4)�F5

1���� x(t) �� ��� ��
�� ������� u(t) �� ��� ������ ��	�� 
�� y(t) �� ��� ���	��� :��
�
������ A� B 
�� C 
�� ������ 
� ���1�C

A =

⎡
⎣ 0 1 0

0 0 1
−l3 −l2 −l1

⎤
⎦



�!+ (  ����* �1 ������� ���� "�� ���	�� �������

B =

⎡
⎣ 1 0 0
l2 1 0
l3 l2 1

⎤
⎦
−1 ⎡
⎣ m1

m2

m3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ α1

α2

α3

⎤
⎦


���

C = [1 0 0]

O� ����� ��� ������ ����
�� 
�������� �� P ����� ?EE?QC

s(t) = ė(t) + λ e(t) 4)�H5

1���� λ �� 
 ������ 	������� �����
��� 
�� e(t) = yd(t) − y(t) ��� ���	�� ����� 
��
yd(t) ��� ������� ��
���  ����������� ��� ��
�� �	
�� ��	������� �� ��� ������ ����
��

�!�
���� 1� �
��C

s(t) = [ẏd(t) + λyd(t)] − [λx1(t) + x2(t) + α1u(t)] 4)�B5

��-������
���� ��� ������ �
��
�� #����C

ṡ(t) = [ÿd(t) + λẏd(t)] − [λẋ1(t) + ẋ2(t) + α1u̇(t)] 4)�K5

�# ������������ ẋ1(t) 
�� ẋ2(t) ��	�������� �� 4)�K5� 1� �
��C

ṡ(t) = [ÿd(t) + λẏd(t)]

− [λx2(t) + x3(t) + (λα1 + α2)u(t) + α1u̇(t)]
4)�L5

��� �!���
��� ������ 
1 ueq(t) �� 
������ ṡ(t) = 0 �
� �� ����� 
� ���1�C

• ���

g1 = α1

g2 = λ α1 + α2

g3 = [ÿd(t) + λ ẏd(t)] − [λ x2(t) + x3(t)]


��

v(t) =
g1
g2

u̇(t) + u(t)

 ����������� ��� 
�� ��	�������� �� 4)�L5� 1� ���C

veq(t) =
g3
ĝ2

veq(t) �� �����	����� 
� ��� 
�������� �!���
��� ������ �� 
������ ṡ(t) = 0
1��� ��� ��������� ���� 	
�
������ ĝ2

�$! �������� 
� ��� �$%� ��
� ���� αi∈[1,2,3] �= 0�
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• 
� 1� �� ��� (��1 ��� ��
�� ���� �� ��� �#����� 1� ��������� 
 ����������

���� �� ��
� ��� ���1��� ���!�
��# �!�
���� �� ����������C

1
2
d

dt

(
s(t)2

)
= s(t) ṡ(t) ≤ −η ‖s(t)‖ 4)�E5

:��� ���!�
��# �� ��� ������ ���������� 7� ������� �� ��
� ��� ����
��� �� ���

������ ����
�� �����
��� 
��� 
 ��� ��
"��������� 1��� 
 �����
 �	��� �����

�# η�

:�� 
�������� ������ 
1 va �� ������ �� ��C

va(t) = veq(t) − k ���(s(t))

• ��1� 1� �
� 1���� 4)�L5 
� ���1�C

ṡ(t) = g3 − g2 v(t)

= g3

[
1 − g2

ĝ2

]
+ g2 k ���(s(t))

�����C

s(t) ṡ(t) = s(t)
[
g3

[
1 − g2

ĝ2

]
+ k g2 ���(s(t))

]

≤
(
g3

[
1 − g2

ĝ2

]
+ k g2

)
‖s(t)‖

�# �������� ��� ������ �
�� k� ���� 
�C

g3

[
1 − g2

ĝ2

]
+ k g2 ≤ −η 4)�?G5

��� ������ ��������� 4)�E5 �� �
������� ��� ������ ��	�� u ��	������� �� ����

������� �# ������ ��� ��-������
 �!�
����

(
g1
g2

u̇(t) + u(t)
)

− va = 0� ���

1���� 
 ���	���� ������� ��C

u(t) = ueq(t) + k ���(s(t)) 4)�??5

1����

ueq(t) = δ exp
(
− ĝ2
ĝ1
t

)
+
g3
ĝ2

4)�?@5

ĝ1 �� ��� �����
��� �
�� �� g1�

��� .���"������ ���������

:�� �#������'�� �������� 1
� ���� �
��
��� �# ���	���� ����
���� ����� ���

���	��
���� ��������� ���� ��������� �# 4F�?G5 �� ��
�( 
� 
�	����� �
�#���
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�� �����
�'�� 1��� k = −0.9� λ = 250 
��

δ = 20� +��� )�? �����
��� ��� ����
���� ������

:�� �������� 1
� ���� ��	������� �� ��
 ��	�������� 1���� ��� ���������

����
� 1
� �
�#��� ���� ±10◦)� :�� ��
��� x2 
�� x3 1��� ���	���� ����� ���
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