
ThèsePrésentée àL'Université d'Evry Val d'EssonneParSélima BENNACEURPour obtenir le dipl�me deDoteur de L'Université d'Evry Val d'EssonneSpéialité :Méanique Automatique
Modélisation et Commande d'Engins VolantsFlexiblesSoutenane 28 Janvier 2009Devant le jury omposé de :R. Lozano Professeur à l'Université de Tehnologie de Compiègne RapporteurF. Boyer Professeur à l'Éole des Mines de Nantes RapporteurA. Combesure Professeur à l'INSA de Lyon RapporteurE. Delangre Professeur à l'Éole Polytehnique ExaminateurN. Azouz Maître de Conférene à l'Université d'Évry EnadreurM. Pasal Professeur à l'Université d'Évry Diretrie de thèseA. Abihou Professeur à l'Éole Polytehnique de Tunisie Direteur de thèse





Remeriements
J'exprime ma gratitude et mes sinères remeriements à Messieurs : FréderiBoyer Professeur à l'Éole des mines de Nantes, Alain Combesure Professeurà l'INSA de Lyon et Rogélio LOZANO Direteur de reherhe à l'Université deTehnologie de Compiègne, qui m'ont fait l'honneur d'être les rapporteurs de emémoire.C'est aussi un grand plaisir pour moi d'avoir parmi les membres du jury Mon-sieur Emmanuel Delangre, Professeur à l'Éole Polytehnique.Je tiens aussi à remerier Monsieur Naoufel Azouz, Maître de onférenes àl'Université d'Evry, d'avoir enadré e travail. Je lui suis également reonnais-sante pour les onseils et les enouragements qu'il m'a dispensés.Je remerie Madame Madeleine Pasal, Professeur à l'Université d'Evry-Vald'Essonne et Monsieur Azgal Abihou Professeur à l'Éole Polytehnique de Tu-nisie pour la on�ane qu'ils m'ont aordée en m'aueillant dans leur équipeainsi que pour les onseils qu'il m'ont apportés. Je tiens aussi à les remerier dem'avoir transmis le goût de la reherhe et d'avoir dirigé e travail.Je souhaite vivement remerier ma famille et surtout mon her frère Hedi etmes hers parents qui m'ont soutenu tout au long de e travail ainsi que tousles dotorants de notre laboratoire et mes amis, Chaker, Lamia, Asma, Anouar,Alexis, Kamel , Ragia, Sarra, Samia, pour avoir réé une ambiane haleureuseet amiale, ainsi que tous eux qui m'ont aidé de près ou de loin à réaliser etravail.

1



2



Résumé
L'intérêt pour la modélisation et la ommande des engins volants s'est arude manière signi�ative au ours de es dernières années. La omplexité et lespossibilités des engins volants s'aroissent rapidement et la gamme des missionsqu'elles doivent réaliser se développe. Cependant a�n que les drones puissent at-teindre e potentiel, ertains dé�s tehniques doivent être surmontés, notammentl'étude et l'intégration de la �exibilité struturelle, la prise en ompte des phéno-mènes aérodynamiques, et l'élaboration de stratégies de ommandes adaptées.Le travail présenté s'insrit dans e adre et porte spéi�quement sur deux typesde drones :-Les plus légers que l'air : Appliation à la modélisation et ommande d'un diri-geable souple.-Les plus lourds que l'air : Appliation à la modélisation et ommande d'un qua-drirotor �exible : le XSF.Nous présentons dans un premier temps un modèle global d'engins volants �exiblesautonomes. On admet que es objets volants subissent de grands déplaements etde petites déformations élastiques. Le formalisme utilisé est basé sur l'approhede Newton-Euler, approhe souvent utilisée dans le as d'objets volants rigides.Dans ette étude nous généralisons le formalisme de orps rigides existant en y in-luant l'e�et de la �exibilité, sans pour autant détruire la méthodologie globale,et e au moyen d'une tehnique hybride lagrangienne-eulerienne. La �exibilitéapparaît dans le système dynamique global par le moyen d'un nombre réduit dedegrés de liberté supplémentaires issus d'une synthèse modale. Cette tehniquepermet de failiter par la suite l'élaboration d'algorithmes de ommande et destabilisation.Le phénomène des masses ajoutées est également pris en onsidération. Une mé-thode originale de traitement analytique de e phénomène a été établie pour3



4un orps �exible en grands mouvements. Elle est basée sur la notion de poten-tiel �exible, et sur le développement de l'énergie inétique du �uide sous l'e�etd'un mouvement global du orps �exible. Cette méthode a permis de mettre enévidene le ouplage rigide-�exible dans la matrie des masses ajoutées pour untraitement global d'un dirigeable �exible. On présente aussi le modèle dynamiqueet aérodynamique du quadrirotor �exible XSF onçu au laboratoire IBISC et des-tiné à un onours interuniversitaire sur les mirodrones. Une tehnique robuste" Bakstepping " est réalisée pour la stabilisation du dirigeable �exible au voisi-nage d'un point ible. Et une stratégie de ontr�le de PID a été proposée pour lastabilisation de l'XSF. La stratégie de ommande est ontrainte par l'impératifd'optimisation du rapport préision/portabilité, pour que les algorithmes déve-loppés puissent être intégrés dans l'informatique embarquée de es engins volants.Une validation numérique est présentée à la �n du rapport.Mots lés : Méthode hybride, modélisation dynamique, masses ajoutées, enginsvolants �exibles, ommande, stabilisation.



Abstrat
The interest of dynami modeling and ontrol of the autonomous �ying ob-jets inreased signi�antly during these last years. Complexity and apability ofthese �ying objets are expanding rapidly now, and the range of missions theirdesigned to support is growing. In order to ful�l this requirement, it is neessary,in one hand, to introdue the e�et of the strutural �exibility and the aero-dynami phenomenon in the dynami model, and in the other hand, to build asuitable strategy of ommand and stabilization for these �ying objets. The workis registered within this framework, and relates two types of engines :- Lighter than air vehile : Appliation on the modelling and ontrol of �exibleairship.- Heavier than air vehile : Appliation on the modelling and ontrol of �exiblemiro-drone.We present a general model of autonomous �exible �ying engine undergoinggreat overall motion and small elasti displaements. The formalism used is basedon the Newton- Euler approah, whih is frequently used for rigid �ying objets.In this study we generalize the existing formalisms for rigid bodies, by inludingthe e�et of �exibility without destroying the total methodology. A modal syn-thesis is used. A hybrid method based on the energeti priniples and Lagrangeequations is presented. The phenomenon of the added masses is also taken intoaount. In order to integrate the �uid-struture interation of a �exible airship,we develop an original analytial formulation of the problem using both the newnotion of �exible �ow potential, and the development of the kineti energy ofthe air onstrained by the motion and the vibration of the airship. This methodallows to put in an obvious plae the oupling "overall motion - �exibility" in theadded mass matrix. We also present the dynami and aerodynami model of a5



i�exible quadrirotor alled XSF, designed in the IBISC laboratory and intendedfor an interuniversity ompetition for mirodrones.A robust methodology based on the " Bakstepping " ontrol is realized to sta-bilize the airship around a desired position, and a PID ontroller is proposed tostabilise the XSF. The strategy of ommand is ompelled by imperative to opti-mize the ratio preision/portability, to allow an easy insertion of the developedalgorithms in the embedded eletronis. A numerial validation is presented inthe end of this report.Key words : Hybrid method, dynami modelling, added-masses, �exible �yingengines, ontrol, stabilisation.
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Chapitre 1
Introdution
1.1 Introdution GénéraleLes engins volants autonomes ou semi autonomes sont des véhiules apables d'ef-fetuer des missions en vol sans présene humaine à bord. Ils sont aussi onnus sous ladénomination " Unmanned Aerial Vehiles : UAV ".On peut distinguer deux variétés d'engins volants autonomes :-Les plus légers que l'air : tels que les dirigeables.-Les plus lourds que l'air : tels que les drones-avions ou les drones-hélioptères.L'intérêt de la modélisation et ommande de es engins volants a augmenté de ma-nière signi�ative au ours de es dernières années. Le domaine d'appliation de esvéhiules est gigantesque. Néanmoins il subsiste un ertain nombre d'obstales qui ra-lentissent leur expansion. Les herheurs et les onepteurs se sont alors penhés sur leproblème de manière intensive es deux dernières déennies pour essayer d'aplanir esobstales. Cela onerne aussi bien le domaine de la oneption méanique et aérody-namique que les domaines de l'automatique et de la ommande.Partant des formes simples aux plus omplexes que peuvent avoir es engins, plusieursmodèles ont été onçus et développés en industrie pour des missions qui peuvent s'avérerdi�iles à réaliser. La omplexité et les possibilités des UAV s'est alors aru rapide-ment et la gamme des missions qu'ils sont appelés à réaliser s'est développée aussi biendans les domaines ivils que militaires. Cependant a�n que es UAV puissent atteindree potentiel, ertains dé�s tehniques doivent être surmontés. Un point important parmi3



4 Introdutiones dé�s est la �exibilité struturelle. L'intégration de la �exibilité dans l'analyse dyna-mique est très importante pour une modélisation �ne de es engins. Cependant elle estenore à un stade embryonnaire et ommene à peine à émerger.Prenons l'exemple des dirigeables, la quasi-totalité des études préalables portent surl'hypothèse de rigidité de es engins [FOS96℄, [BH00℄, [Hyg03℄. Les e�ets de �exibilitésont parfois modélisés omme une perturbation.Notons que la prise en ompte de la �exibilité struturelle dans les systèmes méaniquesa onnu un essor notable en robotique lassique [SIM87℄, [B96℄. Cependant pour les ro-bots volants ou UAV on ontinue enore à privilégier l'hypothèse des orps rigides pourdes raisons de simpliité, mais surtout ar il est possible d'appliquer aisément des loisde ommande et de stabilisation e�ientes pour es modèles " rigides " et onstruireainsi des algorithmes rapides pouvant fontionner en temps réel sur es engins volants.Néanmoins la tendane atuelle est la onstrution d'UAV légers ou omportant deséléments élanés : négliger la déformation dans e as onduirait à un modèle mathé-matique peu représentatif du système réel. Il est don néessaire d'élaborer un modèleadéquat qui tient ompte de la �exibilité de es engins, tout en préservant la simpliitédes modèles " rigides ".Nous essayons par ette étude de ontribuer à l'étude de la �exibilité des engins vo-lants en représentant l'e�et de la �exibilité par des degrés de liberté supplémentaires nonommandés. La déformation de l'engin volant souple n'est pas onsidérée omme uneperturbation mais plut�t omme agissant sur son mouvement. L'impératif de légèretédes modèles développés est très important dans ette démarhe. Cei permettrait de dé-velopper des algorithmes de ommande et de stabilisation adaptés pour être implantéssur l'informatique embarquée des engins volants, souvent de apaité et de taille réduite.Deux appliations ont été étudiées pour valider e modèle. Un UAV plus léger quel'air : un dirigeable ; et un autre " plus lourd que l'air " : un drone quadrioptère. Chaquetype d'UAV possède ses propres spéi�ités, omplexités et points d'ombre. Nous es-saierons de lever le voile sur es points et ontribuer à une meilleure ompréhension desphénomènes inhérents.



1.2. État de l'art 5Un autre point qui freinait la prise en ompte de la �exibilité pour les engins vo-lants " plus légers que l'air ", est la prise en ompte du ouplage au niveau des massesajoutées entre la ontribution de mouvement d'ensemble et la déformation. Les étudesexistantes onernaient exlusivement des simulations par des logiiels d'éléments �nis.Ce proédé néessite des temps de alul très longs et inadaptés pour du temps réel.Nous avons herhé à travers e travail à élaborer une méthode analytique pour letraitement de e problème, moyennant quelques hypothèses, a�n de prouver la faisabi-lité de la démarhe, ainsi que la ompatibilité du modèle mathématique établi ave lealul en temps réel.Pour l'élaboration des ommandes de ontr�le et stabilisation de es modèles, nousavons été guidé par la reherhe du meilleur ompromis préision/portabilité. Nousavons pour ela développé, dans un premier temps, un algorithme de ommande quistabilise loalement et asymptotiquement le dirigeable au voisinage d'un point ible, enutilisant la tehnique du Bakstepping. Cette tehnique robuste nous a permis d'atté-nuer les vibrations de l'engin volant �exible à travers les ommandes du mouvementrigide. Dans un deuxième temps, nous avons adopté une tehnique basée sur la méthodedes petites perturbations. Le modèle que nous obtenons est fortement non-linéaire,nousutiliserons pour stabiliser l'engin, une méthodologie basée sur la linéarisation et nousproposons un ontr�leur PID pour le stabiliser.
1.2 État de l'artOn présentera i-après les dé�nitions néessaires pour bien situer les engins volantsautonomes (UAV) ainsi que les prinipales études les onernant ayant fait l'objet depubliations. Nous di�érentions pour ela par les UAV plus lourds que l'air de eux quisont plus légers.1.2.1 UAV plus lourds que l'airLes UAV plus lourds que l'air sont souvent appelés drones. D'origine anglaise, lemot "drone", qui signi�e "bourdon", ou "bourdonnement", est ommunément employéen Français en référene au bruit que font ertains d'entre eux en volant !



6 IntrodutionLe drone n'est en fait qu'un des éléments d'un système, onçu et dé�ni pour assurerune ou plusieurs missions. C'est la raison pour laquelle les spéialistes parlent de "sys-tèmes de drones".On distingue ainsi deux atégories de drones : eux qui requièrent e�etivement l'as-sistane d'un pilote au sol, par exemple pour les phases de déollage et d'atterrissage,et eux qui sont entièrement autonomes.Cette autonomie de pilotage peut s'étendre à la prise de déision opérationnelle pourréagir fae à tout événement aléatoire en ours de mission ; elle onstitue la deuxièmearatéristique essentielle des drones.

Figure 1.1: Système " drone "Les drones ont été utilisés es dernières déennies pour des appliations nombreuseset variées. Ils sont très largement utilisés dans le domaine militaire pour la reonnais-sane, le renseignement, et omme relais de ommuniation. Mais sont aussi utilisésdans le domaine ivil pour l'inspetion d'ouvrages d'art, la surveillane du littoral oupour donner des informations préises sur les départs de feu ou de l'étendue des dégâtslors de atastrophes naturelles.



1.2. État de l'art 7Notre laboratoire IBISC est parmi les premiers en Frane à avoir investi le domainedes engins volants autonomes. En e�et, l'équipe VASCO s'est lanée depuis dix ans danse domaine, dans un premier temps ave le laboratoire HEUDIASYC (Compiègne) dansle adre de la modélisation dynamique et le pilotage automatique d'engins volants à voi-lures tournantes (hélioptères et X4-Flyer), puis ave le laboratoire LAAS (Toulouse)et l'Eole Polytehnique de Tunisie dans la modélisation �ne d'engins volants.Notre équipe partiipe à un onours lané par l'ONERA et la DGA sur les dronesminiatures, ave un projet qui a été retenu par la ommission du onours. Ce projetintitulé XSF est un drone quadrirotors de faible dimension.Les quadrirotors sont atuellement étudiés de manière intensive par di�érents labora-toires de part le monde, pour les partiularités intéressantes qui les aratérisent et sontappelés à un avenir très prometteur.Voyons d'abord omment est venue l'idée d'un hélioptère à quatre hélies. Le premierquadrirotor remonte à 1921. En e�et, le orps de l'armée de l'air Amériaine a attribuéun ontrat au Dr. DE BOTHEZAT pour développer une mahine à déollage verti-al. Ce dernier ont mis sur pied une mahine volante de 1678 kg dont le fuselage estonçu sous forme de X. Chaque bras du fuselage était de 9m de longueur tenant à sonextrémité un rotor de diamètre environ 8m.Cependant, bien que De Bothezat ait démontré qu'il était théoriquement possibleà son hélioptère de voler et qu'il était théoriquement bien stable, e quadrioptère n'apas pu réaliser les performanes esomptées ; par exemple on lui demandait de voler àune altitude de 100m alors que, pour ause de surpoids, l'altitude maximale qu'il a puatteindre était juste de 5m. Ainsi, suite à sa omplexité méanique et son manque depuissane, et hélioptère à quatre rotors n'a pas pu satisfaire son ahier des harges,et est rentré aux oubliettes.Mais ette on�guration est revenue à la mode lors de es deux dernières déennies,en raison des avanées spetaulaires en életronique et automatique. Les herheurs sesont inspirés de e géant quadrirotor et ont développé des drones lui ressemblant.-Présentation :Un quadrirotor est un appareil volant omportant 4 rotors pour sa sustentation. Les4 rotors sont généralement plaés aux extrémités d'une roix. On peut aussi plaer lesrotors aux extrémités d'une struture en forme de X, mais le prinipe de base onsiste



8 Introdutionà plaer les 4 rotors aux 4 oins d'un arré, sur un même plan horizontal.

Figure 1.2: Exemple de quadrirotor pour des appliations hors du vent.Un Quadrirotor peut être très manoeuvrable, il a le potentiel de planer et déoller,voler et atterrir dans des emplaements limités et peut avoir des méanismes simplesde ommande [AOM02℄. Il est méaniquement simple et est ontr�lable en hangeantseulement la vitesse de rotation des quatre moteurs. Et puisque le mouvement du laetest ontr�lé en hangeant seulement la vitesse des moteurs, le rotor de queue n'est pasnéessaire pour ommander le mouvement de laet et toute la poussée peut être fourniepour le déollage.Un Quadrirotor peut également voler sans rainte pour l'entourage ontrairement auxautres on�gurations onventionnelles d'hélioptères qui disposent d'un grand rotor[MK04℄.La dynamique de l'engin est bonne notamment en e qui onerne le savoir-faire. Néan-moins, la modélisation dynamique du Quadrirotor peut s'avérer être une tâhe déliate.-Prinipe du mouvement d'un quadrirotor :A l'inverse des hélioptères où le pas variable est plus répandu, le quadrirotor se prêtemieux au pas �xe : les moteurs életriques prourent de nos jours toute la puissanesouhaitée et les hélies restent petites et légères par rapport à la taille de l'appareil, equi lui proure une bonne réativité. Mais il n'est pas impossible d'imaginer un grosquadrirotor équipé d'un unique moteur thermique et de 4 hélies à pas variable. Toute-fois, nous allons nous foaliser ii sur le modèle à pas �xe, 2 hélies rotatives et 2 héliesontrarotatives.Voii omment se ontr�le e type de quadrirotor :



1.2. État de l'art 9

Figure 1.3: Montée d'un Quadrirotor- La montée s'obtient en augmentant le régime des quatre rotors.- La desente s'obtient en diminuant le régime des rotors. La desente est toujours plusdéliate ar le ompromis entre la demande du pilote de desendre et le maintient de lastabilité de l'appareil est plus di�ile à obtenir.

Figure 1.4: Orientation des rotors-Un virage à gauhe sur l'axe de laet se fait en augmentant la vitesse du ouple



10 Introdutiond'hélie rotatif, et en diminuant la vitesse du ouple ontrarotatif.- Le roulis et le tangage s'obtiennent en augmentant la vitesse d'une hélie, tout endiminuant la vitesse de l'autre hélie du même ouple.

Figure 1.5: Mouvement de Roulis et de Tangage-Drone XSF :Comme illustration des drones quadrirotors nous présentons i-après le drone XSFdéveloppé au laboratoire IBISC.Le XSF est un quadrirotor fabriqué sous forme de roix en �bre de arbone, d'en-vergure 70 m, de masse environ 2kg.Au entre de la roix se trouve un ylindre entral ontenant :- Une entrale inertielle- Une batterie- Des apteurs Ultrason- Une station de basePour ompenser les anti-ouples des hélies entre elles et assurer la stabilité du droneen laet, les rotors 1 et 3 tournent dans le même sens qui est en même temps le sensontraire de rotation des rotors 3 et 4.De plus, pour avoir une plus grande maniabilité de mouvement, e drone a la possibilité
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Figure 1.6: Quadrirotor :XSF (Version arénée)de faire pivoter les axes portant les rotors 1 et 3 autour de l'axe de tangage. Ce pivote-ment lui permet soit de faire un mouvement retiligne horizontal soit un mouvement derotation autour de l'axe de laet, soit la ombinaison de es deux mouvements, il s'agitdon d'un virage [ABDP07℄.Cette option de pivotement des rotors renfore aussi la stabilité du drone fae auxrafales du vent possibles. En e�et, lors de son mouvement horizontal , le drone gardeson attitude stable (position horizontale), ainsi sa résistane fae aux rafales de ventest plus importante que elle du drone quadri-rotor lassique.Plusieurs travaux, onsarés à la oneption de e type de modèle et de di�érentesommandes, ont été publiés. Dans la littérature, pour aborder la modélisation de esengins volants, de nombreux travaux se sont inspirés de la dynamique d'un orps rigideorrespondant au fuselage auquel se rajoutent les fores aérodynamiques générées parles rotors [CDL04℄, [MEG06℄, [CHI01℄, [ER59℄, [BAA06a℄.Cette idée a été adoptée a�n de pouvoir ontourner la question de �exibilité de lamahine. Certaines propositions de modélisation du drone sont présentées dans la lit-térature telles elles basées sur le formalisme de Newton [HMLO02℄, [CHI01℄, [AB08℄,liées prinipalement au repère loal, et elles basées sur le formalisme d'Euler- La-grange [CDL04℄ liées au repère global supposé �xe. En se basant sur le formalisme de



12 IntrodutionNewton Euler, T.Hamel et al [HMLO02℄, ont établi la modélisation dynamique d'unquadrirotor prenant en ompte la dynamique de moteurs et les e�ets aérodynamique etgyrosopiques des rotors.D'autres ont onsidéré le drone omme un Multi-orps à omposantes �exibles enintégrant le phénomène d'aéroélastiité [MA06℄. Dans e travail, [MA06℄ présente le mo-dèle dynamique omplet d'un Hélioptère �exible à quatre rotors ou drone Hélioptère.Il établit la dynamique du système méanique en utilisant une approhe Lagrangiennedu mouvement basée sur la méthode des oordonnées généralisées relatives. Une ana-lyse du omportement vibratoire des hélies est faite en onsidérant le phénomène deouplage aéroélastique.Conernant la ommande du drone, ertains présentent des lois de ommande baséessur le système linéarisé des drones, alors que d'autres traitent le modèle en entier.T.Hamel et al [HMLO02℄ proposent aussi une nouvelle stratégie de ommande pourla stabilisation des onditions de vol quasi-stationnaires. L'approhe adoptée impliquela séparation de la dynamique du orps rigide entral à elle des moteurs. Dans etteapprohe, T.Hamel et al développent une ommande séparative basée sur les fontionsde Lyapunov, et arrivent à borner les erreurs de perturbations a�n de stabiliser le sys-tème omplet. En onsidérant une linéarisation du modèle dynamique de leur quadri-rotor [PMHR02℄, P.Pound et Al présentent la oneption, la fabriation et la modéli-sation dynamique d'un quadrirotor. Ils proposent, aussi, une stratégie de ommandepour le mouvement de déollage vertial du quadrirotor "X4 �yer". Sans servo-motorsde ommande ou de pièes mobiles autres que les rotors, la omplexité de la méaniquedu dispositif est réduite au minimum. Un tel système a pour but de modi�er la réponsedynamique du système de manière à le rendre plus faile à piloter. La réponse dyna-mique du système doit être modi�ée pour se onformer à la dynamique VTOL d'unavion. Néanmoins, il n'est pas néessaire de stabiliser le système de ontr�le, de façonautonome, et de prendre en ompte la dynamique d'altitude.Lozano et al [PCD05℄ ont synthétisé et établi di�érentes études onernant la modélisa-tion et ommande d'engins volants tels que les hélioptères dans toutes leurs on�gura-tions pour leur adaptabilité et leur manoeuvrabilité, les dirigeables et les quadrirotors.Une méthode de stabilisation et de poursuite de trajetoire basée sur la notion de plati-tude était onçu dans [BAA06a℄. Cette méthode a été appliquée sur le système linéarisédu quadrirotor lassique X4. Elle a assuré la poursuite du drone vers une trajetoire



1.2. État de l'art 13plani�ée.Une on�guration d'un quadri-rotors nommé " OS4 " est présentée dans [BNS04℄.Bouabdallah et al. [BNS04℄ présentent les résultats des deux modèles à base detehniques de ontr�le appliquées à une autonomie de quatre miro-rotor d'hélioptèreappelé Quadrirotor. Une approhe lassique (PID) a été appliquée pour une dynamiquesimpli�ée et une tehnique moderne (LQ) pour un modèle plus omplet. Cette om-mande présentée arrive à stabiliser le modèle entier, néanmoins elle est assez sensibleaux perturbations pouvant a�eter le drone. Dans [CH06℄, Chen et Huzmezan ont ob-tenu un modèle linéarisé qui a été synthétisé pour un ontr�leur H∞. Ils ont testé leuralgorithme sur une plateforme pivotant librement.En utilisant deux méthodes d'approhes di�érentes, dans [MEG06℄, K.Zamalehe a étu-dié la stabilité pour deux quadrirotors di�érents, (X4 et XSF). En premier, il a ombinéla tehnique de bakstepping à l'approhe de Lyapunov. En seond, une ommande ba-sée sur la théorie de la logique �oue a été élaborée pour le modèle Lagrangien du droneXSF de notre Laboratoire.Dans notre travail, on a établi une stratégie de stabilisation que l'ont peut présenterainsi. Vu que le modèle est Eulerien, et que les paramètres inématiques et dynamiquessont exprimés dans le repère loal, on a utilisé la méthode des petites [DEG01℄ pertur-bations pour linéariser le modèle. La méthode développée fournit un outil de stabilisa-tion e�ae, qui présente l'avantage de s'implanter aisément dans un miro-ontr�leurembarqué. L'algorithme de stabilisation de l'XSF a été testé dans di�érents as de mou-vements perturbés et plus préisément dans le mouvement de roulis et de tangage. Lesrésultats obtenus sont satisfaisants et prouvent l'e�aité de la démarhe.1.2.2 UAV plus légers que l'air :Dirigeables1.2.2.1 IntrodutionLes ballons dirigeables ont été les premiers aéronefs de l'humanité. Ils ont réaliséavant tous les autres types d'aéronefs un grand nombre des exploits de l'aéronautiqueivile et militaire :- vol, vol motorisé ave retour au point de départ, traversée oéanique, tour du
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Figure 1.7: Dirigeable Zeplinmonde, bombardement, dépose de soldats dans un pays ennemi, photographies et ob-servations aériennes...Ces exploits ont été possibles ar il n'y a pas de puissane minimale à embarquerpour leur vol. Les qualités requises pour l'éventuel moteur d'aérostat sont don moinsritiques, omparées ave elles des aéronefs "plus lourds que l'air".Comme leurs aspets fantasmatiques ontinuent d'alimenter des disussions, voyonse qu'il en est des ballons et dirigeables, et e qu'il en sera dans l'avenir.1.2.2.2 Historique des dirigeablesLes premiers essais, en 1783 menèrent à une oneption moderne du dirigeable parle général Meusnier dont le ballon était de forme ellipsoidale muni d'un gouvernail,mais à l'époque auun moteur n'existait.En 1900, on enregistre le premier vol du dirigeable allemand (rigide)"ZeppelinLZ1"(Figure 1.7). Ave l'apparition des dirigeables rigides Zeppelin, plusieurs problèmessont orretement posés puis résolus, notamment :- la tenue méanique de l'enveloppe, dissoiée de la tenue du gaz .



1.2. État de l'art 15- l'adaptation d'une propulsion onvenable pour des engins aériens : on ne brioleplus ave e qu'on a sur l'étagère, mais on onçoit des propulseurs pour la mission.

Figure 1.8: Inendie du dirigeable allemandCependant, en mai 1937 il y a eu l'éhe spetaulaire du dirigeable Heidelberg in-venté par le omte VonZepplin et qui a ausé la mort de 36 personnes (voir �gure 1.8).Il aura fallu plus de soixante ans au ballon dirigeable pour e�aer dans les mémoiresla atastrophe de Heidenburg.Atuellement, es premiers éhes d'exploitation semblent être oubliés et dépassés, pourpreuve l'avanement intensif des reherhes en aéronautique et en robotique qui enva-hissent atuellement e domaine.Un nouvel avenir est ouvert pour l'utilisation des dirigeables dans des appliations



16 Introdutioniviles, et surtout éologiques. En e�et, le dirigeable renaît de es endres après laréation de plusieurs prototypes qui sont plus e�aes et plus surs.Le dirigeable est aussi un mode de transport qui possède une grande apaité dedéplaer de très lourdes harges ave un minimum de risque de défaillanes méaniqueset qui sont moins ritiques que pour un avion par exemple.Un tel dirigeable pourrait apparemment servir à transporter diretement ertainesharges enombrantes. Il pourrait transporter es harges dans des lieux autrementdi�iles d'aès. Il remplaerait à lui tout seul l'avion et l'hélioptère pour un oûtmoindre, et il s'intégrerait bien dans un adre de développement durable et de respetde l'environnement.De nouveaux projets de dirigeables ont vu le jour , plus grands, plus performants etplus �exibles. Le projet allemand "Cargolifter" en est une belle illustration.Dans e travail, on s'est foalisé sur l'étude des dirigeables �exibles, qui symbo-liseraient très probablement l'avenir des dirigeables, a�n de les perfetionner en vued'une exploitation dans des domaines diverses tels que (transport de marhandises,surveillane, a�hes publiitaires...)1.2.2.3 Prinipe PhysiqueUn dirigeable est fondamentalement une montgol�ère dotée d'un système de propul-sion. Pour améliorer ses performanes, la forme de la montgol�ère est onsidérablementmodi�ée. Le prinipal hangement onsiste à donner à l'enveloppe, appelée égalementarène, une forme aérodynamique prohe d'une forme ellipsoidale.Tous les ballons utilisent le THÉORÈME D'ARCHIMÈDE appliqué dans l'air :"Tout orps immergé dans un �uide subit une fore opposée au poids du �uide déplaé".On nomme ette fore "portane aérostatique" :(voir �gure 1.9).On note :- F̄ : Poussée d'Arhimède-M : masse du ballon- G : entre de gravité, point d'appliation du poids M.g du ballon- A : entre de la poussée d'Arhimède- ḡ : aélération due à la gravité (dirigée vers le bas) [m/s2℄
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Figure 1.9: Prinipe Physique du Dirigeable ( F̄ = −ρḡV )Si la portane dépasse le poids du dirigeable, le ballon dirigeable monte pour at-teindre l'altitude d'équilibre, et inversement. L'altitude d'équilibre est elle pour laquellela masse volumique de l'air réalise l'équation d'équilibre. La masse volumique de l'air(et par voie de onséquene la portane) déroît en e�et ave l'altitude.
1.2.2.4 État de l'artPlusieurs projets ambitieux sont atuellement en ours a�n de développer des plate-formes dirigeables apables d'opérer en di�érents milieux notamment en stratosphère,leur objetif est d'embarquer des équipements de ommuniation ou d'observation mé-téorologique.Dans la plupart des appliations existantes à e jour, les dirigeables sont pilotés soitpar un pilote à bord soit par un opérateur humain via une liaison radio. En vue de don-ner une autonomie à ette plateforme, il est néessaire d'automatiser les fontions depilotage et de plani�ation de tâhes qui sont généralement basées sur la onnaissaneà priori du modèle dynamique du dirigeable. Des travaux ont porté sur la réalisationd'un modèle dynamique rigide [Hyg03℄, [KG99℄, qui s'est enrihi au �l des années pourprendre en ompte le vent [APR+01℄. Les premiers travaux ont onerné prinipale-ment la reherhe d'un modèle dynamique inluant notamment les prinipaux e�ets



18 Introdutionaérodynamiques pour les di�érents modes de vol et tenant ompte du type d'ation-nement [BH00℄. Selon le mode de propulsion, les modèles proposés, ont des propriétésdi�érentes qui orrespondent à des systèmes sous-ationnés. Ces travaux se sont aussiportés sur la plani�ation et génération de trajetoires d'un dirigeable rigide [HB03℄.En onsidérant l'hypothèse de rigidité de la arène, des modèles dynamiques qui in-tègrent les phénomènes méaniques et aérodynamiques ont été établis dans beauoupde travaux notamment [Hyg03℄, [BH00℄.Dans le adre d'un programme de développement de dirigeable gros porteur, er-taines études sur le omportement d'un éoulement non visqueux ouplé à elui d'unestruture �exible d'un dirigeable ont été établies. Pour mener ette étude, Koobus etal. [OEKA05℄ ont opté pour un outil non linéaire qui modélise d'une part, les équa-tions d'Euler instationnaires pour la partie �uide (l'air) et, d'autre part, les équationsélastodynamiques lassiques qui gouvernent les déformations de la struture. Les équa-tions assoiées à la struture sont disrétisées par la méthode des éléments �nis dansune formulation lagrangienne. Dans ette étude, Koobus et al. ont réalisé une série dealuls d'éoulements non visqueux a�n d'évaluer ave préision les oe�ients aérody-namiques globaux. Ils omparent en premier lieu les in�uenes de di�érents raidisseursajoutés à la struture initiale, dans le as d'éoulements à inidene 0 ou 20◦. Ensuite,ils étudient l'in�uene de la dissipation numérique ainsi que elle du préonditionne-ment bas Mah. Ils observent - omme prévu - l'e�et stabilisateur des raidisseurs, etessentiellement elui des raidisseurs longitudinaux. Ils évaluent également l'impat po-sitif du préonditionnement bas Mah sur les résultats, ainsi que elui de la diminutionde la dissipation numérique.Par ailleurs, a�n de véri�er l'hypothèse de rigidité de la arène, nous nous sommesintéressés à l'étude des phénomènes de �exibilité introduits par le tissu de ette dernière[ABL02℄, [BAA06b℄.Si les dirigeables omme bon nombre d'engins volants ont don été depuis longtempsonsidérés omme des orps rigides, néanmoins, dans la littérature, plusieurs approhesont été proposées a�n d'étudier les problèmes des orps �exibles dans l'espae, [PAS91℄,[SHA88℄, [CN02℄, [BQM03℄, [SCS06℄, [SIM87℄. Les approhes peuvent être lassi�éesdans deux groupes :- Le premier groupe emploie la desription de Newton-Euler [SHA88℄, [GOL01℄.Cette méthode est intéressante eu égard au temps de alul, ependant il n'est pas faile



1.2. État de l'art 19de l'appliquer dans le as du orps �exible, sans proéder à des profondes transforma-tions dans le formalisme destiné à l'étude des orps rigides [B96℄. Nous nous sommesattahés partiulièrement à réaliser es transformations dans le seond hapitre de erapport, en mettant l'aent sur la légèreté du formalisme a�n qu'on puisse toujours s'yappuyer dans l'étude de la stabilité et la ommande des engins volants souples.Dans une étude intéressante de Boyer et Khalil [BK99℄ une approhe a permis d'étendreles algorithmes arboresents "rigides" de Neton-Euler au as des manipulateurs �exibles.On notera dans e as une nette diminution des opérations de alul. Cependant esalgorithmes présentent généralement une grande sensibilité numérique.-Le deuxième prinipal groupe d'études des orps �exibles utilise la méthode la-grangienne, qui onsiste à dé�nir le mouvement relativement à une on�guration �xede référene. Mais e proédé mène également à des relations omplexes lors de ladesription des déformations et des ontraintes dans le orps �exible. Une Méthode La-grangienne atualisée (U.L.M.) a été proposée par BATHE et al. [Ba75℄ et développéepour les orps déformables qui subissent de grands déplaements de translation et derotation. La résolution du problème dynamique est inrémentale. La on�guration et lemouvement du orps sont identi�és en utilisant une on�guration de référene mobilereprésentant la position du orps déformable dans le pas préédent. Azouz et Al [ABL02℄proposent omme on�guration de référene, une on�guration rigide du dirigeable quisuit le mouvement du orps sans oïnider ave lui. Cependant l'inonvénient de etteapprohe est le temps de alul qui parait important. Le modèle dynamique obtenu seradi�ile à ommander.D'un autre oté, le domaine de reherhe onernant la ommande des dirigeablessous-ationnés est potentiellement intéressant. Dans une étude réente, une lasse desystèmes autonomes sous-ationnés a été étudié par Beji, Abihou et Bestaoui [BAB04℄.Dans e travail, Beji et al. établirent une loi feedbak en temps-variables . La loi deommande est déterminée par la théorie de l'homogénéisation. Ils ont aussi établi lastabilisation asymptotique de la position et de l'orientation du dirigeable en utilisantuniquement les trois entrées de ommandes disponibles. Par ailleurs, Morin et Sam-son [MS95℄ ont été appliqué ave suès les approximations homogènes et le ontr�lepar retour d'état à des systèmes sans dérive. Les auteurs ont présenté un retour d'étatontinu et instationnaire qui stabilise asymptotiquement un satellite sous ationné.



20 IntrodutionPettersen et Egeland [PE96℄ ont prouvé qu'une large lasse de véhiules sous-ationnées ne peuvent pas être stabilisée par un retour d'état ontinu ni par un retourd'état disontinu. Ils ont onsidérés un système ave dérive (bateau) omme modèled'étude et ils ont montré qu'une loi de retour d'état ontinue, périodique et instation-naire peut le stabiliser. Certains auteurs ont traité ave suès la ommande globaled'un avion �exible [Tuz01℄, ependant les travaux qui traitent e problème de ouplagepour les dirigeables �exibles sont quasiment inexistants.1.2.2.5 Interation-Air-StrutureLes engins volants plus légers que l'air (dirigeables) sont également régis par desphénomènes aérodynamiques qu'il est important de modéliser. La base pour analyserle mouvement d'un orps rigide dans un �uide parfait a été établie au 19ème sièle etdérite par Lamb [LAM45℄. Dans son travail, Lamb a onsidéré le as du déplaementsimple dans une grande masse in�nie de �uide, où le mouvement de e dernier est en-tièrement dû au mouvement du solide. Le mouvement sera onsidéré irrotationnel. Ilmontre que l'énergie inétique du �uide peut être exprimée omme une forme quadra-tique des six vitesses de translation et de rotation du véhiule. Les dérivations donnéespar Lamb seront utilisées dans la desription du dirigeable dans un milieu uniformestationnaire. Les termes provenant de l'aélération ou (masses ajoutées) viennent dufait que le �uide onsidéré parfait est aéléré. Quand un ellipsoïde se déplae dans un�uide non visqueux inompressible et in�ni de sorte que le �ux extérieur soit partoutirrotationnel et ontinu, l'énergie inétique du �uide produit un e�et équivalent à uneaugmentation importante de la masse et des moments de l'inertie du orps [KG99℄.Dans e travail, l'analyse de l'interation �uide-struture est intégrée d'une manièreinnovatrie dans le modèle Eulerien. On a pour ela utilisé une approhe énergétiquepour intégrer l'e�et du �uide dans notre formalisme Eulerien.-Expliation du Phénomène des masses ajoutées : Dirigeables Rigides :Le mouvement du dirigeable déplae un ertain volume d'air préalablement en étatstationnaire. Pour permettre au véhiule de passer à travers le �uide, le �uide doit sedéplaer autour du dirigeable pour lui libérer le passage. Le �uide aquière ainsi uneénergie inétique.



1.2. État de l'art 21Ce phénomène est appelé dans la littérature, phénomène de masses ajoutées ou vir-tuelles [LAM45℄, [FOS96℄ et [BH00℄ .On onsidère par exemple un orps ayant un volume important et de masse m , qui sedéplae dans l'air suivant l'axe x ave une vitesse u. L'air opposant son inertie provoqueune fore résistive instationnaire -Xu̇u̇ ave X l'ensemble des fores extérieures appli-quées sur le dirigeable, et Xu̇ = ∂X
∂u̇ la dérivée de es fores par rapport à l'aélérationu̇ (Xu̇ > 0).Par onséquent l'équation de la dynamique suivant ette diretion sera sous la forme :
mu̇ = −Xu̇u̇ + X (1.1)On peut dire don qu'en présene du �uide, la dynamique du dirigeable suivantl'axe x orrespond à elle d'un orps de masse m+Xu̇, par suite l'équation dynamiquede l'ensemble dirigeable-air prend la forme :
(m+Xu̇)u̇ = X (1.2)

à partir de l'équation 1.2, il résulte que, le orps voit sa masse augmenter par laquantité Xu̇ .Cette quantité est identi�ée omme une masse supplémentaire appelée masse ajoutéeou enore masse virtuelle. Elle est proportionnelle à la masse volumique ρ du �uide.Le oe�ient de proportionnalité étant un volume de référene V multiplié par unoe�ient de masse ajoutée k.
Xu̇ = k.ρ.V (1.3)Par exemple, pour un ellipsoïde parfait se déplaçant selon un axe parallèle à son grandaxe (1.10), dans un �uide parfait de masse volumique ρ, le oe�ient k peut s'exprimerainsi [FOS96℄ : Xu̇ =

α0

2 − α0︸ ︷︷ ︸
k

.ρ.V = α0

2−α0
.ρ4

3πab
2et si l'on introduit l'exentriité e = 1 − ( b

a
)2, on a α0 = 2(1−e2)

e3
(1
2Ln(1+e

1−e − e))D'une manière plus générale, dans le as d'un ellipsoïde rigide se déplaçant dans unliquide, l'équation 1.1 prend la forme suivante :
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a

b

x

Figure 1.10: Ellipsoïde
(ME +Ma)ν̇ = F (1.4)OuME est la matrie de masse de l'éllipsoïde, ν̇ la matrie olonne des aelerationset F l'ensemble des fores appliquées au orps mobile.Les masses ajoutées sont représentées par Ma est une matrie de dimension 6x6.Cette matrie a été alulée dans la littérature [LAM45℄. En e�et, la matrie des massesajoutées peut être exprimée sous la forme :

Ma =




A C′ B′ F F ′ F”

B A′ G G′ G”

C H H′ H”

Sym P R′ Q′

Q P ′

R




(1.5)
La matrie représentée dans 1.5 n'est pas symétrique dans le as général. Néanmoins, sasymétrie est admise dans le as d'un orps totalement immergé dans un �uide [FOS96℄.Phénomène des masses ajoutées dans le as de dirigeables Flexibles :
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L'étude de la masse ajoutée due au mouvement d'un orps déformable en grandsdéplaement dans un �uide est enore dans un stade embryonnaire et s'appuie souventsur des odes de alul numérique. En littérature, on peut répertorier deux groupes :- Le premier groupe qui traite l'impat du mouvement en grands déplaements surle �uide [FOS96℄, [Hyg03℄, [LAM45℄ ; dans es études la matrie de masse ajoutée estalulée à partir des équations de Kirsho� et de l'expression de l'énergie inétique du�uide. Ce travail est inspiré de l'étude des sous-marins.- Le deuxième groupe traite l'impat des petites vibrations autour d'une positiond'équilibre sur le mouvement du �uide. Ce travail a été traité par plusieurs méthodes.Ohayon et al. [HM95℄, par exemple, a utilisé la méthode de sous-struturation. Il aainsi dé�ni une matrie de ouplage entre le �uide et la struture. La matrie de masseajoutée a été alulée à partir de ette matrie de ouplage.La plupart des études utilisent la méthode des éléments �nis [UE06℄, [Pao04℄,[YTL03℄, [SBL06℄, [JM06℄. J. F. Sigrist [SBL06℄ présente une analyse modale d'unestruture industrielle ouplée ave un �uide, en utilisant les tehniques numériques dealuls ouplés �uide/struture. Compte tenu de la nature axisymétrique de la géomé-trie de la struture étudiée et de la nature non axisymétrique des équations de ouplage,la modélisation du problème est réalisée au moyen d'éléments �nis axisymétriques dé-veloppés en série de Fourier. Un ode de alul fût développé pour permettre l'analysemodale de la struture.Certains auteurs se sont foalisé sur la vibration de strutures non-mobiles dans un �uideaux aratéristiques les plus diverses tel que De Langre [Lan02℄. Une méthodologie in-téressante basée sur des modèles numériques a été développé par Combesure [AC80℄.Quelques études sur des bateaux �exibles ommenent à traiter le problème analytique-ment sous des onditions partiulières de houles sinusoïdales [FC06℄, [WM05℄.L'originalité de notre travail est l'étude analytique des phénomènes des masses ajoutéespour un orps immergé �exible en grands déplaement et petites déformations, inluantla prise en ompte du ouplage entre es deux mouvements. A�n de mieux prendre enonsidération la dépendane entre les fores aérodynamiques et l'élastiité struturelle,



24 Introdutionla vitesse loale sur le véhiule déformé est utilisée dans le alul des fores aérodyna-miques.
1.3 Objetifs de la thèse et présentation du mé-moireCette thèse s'insrit dans une suite logique de travaux réalisés au laboratoire IBISConernant les engins volants autonomes. Elle onerne la modélisation et ommande dees engins tenant ompte de leur �exibilités struturelles. L'intégration de la �exibilitéstruturelle représente une perée majeure dans la modélisation globale de es enginsmaniables. Elle soulève en même temps un bon nombre de problèmes nouveaux dontnous essaierons de résoudre une partie au ours de e travail de thèse. Nous serons guidédans ette démarhe par l'impératif d'optimisation du rapport préision/probabilité. Ilest en e�et important d'avoir un modèle dynamique qui allie la préision à la légèretépour qu'on puisse y intégrer des lois de ommande er de stabilisation ompatibles avele temps réel.Certains problèmes, tels que la modélisation dynamique, sont ommuns à di�érentstypes d'engins volants �exibles d'autres sont plus spéi�ques, omme l'aérodynamiqueet la stabilisation, et nous distinguerons dans notre étude :- Les plus légers que l'air : ave omme illustration le dirigeable �exible.-Les plus lourds que l'air, ave omme illustration un drone quadrioptère.Pour mener à bien ette étude, e rapport sera struturé omme suit :Chapitre 2Dans e hapitre, nous présentons le modèle dynamique d'un engin volant à ompo-sants �exibles. Le modèle utilisé à et e�et est le modèle Eulérien. Pour ela, dans unepremière approhe, on onsidère un engin volant rigide a�n d'établir le parallèle entreles desriptions Eulerienne et Lagrangienne. On se propose, par la suite, d'étendre ettetehnique aux orps déformables, sans pour autant détruire le formalisme général ob-tenu pour les orps rigides. Et grâe à un ertain nombre de transformations, on établiun modèle dynamique hybride dédié aux orps volants �exibles.



1.3. Objetifs de la thèse et présentation du mémoire 25Chapitre 3Dans e hapitre, nous nous proposons d'expliiter le modèle dynamique et aérodyna-mique d'un dirigeable �exible. On présente de manière analytique le phénomène aé-rodynamique qui agit sur le dirigeable �exible et en partiulier sur son enveloppe. Onintroduit le phénomène de masses ajoutées. L'e�et de la �exibilité struturelle de l'enve-loppe de l'engin se manifeste dans l'expression de l'énergie inétique du �uide. A partirde l'expression énergétique de l'air, et à travers l'introdution de la notion de potentiel�exible de �uide (PFF), nous déterminons de manière analytique l'interation de edirigeable ave l'air environnant.Chapitre 4Ce hapitre propose l'élaboration d'une stratégie de ommande et de stabilisation dudirigeable �exible dont le modèle a été dé�ni dans le hapitre préédent. On entame lastabilisation asymptotique de la plateforme au voisinage d'un point ible, en utilisantla tehnique du " Bakstepping ", ainsi on expose une loi de ommande qui assure l'at-ténuation des vibrations du dirigeable �exible à travers les ommandes du mouvementrigide.Chapitre 5Dans e hapitre, une deuxième appliation du modèle eulérien est établie. On pré-sente, dans une première partie, la modélisation du drone hélioptère quadri-rotor XSF�exible. Cette modélisation est établie en prenant en onsidération les fores aérodyna-miques et les termes gyrosopiques. Dans une deuxième partie, on génère un algorithmede ommande permettant de stabiliser l'engin au voisinage d'un point ible. Nous avonsadopté pour ela une tehnique basée sur la méthode des petites perturbations.
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Chapitre 2
Modélisation d'un Engin VolantFlexible
2.1 IntrodutionDans e hapitre, nous présentons le modèle dynamique d'un engin volant à om-posants �exibles. Ces engins volants ont souvent été assimilés à des orps rigides. Cettehypothèse permet de les modéliser de manière simpli�ée par la méthode de Newton-Euler [DEG01℄, [SHA88℄, [B96℄. Cei a l'avantage de failiter la mise en oeuvre d'al-gorithmes de ontr�le, de stabilisation ou de génération de trajetoires qui leurs sontdédiés.On se propose à travers e hapitre d'étendre la tehnique de Newton-Euler auxorps déformables, sans pour autant détruire le formalisme général obtenu pour lesorps rigides. Cependant, ei néessite au préalable une reformulation globale du om-portement dynamique d'une struture �exible dans l'espae par une desription Lagran-gienne, puis l'appliation d'un ertain nombre de transformations et la mise en oeuvred'une synthèse modale. On réintroduit par la suite des paramètres Euleriens du mouve-ment pour élaborer ainsi un système dynamique hybride présenté omme une extensiondu modèle Eulerien dédié aux orps rigides.L'algorithme développé doit répondre à l'impératif d'optimisation du rapport préi-sion/adaptabilité. Nous avons en e�et herhé à intégrer la �exibilité des omposantsdu système, et le ouplage inertiel entre la déformation et le mouvement d'ensemble,tout en respetant les ontraintes d'adaptabilité en vue d'une appliation aisée des loisde ommande ou de stabilisation. 27



28 Modélisation d'un Engin Volant FlexibleDans un esprit de lari�ation de la démarhe, on dé�nira l'algorithme d'abord sur unengin volant rigide avant de l'étendre aux orps �exibles.2.2 Desription Eulerienne : Engin Volant Rigide2.2.1 CinématiqueOn présente dans un premier temps la desription Lagrangienne totale d'un orpsdans l'espae ; 'est à dire l'analyse du mouvement par rapport à une référene �xe liéeau repère global.On hoisit un repère �xe lié à la terre R0=(O,X0, Y0, Z0) ; l'origine du repère peut êtrehoisie d'une manière arbitraire omme par exemple la position initiale sur Terre del'engin. Ses axes sont hoisis omme suit (voir �gure 2.1).
♦X0 : dirigé vers le nord
♦Y0 : dirigé vers l'Est
♦Z0 : dirigé vers le basOn dé�nit aussi un deuxième repère, appelé repère mobile Rm=(G,Xm, Ym, Zm)�xé au entre de gravité de l'engin G ; ses axes sont les prinipaux axes inertiels, hoisisde la manière suivante :
♦Xm l'axe longitudinal .
♦Ym l'axe transversal.
♦Zm l'axe normal à (Xm, Ym).-Un troisième repère intermédiaire parallèle au repère �xe mais lié à l'engin et d'ori-gine G : Ra=(G,Xa, Ya, Za)Le mouvement de l'engin est dérit par les paramètres suivants :
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Figure 2.1: Dé�nitions des repères
η1 = [x0, y0, z0]

T : matrie olonne position du repère mobile exprimé dans le repère�xe R0

η2 = [φ, θ, ψ]T :matrie olonne d'orientation du repère mobile exprimé dans le re-père �xe R0 donné par les angles d'Euler.
η = [η1, η2]T matrie olonne attitude par rapport à R0.
η̇ : matrie olonne vitesse par rapport à R0 exprimé dans R0.
η̈ : matrie olonne aélération par rapport à R0 exprimé dans R0.
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ν1 = [u, v,w]T : matrie olonne vitesse loal de translation par rapport à R0 ex-primé dans Rm.
ν2 = [p, q, r]T : matrie olonne vitesse loal de rotation par rapport à R0 exprimédans Rm.
ν = [ν1, ν2]T : matrie olonne vitesse loal.
τ1 : matrie olonne des fores généralisées agissant sur le véhiule.
τ2 : matrie olonne des moments généralisés agissant sur le véhiule.
τ=[τ1,τ2℄ : fores et moments généralisés agissant sur le véhiule.2.2.1.1 Dé�nitions des matries de passageGénéralement, une paramétrisation en laet, tangage et roulis est utilisée pour dé-rire la position et l'orientation de l'engin dans le repère inertiel R0.La on�guration de l'engin est dérite au moyen de trois rotations élémentaires dé-�nies par trois angles d'orientation à savoir le laet ψ, le tangage θ et le roulis φ :

B(Xo, Yo, Zo) −→
Hψ B(U,Z1, Zo) −→

Hθ B(Xm, Z1,W ) −→Hφ B(Xm, Ym, Zm) (2.1)
Où B(Xo, Yo, Zo) est la base du repère global Ro, B(Xm, Ym, Zm) la base du repèreloal Rm, B(U,Z1, Zo) et B(Xm, Z1,W ) sont les bases intermédiaires et Hψ ,Hθ et Hφles matries de rotation orthogonales.La première rotation d'angle de laet ψ, est omptée positivement dans le sens diretpar rapport à Zo (voir �gure 2.2). Elle est représentée par Hψ la matrie de passage
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Figure 2.2: Laetentre les bases B(Xo, Yo, Zo) et B(U,Z1, Zo).La deuxième rotation d'angle θ dérit le tangage autour de l'axe Z1 (voir �gure 2.3)et donne la matrie de passage Hθ entre les bases B(U,Z1, Zo) et B(Xm, Z1,W ) donnéepar :
Hθ= cos θ 0 sin θ

0 1 0

− sin θ 0 cos θ


 dans la base (U,Z1, Zo)La troisième rotation d'angle de roulis φ s'e�etue autour de l'axe Xm de la nouvellebase (voir �g 2.4) donnée par :

Hφ = 1 0 0

0 cosφ − sin θ

0 sinφ cosφ


 dans la base (Xm, Z1,W )La matrie de rotation qui dérit la transformation entre le repère global R0 et lerepère loal Rm est donnée par :

J1(η2)=HψHθHφpar onséquent :
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Figure 2.3: Tangage

Figure 2.4: Roulis
J1(η2) =




cosψ cos θ − sinψ cosφ+ sinφ cosψ sin θ sinφ sinψ + sin θ cosψ cosφ

cos θ sinψ cosψ cosφ+ sin θ sinψ sinφ − cosψ sinφ+ cosφ sin θ sinψ

− sin θ cos θ sinφ cos θ cosφ


(2.2)telle que J1(η2)

TJ1(η2) = J1(η2)J1(η2)
T = Id32.2.1.2 Transformation des vitesses de translation et de rotationA l'aide de la matrie de passage de hangement de base J1(η2), la transformationdes omposantes des vitesses de translation, par rapport à R0 est donnée par :

η̇1 = J1(η2)ν1 (2.3)
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Partant de la relation (2.1) la vitesse loale de rotation peut être exprimée ainsi :

ν2 = ψ̇Zo + θ̇Z1 + φ̇Xm (2.4)On peut alors exprimer le veteur vitesse de rotation dans la base du repère mobile
B(Xm, Ym, Zm) ainsi :
ν2 =




p

q

r


 =




1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ cosφ







φ̇− ψ̇ sin θ

θ̇

ψ̇ cos θ


 =




φ̇− ψ̇ sin θ

θ̇ cosφ+ ψ̇ sinφ cos θ

ψ̇ cos θ cosφ− θ̇ sinφ


 (2.5)d'où :




p

q

r


 =




1 0 − sin θ

0 cosφ sinφ cos θ

0 − sinφ cosφ cos θ







φ̇

θ̇

ψ̇


 (2.6)

On désigne par J2(η2) la matrie de passage reliant les omposantes des vitesses derotation dans le repère global à elles relatives au repère loal.Soit :
J2(η2) =




1 0 − sin θ

0 cosφ sinφ cos θ

0 − sinφ cosφ cos θ




−1

=




1 sinφ tan θ cosφ tan θ

0 cosφ − sinφ

0
sinφ
cos θ

cosφ
cos θ


 (2.7)



34 Modélisation d'un Engin Volant FlexibleD'où la deuxième relation inématique :
η̇2 = J2(η2)ν2 (2.8)

Remarque2.1On remarque que la paramétrisation par les angles d'Euler fait apparaître une sin-gularité en θ = π
2 .On retrouve ainsi l'expression inématique de l'engin volant qui peut s'exprimeromme suit :

(
η̇1

η̇2

)
=

(
J1(η2) 03∗3

03∗3 J2(η2)

)

︸ ︷︷ ︸
J(η2)

(
ν1

ν2

) (2.9)
2.2.2 Paramètres d'EulerA�n d'éviter la singularité de l'angle de tangage, on utilisera par la suite la méthodedes paramètres d'Euler. Cette tehnique peut être présentée ainsi : Toute rotation �niedans l'espae peut être exprimée omme une rotation d'angle β autour d'un axe derotation Z.Quatre paramètres dé�nissent ainsi la rotation : les omposantes Zx, Zy, Zz, del'axe Z et l'angle β de la rotation autour de et axe (voir �gure 2.5) ave |Z| =√
Z2
x + Z2

y + Z2
z = 1 ; β ∈ [0, π]Par suite, la matrie de rotation J1(η2) peut être exprimée omme suit :

J1 = [I3 + Z̃.sinβ + 2Z̃2sin2 β
2 ] où Z̃ est la matrie du pré-produit vetoriel assoié auveteur Z.
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Figure 2.5: Rotation autour d'un axeLes paramètres d'Euler peuvent être dé�nis omme suit :




q0 = cos(
β

2
)

q1 = Zxsin(
β

2
)

q2 = Zysin(
β

2
)

q3 = Zzsin(
β

2
)es paramètres satisfont la relation suivante :

∑3
k=0 q

2
k = qT q = 1 ave q = [q0 q1 q2 q3]

TAinsi la matrie de rotation J1(η2) peut être exprimée en fontion des paramètresd'Euler sous ette forme [SHA88℄, [SHA81℄ :
J1Q =




1 − 2(q22 + q23) 2(q1q2 − q0q3) 2(q0q2 + q1q3)

2(q1q2 + q0q3) 1 − 2(q21 + q23) 2(q2q3 − q0q1)

2(q1q3 − q0q2) 2(q0q1 + q2q3) 1 − 2(q21 + q22)


 (2.10)
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la relation entre les paramètres d'Euler et les angles d'Euler est donnée par etteexpression :

q =




q0

q1

q2

q3




=




cos
φ

2
cos

θ

2
cos

ψ

2
+ sin

φ

2
sin

θ

2
sin

ψ

2

sin
φ

2
cos

θ

2
cos

ψ

2
− cos

φ

2
sin

θ

2
sin

φ

2

cos
φ

2
sin

θ

2
cos

ψ

2
+ sin

φ

2
cos

θ

2
sin

ψ

2

cos
φ

2
cos

θ

2
sin

ψ

2
− sin

φ

2
sin

θ

2
cos

ψ

2




(2.11)
et inversement pour les angles d'Euler on aura :





φ = arctang(
2(q0q1 + q2q3)

1 − 2(q21 + q22)
)

θ = arcsin(2(q0q2 − q3q1))

ψ = arctang(
2(q0q3 + q1q2)

1 − 2(q21 + q23)
)

(2.12)
D'un autre oté, en utilisant les paramètres d'Euler, la matrie J2(η2) sera rempla-ée par une matrie retangulaire dé�nie ainsi :

J2Q = 2




−q1 q0 q3 −q2

−q2 −q3 q0 q1

−q3 q2 −q1 q0


 (2.13)

La transformation des vitesses de rotation sera alors donnée par ette expression :
ν2 = J2Qq̇ (2.14)
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Figure 2.6: Dé�nition des veteurs de position
2.2.3 Etude méanique de l'engin volantPour une meilleure larté du formalisme développé pour le orps �exible, on déve-loppe au préalable l'analyse d'un engin volant rigide.On onsidère un engin, supposé rigide, de masse m, auquel nous assoions un repère�xe lié à la terre R0=(O,X0, Y0, Z0) et un repère mobile Rm=(G,Xm, Ym, Zm) ; notonsG le entre de gravité de l'engin.Le mouvement de l'engin sera dérit tout d'abord par rapport au repère �xe R0 puispar rapport au repère mobile Rm.



38 Modélisation d'un Engin Volant Flexible2.2.4 Desription Lagrangienne totale2.2.4.1 Position d'un point arbitraire de l'engin volantLa position d'un point p arbitraire de l'engin, exprimée dans le repère global, estdonnée par la relation vetorielle suivante (voir �gure 2.6) :
OP = OG + GP (2.15)ou enore :
r = η1 + J1Quo (2.16)où uo est le veteur position loale du point P et J1Q est la matrie de rotationentre le repère loal et le repère global.

Remarque2.2Tant que l'hypothèse du orps rigide implique que la distane entre deux pointsarbitraire du orps reste onstante, on peut onlure que la longueur du veteur uoreste onstante et par suite ses omposantes sont onstantes par rapport au repèreloal.2.2.4.2 Vitesse d'un point arbitraire P de l'engin volantEn dérivant l'équation 2.15 on retrouve l'expression suivante de la vitesse :
ṙ =

dr

dt
= η̇1 +

d(J1Quo)

dt
(2.17)d'où :

ṙ = η̇1 + J̇1Quo + J1Q u̇o︸︷︷︸
0

(2.18)on aura don :
ṙ = η̇1 + J̇1Quo (2.19)après aluls, on aura (voir Annexe A (A.5)) :

J̇1Quo = J1Q(ν2 ∧ uo) = −J1Q(uo ∧ ν2) = −J1Qũoν2 = −J1QũoJ2q̇
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ũo =




0 uo3 −uo2

−uo3 0 uo1

uo2 −uo1 0


la matrie antisymétrique du pré-produit vetoriel assoiée à uo.Le veteur vitesse s'érira par la suite ainsi :

ṙ = η̇1 − J1QũoJ2Qq̇ (2.20)
dans une forme plus ompate on aura :

ṙ = [I3 − J1QũoJ2Q]︸ ︷︷ ︸
C


η̇1

q̇


 (2.21)ou enore :

ṙ = Cη̇ (2.22)ave ṙ =


η̇1

q̇


 et I3 la matrie identité.2.2.4.3 Expression de l'énergie inétique d'un point arbitraire PL'énergie inétique de l'engin volant rigide est donnée par ette expression générale :

Ec =
1

2

∫

V

ρṙT ṙdV (2.23)où :
ρ : la densité volumique.V : le volume du orps.
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ṙ : le veteur vitesse globale d'un point arbitraire P de l'engin.En remplaçant la vitesse par son expression dans 2.23, l'énergie inétique prend laforme suivante :

Ec =
1

2

∫

V

ρ(C ṙ)TC ṙdV =
1

2

∫

V

ρṙTCTC ṙdV (2.24)
Comme le veteur des vitesses généralisés η̇ =


η̇

q̇


 est supposé indépendant de laposition et la densité volumique, l'énergie inétique prend, alors, la forme suivante :

Ec =
1

2
ṙT [

∫

V

ρCTCdV ]ṙ (2.25)
sous une forme plus ompate :

Ec =
1

2
ṙTM ṙ (2.26)

où M est reonnue omme étant la matrie de masse symétrique et dé�nie ommesuit :
M =

∫

V

ρCTCdV (2.27)
dans une forme plus symbolique la matrie de masse s'érira :
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M =

(
mTT mTR

mTR mRR

) (2.28)
où :

mTT =

∫

V

ρIdV (2.29)
est la sous matrie du ouplage du mouvement Translation-Translation.

mTR =

∫

V

ρ(−J1QũoJ2Q)dV = mRT (2.30)
est la sous matrie du ouplage Translation-Rotation.et :

mRR =

∫

V

ρ(−J1QũoJ2Q)T (−J1QũoJ2Q)dV (2.31)
est la sous matrie du ouplage Rotation-Rotation.Le terme mTT , dérivant le mouvement de translation est invariant par rapport autemps ; alors que les autres sous-blos de la matrie dépendent des oordonnées géné-ralisées de l'engin. Par onséquent, es derniers sont fontions impliites du temps.
Remarque2.3En faisant oïnider le entre de gravité de l'engin et le entre du repère mobileon peut onsidérer dans e as que les deux sous-matries extra-diagonales de M sont



42 Modélisation d'un Engin Volant Flexiblenulles (mTR).D'où la forme simpli�ée de M :
M =

(
mTT 03∗4

04∗3 mRR

) (2.32)
Et elle de l'énergie inétique :

Ec =
1

2
η̇1
TmTT η̇1 +

1

2
q̇TmRRq̇ (2.33)

2.2.5 Equations de LagrangeComme on est dans une approhe Lagrangienne totale et on utilise les oordonnéesgénéralisées du système, on peut appliquer l'équation de Lagrange à l'énergie inétiquedonnée par :
d

dt
(
∂Ec
∂η̇

) −
∂Ec
∂η

= τT (2.34)
ave τ : la matrie olonne des fores et des moments extérieurs généralisés.Tout d'abord évaluons le premier terme d

dt
(∂Ec
∂η̇

) ; d'après l'équation 2.31 on aura :
∂Ec
∂η̇

=
(
η̇1
TmTT q̇TmRR

) (2.35)
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d

dt
(
∂Ec
∂η̇

) =
(
η̈1
TmTT (q̈TmRR + q̇T ṁRR)

) (2.36)
Et on pourra véri�er (Annexe A (A.3 et A.4)) les deux relations suivantes :

J̇2Qq̇ = 0 (2.37)
J̇2Qq = −J2Qq̇ (2.38)

D'autre part, l'inertie mRR est exprimée dans le repère �xe R0. Si on désigne par
IRR la matrie d'inertie dans le repère mobile Rm, et qui est onstante, on aura larelation suivante :

mRR = (J2Q)T IRRJ2Q (2.39)
En utilisant les équations 2.32, 2.35 et 2.36 et en remplaçant mRR par son expres-sion 2.37 on aura :

q̇T ˙̂mRR = ν2
T IRRJ̇2Q (2.40)

en substituant l'équation préédente dans l'équation 2.33 on aura :
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d

dt
(
∂Ec
∂η̇

) =

(

η̈1
TmTT (q̈TmRR + ν2

T IRRJ̇2Q)

) (2.41)
Le deuxième terme de l'équation de Lagrange, exprimant la dérivée de l'énergie i-nétique par rapport au veteur oordonnées généralisées est :

∂Ec
∂η

=
1

2

∂

∂η
(q̇TmRRq̇) =

(
0T3 1

2

∂

∂η
(q̇TmRRq̇)

) (2.42)
où 0T3 est le veteur nul à trois dimensions.En utilisant l'équation 2.37 on a :

∂Ec
∂η

=

(
0T3 1

2

∂

∂η
[q̇T (J2Q)T IRRJ2Qq̇]

)
=

(

0T3 −ν2
T IRRJ̇2Q

) (2.43)
En reportant les préédents résultats dans l'équation 2.32 :

(

η̈1
TmTT (q̈TmRR + 2ν2

T IRRJ̇2Q)

)
= [τT1 τ

T
2 ]T (2.44)

L'équation 5.6 peut être érite omme deux équations matriielles déouplées ; lapremière équation matriielle est assoiée à la translation du orps et la deuxième à larotation d'où :
m
TT
η̈1 = τ1 (2.45)

m
RR
q̈ = τ2 − 2 ˙J2Q

T
IRRν2 (2.46)



2.2. Desription Eulerienne : Engin Volant Rigide 45
ou sous forme ompate :

Mη̈ =


 τ1

τ2 − 2 ˙J2Q
T
IRRν2


 (2.47)

ave η =

(
η1

q

)

2.2.5.1 Desription EulerienneDans ette partie, on va dé�nir le mouvement de l'engin volant rigide, à partir desvariables Euleriennes, pour présenter à la �n la orrélation entre le paramétrage La-grangien et Eulerien.Tout d'abord exprimons η̈1 dans le repère mobile Rm ; on sait que η1 = OG (voir�gure 2.5). On a pu démontrer qu'en onsidérant le entre de gravité du repère G dif-férent du entre du repère �xe, on a :
d2OG

dt2
|R0

=
dOG

dt
|R0

dt
|Rm + J1Q.ν2 ∧

dOG

dt
|R0

(2.48)
Par onséquent : η̈1 = J1Qν̇1 + J1Qν2 ∧ ν1.Pour le passage Eulerien, tout d'abord onsidérons l'équation 2.46
τ2 − 2(J̇2Q)T IRRν2 = (J2Q)T IRRJ2Q︸ ︷︷ ︸

mRR

q̈en multipliant les deux termes de l'équation i-dessus par J2Q on aura :
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J2Qτ2 − 2J2Q(J̇2Q)T IRRν2 = J2Q(J2Q)T IRRJ2Qq̈ (2.49)On démontre que le premier terme du seond membre (voir Annexe A (A.1)) :

J2Q(J2Q)T = 4Id (2.50)
par onséquent :

4IRRJ2Qq̈ = J2Qτ2 − 2J2Q
˙J2Q
T
IRRν2 (2.51)

D'autre part, en dérivant l'équation 2.14 et en utilisant l'égalité 2.38 on aura :
ν̇2 = J2Qq̈ (2.52)De plus (voir Annexe A (A.2)) :

2J2QJ̇
T
2QIRRν2 = 4ν̃2IRRν2 = 4ν2 ∧ IRRν2 (2.53)ave ν̃2 est la matrie du préproduit vetoriel assoié à ν2.En remplaçant les équations 2.46, 2.48 et 2.50 dans l'expression du mouvement derotation on obtient :
IRRν̇2 = ZR − ν2 ∧ (IRRν2) (2.54)
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Le veteur ZR représente la somme des moments appliqués sur l'engin rigide ; et ilest donné par :

ZR =
1

4
J−1

2Q τ2 (2.55)
2.2.5.2 Equation matriielle de Newton-EulerComme synthèse de l'étude préédente, on voit que le mouvement est gouverné parsix équations di�érentielles, pouvant être érites par les deux équations matriielles sui-vantes :

mTT ν̇1 = JT1Qτ1 −mTTν2 ∧ ν1 (2.56)
IRRν̇2 = ZR − ν2 ∧ (IRRν2) (2.57)

on retrouve le système lassique suivant :
(
m
TT 0

0 IRR

)(
ν̇1

ν̇2

)
=


JT1Qτ1 −m

TT

ν2 ∧ ν1

ZR − ν2 ∧ (IRR)ν2


 (2.58)

d'où :
ME ν̇ = τ + QvE (2.59)
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ME : matrie de masse relative à la desription Eulerienne.

τ le veteur des fores et moments généralisés.
QvE le veteur des termes gyrosopiques et de oriolis.On a ainsi dé�ni le parallèle entre une desription Lagrangienne 2.44 et une des-ription Eulerienne 2.56 d'un engin volant rigide. Ce parallèle nous aidera à mieuxomprendre l'intégration de la �exibilité du orps dans un modèle Eulerien.2.3 Desription Eulerienne d'un orps �exiblePour le as �exible, l'analyse du mouvement sera omparable au as de l'engin vo-lant rigide, moyennant le rajout de d.d.l supplémentaires. En e�et la �exibilité du orpssera représentée par des modes de déformation, issues de la déomposition de Rayleigh-Ritz [SHA88℄, [CN02℄, [PAS91℄, [B96℄. La représentation de la �exibilité ne peut êtredé�nie de manière adéquate diretement sur le modèle Eulerien, on a don déidé del'exprimer au travers d'une desription Lagrangienne et de l'inlure par la suite dans lemodèle Eulerien grâe au parallèle établi en 2.2.
2.3.1 Position d'un point arbitraire d'un engin volant �exibleLa position d'un point du solide est donnnée par (voir �gure 2.6) :

OP′ = OG + GP + PP′ (2.60)
sahant que P ′ est un point de la on�guration déformée ; omme dans le as rigideon va ommener par une desription Lagrangienne totale, par onséquent tous lesparamètres dynamiques seront exprimés dans le repère �xe Ro.D'où :
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Figure 2.7: Dé�nition des veteurs de position
r = η1 + J1Q(uo + ud︸ ︷︷ ︸

U

) (2.61)d'où :
r = η1 + J1QU (2.62)

ave J1Q est la matrie de rotation entre le repère �xe et le repère mobile.2.3.2 Vitesse d'un point arbitraireLa vitesse d'un point arbitraire P' de l'engin volant �exible est obtenue en dérivantla relation 2.62 totalement par rapport au temps on aura :
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ṙ = η̇1 +

d(J1QU)

dt
(2.63)

soit :
q̇ = η̇1 + ˙J1QU + J1QU̇ = η̇1 + ˙J1QU + J1Q( u̇o︸︷︷︸

0

+u̇d) (2.64)
L'expression de la vitesse sera :

ṙ = η̇1 + ˙J1QU + J1Qu̇d (2.65)
Sahant que (voir Annexe A) :

J̇1QU = J1Q(ν̃2U) = −J1Q(U ∧ ν2) = −J1QŨν2 = −J1QŨJ2Qq̇par onséquent la vitesse d'un point de l'engin sera :
ṙ = η̇1 − J1QŨJ2Qq̇ + J1Qu̇d (2.66)

Le déplaement dû à la déformation ud = ud(s, t) est fontion de l'espae (s) et dutemps (t). On utilisera une analyse modale pour le dé�nir. L'analyse modale onsisteà déterminer les aratéristiques vibratoires, fréquenes λi et les formes ~Xi des modespropres de vibration obtenus en imposant ertaines onditions aux limites au niveau del'areau entral du dirigeable. Cet areau est supposé indéformable. La base des ~X(s)ipermet de déomposer les mouvements �exibles du dirigeable et d'introduire les ampli-tudes modales assoiées. On remarque que la solution ne véri�e évidement pas à priori



2.3. Desription Eulerienne d'un orps �exible 51les mêmes onditions aux limites que les modes : aussi, en toute rigueur elle ne peutêtre représentée sur ette base de modes propres. Cependant par approximation [PAS91℄on peut utiliser un nombre limité de es modes représentant une bonne proportion desa base modale. Pour une meilleure préision de la solution, l'e�et statique des modesnégligés peut être introduit au niveau de l'areau [Gib88℄.Dans notre as on a utilisé des modes "enastré-libre". L'enastrement se situe au ni-veau de l'areau entral. Le déplaement dû à la déformation s'érira alors ainsi :
ud(s, t) =

n∑

i=1

Y i
d (t)Xi(s) (2.67)

où n représente le nombre de modes de déformations hoisis. Notre hoix sera dedeux modes de déformation (n=2) dans toute la suite.
Xi représente le ime mode propre du solide

Y i
d est l'amplitude modale assoiéeette ériture peut être ondensée de la manière suivante :

ud = SYd (2.68)
où S représente les deux modes retenus et Yd la matrie olonne formée par les dif-férents Y i

d .On désigne par :
η =



η1

q

Yd


la position d'un point arbitraire de l'engin volant �exible.
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Figure 2.8: Dirigeable+AreauLes modes de déformation S étant onstants par rapport au temps, on peut dondéduire de la relation 2.65 que :
u̇d = SẎd (2.69)

d'où la vitesse d'un point du solide :
ṙ = η̇1 − J1QŨJ2Qq̇ + J1QSẎd (2.70)
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ṙ = [I − J1QŨJ

−1
2Q J1QS]

︸ ︷︷ ︸
C




η̇1

q̇

Ẏd


 (2.71)

ave I :la matrie identité.et η̇ =




η̇1

q̇

Ẏd


le veteur vitesse totale d'un point arbitraire de l'engin volant �exible.D'où l'expression ompate de la vitesse :

ṙ = Cη̇ (2.72)
La forme de la vitesse retrouvée dans la relation préédente sera utilisée pour ledéveloppement de l'énergie inétique du orps déformable.

2.3.3 Expression de l'énergie inétique de l'enginL'énergie inétique de l'engin volant �exible peut être dé�nie ainsi :
Ecd =

1

2

∫

V

ρṙT ṙdV (2.73)
où ṙ est le veteur vitesse globale d'un point arbitraire P' d'un engin volant.



54 Modélisation d'un Engin Volant FlexibleEn utilisant l'expression du veteur vitesse de l'équation 2.69, l'énergie inétiques'exprime omme suit :
Ecd =

1

2

∫

V

ρ(Cη̇)TCη̇dV =
1

2

∫

V

ρη̇
T
CTCη̇dV (2.74)

dans une forme plus ompate :
Ecd =

1

2
η̇
T
Mη̇ (2.75)

où M est reonnue omme étant la matrie de masse symétrique et est dé�nie ommesuit :
M =




mTT mTR mTD

mT
TR

mRR mRD

mT
TD

mRD mDD


 (2.76)

dont les sous matries sont :mTT =
∫
V
ρIdV mTR = −

∫
V
ρJ1QŨJ2QdVmTD = J1Q

∫
V
ρSdV mRR =

∫
V
ρ(J2Q)T ŨT Ũ(J2Q)dVmRD =

∫
V
ρ(J2Q)T ŨTJ1QSdV mDD =

∫
V
ρSTSdVIl est lair que les deux sous-matries mTT et mDD assoiées respetivement à latranslation et aux oordonnées élastiques sont onstantes. Les autres matries dépendentdes oordonnées généralisées du système, et en onséquene elles sont fontions impli-ites du temps.

Remarque2.3



2.3. Desription Eulerienne d'un orps �exible 55En faisant oïnider le entre de gravité de l'engin et le entre du repère mobile,et en supposant que la position de e dernier ne varie quasiment pas dans le repèreloal en présene des petites déformations, on peut onsidérer dans e as que les deuxsous-matries sur la diagonale de M sont nulles (mTR).Par onséquent la matrie de masse sera :
M =




mTT 0 mT
TD

0 mRR mRD

mT
TD

mT
RD

mDD


 (2.77)

en remplaçant M par la relation 2.74, l'énergie inétique sera :
Ecd =

1

2
(η̇1

TmTT η̇1 + 2η̇1
TmTDẎd + q̇TmRRq̇ + 2q̇TmRDẎd + Ẏd

T
mDDẎd) (2.78)

2.3.4 Equation de LagrangeSimilairement aux développements réalisés dans le as rigide, on utilisera les équa-tions de Lagrange, que l'on applique à l'énergie inétique, du solide omme suit :
d

dt
(
∂Ecd

∂η̇
)T − (

∂Ecd
∂η

)T = τ
′ (2.79)

et le veteur τ ′ est donné par
τ

′

= −Kη + τ (2.80)
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τ est la matrie olonne des fores et moments extérieurs généralisés. Elle est donnéepar :

τ =



τ1

τ2

0


Et K est la matrie de raideur, donnée par :

K =




0 0 0

0 0 0

0 0 kDD


 (2.81)

En utilisant l'ériture de l'énergie inétique de l'équation 2.75 on aura :
d

dt
(
∂Ecd

∂η̇
)T − (

∂Ecd
∂η

)T = Mη̈ + Ṁη̇ − [
∂

∂η
(
1

2
η̇
T
Mη̇)]T (2.82)

posons la quantité −Ṁη̇ + [ ∂
∂η

(1
2 η̇

T
Mη̇)]T = Qv ave Qv est le veteur vitesse qua-dratique qui résulte de la dérivation de l'énergie inétique par rapport au temps et parrapport aux oordonnées généralisées du orps.Ce terme ontient les fores gyrosopiques et de Coriolis.La relation 2.79 devient :

d

dt
(
∂Ecd

∂η̇
)T − (

∂Ecd
∂η

)T ) = Mη̈ −Qv (2.83)



2.3. Desription Eulerienne d'un orps �exible 57L'équation dynamique du mouvement est donnée sous un forme ompate ainsi :
Mη̈ +Kη = τ +Qv (2.84)

ou sous forme développée omme suit :



mTT 0 mTD

0 mRR mRD

mT
TD

mT
RD

mDD






η̈1

q̈

Ÿd


+




0 0 0

0 0 0

0 0 kDD







η1

q

Yd


 =




τ1

τ2

0


+




QvT

Qvq

Qvd


 (2.85)

d'où
Mη̈ = τ −




0

0

kDDYd


+Qv (2.86)

où Qv peut être exprimé sous forme développée ainsi (voir Annexe A) :
QvT = −η̇2J1Qη2S (2.87)

Qvq = −2( ˙J2Q)T IRRν2 − (J̇2Q)T IRDẎd (2.88)
Qvd = −(J̇2QITD)T η̇1 + ITRDJ̇2Qq̇ (2.89)
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Remarque2.4On établit ii le parallèle ave la desription Eulerienne en mettant en évidenel'e�et de la �exibilité et le ouplage existant ave le mouvement d'ensemble.Partant de l'équation 2.82, et en remplaçant QvT par son expression on a :




mTT 0 0

0 mRR mRD

0 mT
RD

mDD







η̈1

q̈

Ÿd


 =




τ1

τ2

−KddYd




+




0

−2(J̇2Q)T IRRν2−(J̇2Q)T IRD Ẏd

IT
RD

J̇2Qq̇




(2.90)
La transformation de ette équation par l'introdution de paramètres Euleriensdonne :



mTT 0 0

0 (J2Q)T IRRJ2Q (J2Q)T IRD

0 IT
RD

J2Q
mDD







η̈1

q̈

Ÿd


 =




τ1

τ2

−KddYd




+




0

−2(J̇2Q)T IRRν2−(J̇2Q)T IRD Ẏd

IT
RD

J̇2Qq̇




(2.91)
On obtient ainsi les trois équations suivantes :- pour la translation :
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mTT η̈1 = τ1 (2.92)

- pour la rotation :
(J2Q)T IRRJ2Qq̈ = τ2 − 2(J̇2Q)T IRRν2 − (J̇2Q)T IRDẎd − (J2Q)T IRDŸd (2.93)

- pour la déformation :
mDDŸd = −KddYd + ITRDJ̇2Qq̇ − ITRDJ2Qq̈ (2.94)

Remarque2.5On pose ITT = mTT et IDD = mDDLa transformation de es relations par le biais des variables euleriennes nous permetd'établir les équations suivantes :L'équation 2.92 se transforme ainsi
ITT ν̇1 = JT1Qτ1 − ITT (ν2 ∧ ν1) (2.95)

• En e qui onerne les variables d'orientation. A�n d'utiliser les variables eule-riennes, on utilise les matries de rotation entre les deux repères.On obtient l'expression suivante (voir Annexe A) :
IRRν̇2 =

1

4
J2Qτ2 − ν2 ∧ (IRRν2) − ν2 ∧ (IRDẎd) − IRDŸd (2.96)
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• Pour la déformation on a :

IDDŸd = −KddYd + ITRDJ̇2Qq̇ − ITRDJ2Qq̈ (2.97)On remarque que la �exibilité est dé�nie en fontion de la vitesse de rotation duorps rigide. Cei met en évidene le ouplage inertiel entre le mouvement de orpsrigide et la déformation.L'ériture matriielle de es équations donne :



ITT 0 0

0 IRR IRD

0 IT
RD

IDD







ν̇1

ν̇2

Ÿd


 =




τ1

1

4
J2Qτ2

0


+




−ITT (q∧ν1)

−ν2∧(IRRν2)−ν2∧(IRD Ẏd)

−KddYd+I
T
RD

J̇2Qq̇


 (2.98)

On obtient ainsi un système dynamique analogue aux équations de Newton-Eulerrégissant les orps rigides. Cette tehnique nous a permis d'intégrer les termes de �exi-bilité dans le modèle dynamique Eulerien, pour obtenir ainsi un système dynamique aunombre de d.d.l relativement réduit pouvant être aisément utilisé pour la ommande oula stabilisation.
2.4 ConlusionDans e hapitre, on a dérit le omportement dynamique d'un engin volant �exiblepar une méthode eulerienne omme une extension de l'algorithme de Newton-Euler ap-pliqué aux orps rigides.La méthodologie utilisée repose sur le parallèle réalisé entre une desription Lagran-gienne totale, souvent utilisée pour dérire les orps �exibles dans l'espae, et une des-ription Eulerienne.L'exploitation des possibilités o�ertes par les paramètres d'Euler pour dérire les rota-tions des orps dans l'espae a largement failité la tâhe. La rihesse de la modélisation



2.4. Conlusion 61adoptée a notamment permis de faire intervenir le omportement �exible d'un enginvolant de manière aisée ave un minimum de degrés de liberté (8 en tout), tout enfaisant apparaître le ouplage inertiel entre le mouvement d'ensemble et la déformationdu orps.L'impératif de sauvegarde de la légèreté et la portabilité de l'algorithme Eulerien a étérespeté. Le traitement numérique des équations a été pour sa part failité par la bonneadaptation du onditionnement des systèmes d'équations induit par la méthode.
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Chapitre 3
Appliation à la Modélisation d'unDirigeable Flexible : InterationFluides-Strutures
3.1 IntrodutionDans e hapitre nous nous proposons d'expliiter le modèle dynamique et aéro-dynamique d'un dirigeable �exible pour nous penher par la suite sur l'interation deelui-i ave l'air environnant.En nous restreignons au as des petites déformations, nous avons tout d'abord, au tra-vers d'un bref rappel, préisé les équations du mouvement d'un dirigeable �exible dansl'espae.Dans une deuxième partie, nous présentons de manière analytique un phénomèneaérodynamique qui agit sur le dirigeable et en partiulier sur son enveloppe, et onnusous le nom de phénomène de masses ajoutées. Les �uides en éoulement, au ontatdes strutures, induisent des grandeurs ajoutées. L'e�et de es �uides est de rajouter dela masse, et éventuellement de l'amortissement. Le omportement des strutures tellesque le dirigeable est in�uené par ette interation �uide-struture, aussi bien dans leas rigide que dans le as �exible.Le phénomène de la masses ajoutées est mis en évidene essentiellement lorsque lamasse spéi�que d'un orps est prohe du elle du �uide dans lequel il se meut. Dans63



64 Appliation à la Modélisation d'un Dirigeable Flexible : InterationFluides-Struturesla plupart des appliations en robotique, notamment les engins volants (avions, hélio-ptères...) ; ette masse est assez petite devant elle de es engins, e qui permet de lanégliger.En revanhe, la arène du dirigeable est gon�ée par un gaz plus léger que l'air, en l'o-urrene l'hélium ei induit que la masse du dirigeable est omparable ave elle de lamasse du �uide déplaé.Dans le as des mouvements de déformation, l'e�et inertiel est sans doute le plusimmédiatement sensible.Il orrespond simplement au fait que le mouvement de vibration de la arène entraîneune ertaine masse du �uide, e qui augmente l'énergie inétique du système ouplé�uide-struture.Auune étude analytique n'a traité le problème des masses ajoutées issues du mou-vement d'un orps deformable en grands déplaement dans l'espae. L'originalité de etravail onsiste don à élaborer un modèle analytique permettant de dé�nir les massesajoutées d'un orps massif en grands déplaements et petites déformations dans l'es-pae. La méthode se base sur la dé�nition de l'énergie du �uide et le alul du potentiel�exible des vitesses du �uide sous l'e�et du mouvement d'ensemble ainsi que la défor-mation du dirigeable.3.2 Equations de mouvement du dirigeable3.2.1 Dirigeable rigideNous appliquons ii la méthodologie Eulerienne présentée dans le hapitre préé-dent. Les équations de mouvement du dirigeable rigide peuvent être exprimées d'unemanière ompate sous la forme suivante :
ME ν̇ = τ + Qv (3.1)où
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Figure 3.1: Présentation des repères du dirigeable- ME=(mI3 0

0 IRR

), la matrie de masse, symétrique dé�nie positive du dirigeablerigide.- τ , est le veteur des fores et moments extérieurs qui s'appliquent sur le dirigeable,et que nous détaillons dans la sous-setion suivante.- Qv, est le veteur de Coriolis et de fores entrifuges s'exerçant sur le véhiule.- ν =

(
ν1

ν2

)

En onséquene, la symétrie par rapport au plan (XZ) onduit aux simpli�ationssuivantes :
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IRR =



Ixx 0 Izx

0 Iyy 0

Ixz 0 Izz


 (3.2)

où IRR est la matrie d'inertie du dirigeable.3.2.1.1 Synthèse des E�orts Appliqués sur le dirigeableLe dirigeable présenté i-dessus est soumis aux hypothèses suivantes :� Le dirigeable est supposé de masse onstante. L'appareil étant à motorisationéletrique ela ne pose pas de problème. Par ontre si on envisage la présene deballonets au sein même du dirigeable, le mouvement d'air dans es ballonnets modi-�e la répartition de la masse de l'appareil. Notons aussi que l'hélium ontenu dansl'enveloppe est soumis à la loi de la thermodynamique.� Les masses ajoutées à l'intérieur de l'enveloppe, induites par les mouvements d'hé-lium, sont négligées.� Le entre de la poussée d'Arhimède est supposé onfondu ave le entre volu-mique de l'enveloppe.� L'air est supposé être au repos. Les parties d'air perturbées par le dirigeable neonernent que les zones avoisinantes au dirigeable.

Figure 3.2: Interation air-struture



3.2. Equations de mouvement du dirigeable 67L'e�et d'une rafale de vent peut être inlus au modèle omme une perturbation.Par suite, une première synthèse du modèle dynamique du dirigeable peut être donnéeen regroupant tous les e�orts et moments :� τa : le veteur des fores et moments aérodynamiques (portane et traînée).� τprop : le veteur des fores et moments des ationneurs ou de propulsion.� τg le veteur fore de la gravité du dirigeable.3.2.1.2 Hypothèses sur le �uide : l'air avoisinant le dirigeableNous présentons ii l'in�uene de l'air ambiant sur le omportement général dumouvement du dirigeable. Nous onsidérons un modèle dynamique simple de l'ationde l'air sur un orps.Le orps est immergé dans un �uide parfait (l'air). On admettra les hypothèses sui-vantes :- L'air est onsidéré omme un �uide inompressible, sa masse volumique ρair = Cte.-Il obéit à l'équation de Laplae :
∆φ = 0 dans tout le domaine du fluide. (3.3)où φ est le potentiel des vitesses du �uide.- l'éoulement est irrotationel ; par onséquent :

∇∧ uf = 0 (3.4)
La vitesse de l'air environnant est exprimée en fontion du potentiel des vitesses par :uf = ∇φ (3.5)
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En utilisant les onditions aux limites, de glissement sur S surfae extérieure duorps, on retrouve la relation :

∂φ

∂n = un sur S (3.6)où S est la arène ou la surfae d'interation, et n étant le veteur normal extérieur àS,
φ(y, z) −→ 0 quand y −→ ∞ ou quand z −→ ∞ (3.7)

3.2.1.3 Énergie Cinétique de l'air mis en mouvementConsidérons un dirigeable rigide en mouvement quelonque, omprenant des trans-lations et des rotations, et dont le veteur vitesse loal est ν = (u, v,w, p, q, r)T .
Ea =

1

2
νTMaν = −ρ

∫ ∫

S

φ
∂φ

∂n
dS (3.8)

A�n de aluler l'énergie inétique du �uide et d'en extraire les termes de la matriede masse ajoutée, on doit déterminer le potentiel des vitesses du �uide en mouvement.3.2.1.4 Calul du potentielDans la suite de l'étude de e problème, il onvient de suivre le modèle Eulerienintroduit au Chapitre 2. Si le mouvement du dirigeable à un instant t est dé�ni parles vitesses angulaires (p,q,r) et les vitesses de translation (u,v,w), on peut érire lepotentiel des vitesses du �uide pour un mouvement de orps rigide ainsi [LAM45℄ :
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φ = φrig = uφ1 + vφ2 +wφ3 + pχ1 + qχ2 + rχ3 (3.9)On note φrig le potentiel des vitesses du mouvement rigide.où φ1, φ2, φ3, χ1, χ2 et χ3 apparaissent omme fontions de x, y, z déterminéesexlusivement à partir de la géométrie du solide.

l,m et k indiquent les osinus direteurs de la normale sortante vers le �uide entout point de la surfae d'interation S.Les onditions aux limites sur la surfae d'interation S sont :
δφ

δn
= l(u+ qz − ry) +m(v + rx− pz) + k(w + py − qx) (3.10)Par onséquent en substituant l'équation 3.9 dans l'équation 3.8 on retrouve :

∂φ1

∂n
= l ;∂φ2

∂n
= m ; ∂φ3

∂n
= ket χ1

∂n
= ky −mz ; χ2

∂n
= lz − kx ; χ3

∂n
= mx− lyL'énergie inétique de l'air en mouvement peut être érite ainsi :

2Ea = Au2 +Bv2 + Cw2 + Pp2

+Qq2 +Rr2 + 2A′vw + 2B′wu+ 2C ′uv

+2P ′qr + 2Q′rp+ 2R′pq + 2p(Fu+Gv +Hw)

+2q(F ′u+G′v +H ′w) + 2r(F”u+G”v +H”w)

(3.11)
Par identi�ation, la matrie des masses ajoutées sera alors :
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Ma =




A C′ B′ F F ′ F”

B A′ G G′ G”

C H H′ H”

Sym P R′ Q′

Q P ′

R




(3.12)
et en identi�ant l'expression 3.11 par l'expression de l'énergie inétique du �uide 3.8on retrouve (voir Annexe B) les termes de Ma :

A = −ρ
∫ ∫

s
φ1

∂φ1

∂n
ds = ρ

∫ ∫
s
φ1lds

B = −ρ
∫ ∫

s
φ2

∂φ2

∂n
ds = ρ

∫ ∫
s
φ2mds

C = −ρ
∫ ∫

s
φ3

∂φ3

∂n
ds = ρ

∫ ∫
s
φ3nds

(3.13)
A

′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ2

∂φ3

∂n
+ φ3

∂φ2

∂n
)ds

B
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂φ3

∂n
+ φ3

∂φ1

∂n
)ds

C
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂φ2

∂n
+ φ1

∂φ2

∂n
)ds

(3.14)
sont les termes de ouplage Translation-Translation :
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F

′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂χ2

∂n
+ χ2

∂φ1

∂n
)ds

G
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ2

∂χ2

∂n
+ χ2

∂φ2

∂n
)ds

H
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ3

∂χ2

∂n
+ χ2

∂φ3

∂n
)ds

F = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂χ1

∂n
+ χ1

∂φ1

∂n
)ds

G = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ2

∂χ1

∂n
+ χ1

∂φ2

∂n
)ds

H = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ3

∂χ1

∂n
+ χ1

∂φ3

∂n
)ds

F
′′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂χ3

∂n
+ χ3

∂φ1

∂n
)ds

G
′′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ2

∂χ3

∂n
+ χ3

∂φ2

∂n
)ds

H
′′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ3

∂χ3

∂n
+ χ3

∂φ3

∂n
)ds

(3.15)

les termes de ouplage Translation-Rotation :
P = −ρ

∫ ∫
s
χ1

∂χ1

∂n
ds

Q = −ρ
∫ ∫

s
χ2

∂χ2

∂n
ds

R = −ρ
∫ ∫

s
χ3

∂χ3

∂n
ds

P
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ2

∂χ3

∂n
+ χ3

∂χ2

∂n
)ds

Q
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ1

∂χ3

∂n
+ χ3

∂χ1

∂n
)ds

R
′

= −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ1

∂χ2

∂n
+ χ1

∂χ2

∂n
)ds

(3.16)
les termes de ouplage rotation-rotation.Les éléments P, Q et R sont homogènes à une inertie. L'expériene a démontré que les



72 Appliation à la Modélisation d'un Dirigeable Flexible : InterationFluides-Struturestermes extra-diagonaux sont très faibles par rapport à la diagonale. On supposera parla suite qu'ils sont nuls.3.2.2 Dirigeable FlexibleLe dirigeable souple ou �exible onstitue, à l'heure atuelle, la forme la plus ou-rante. Il s'agit généralement d'un gros ballon à gaz dont la forme est maintenue parla surpression interne. Les seules parties solides du dirigeable souple sont la abine despassagers et l'empennage. Tous les dirigeables atuellement utilisés pour la publiité etles annones ommeriales sont de type souple.

Figure 3.3: Dirigeable Flexible



3.2. Equations de mouvement du dirigeable 73De point de vue struture, l'analyse du mouvement d'un dirigeable �exible seraomparable au as du dirigeable rigide (voir Chapitre 2), mais ave un nombre de d.d.lplus important. En e�et la �exibilité du orps sera représentée par des modes de défor-mation issues d'une synthèse modale.Dans notre as, par exemple, on aura au total 8 degrés de liberté (les 6 degrés deliberté du mouvement rigide plus les deux degrés de liberté dus à la deformation). Onest dans le as des petites déformations. Le entre de gravité reste quasiment invariantainsi que les axes du repère loal au dirigeable.On suppose qu'on a un areau qui entoure la partie entrale du dirigeable par onséquentses extrémités subissent des déformations alors que sa partie entrale est onsidéréerigide.En appliquant la même méthodologie que le hapitre préédent pour le as d'un en-gin volant �exible, on retrouve l'équation du dirigeable �exible sous sa forme ompate :
ME′ ν̇ = τ ′ + QG′ (3.17)

où ME′ =




ITT 0 0

0 IRR IRD

0 IT
RD

IDD


 et τ ′ =




JT
1Q
τ1

1

4
J2Qτ2

0


 d'après le Chapitre 2.Si on onsidère le as d'un dirigeable �exible, on a le ouplage entre les grandsdéplaements et les petites déformations. De e fait, on onsidérera un éoulement per-manent, autour duquel on expliitera l'énergie inétique du �uide ainsi que le potentieldes vitesses du �uide a�n d'obtenir la matrie de masse ajoutée rigide et �exible.Le potentiel des vitesses du �uide sera dé�ni omme la somme de deux potentiels ommesuit :

φ = φrig + φflex (3.18)Par analogie à la déomposition utilisée dans l'équation 3.9 pour le as d'un poten-tiel de �uide issu du mouvement d'un orps rigide, on établit une relation permettantd'exprimer le potentiel �exible en fontion de la vitesse modale Ẏ d et des fontionsspatiales φs, tels que :
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φflex =

∑

j

φsj(s)Ẏ dj(t) (3.19)
La prise en ompte du mouvement de �exibilité du dirigeable ainsi que son in�uenesur le mouvement du �uide environnant, nous permet d'exprimer l'énergie inétique du�uide ainsi :

2Ea = Au2 +Bv2 + Cw2 + Pp2

+Qq2 +Rr2 + 2A′vw + 2B′wu+ 2C ′uv

+2P ′qr + 2Q′rp+ 2R′pq + 2p(Fu+Gv +Hw)

+2q(F ′u+G′v +H ′w) + 2r(F”u+G”v +H”w)

+D1
˙̄Y 2
d1 + 2Su ˙̄Yd1

+2V v ˙̄Yd1 + 2Ww ˙̄Yd1 + 2Uq ˙̄Yd1 + 2Lp ˙̄Yd1

+2Kr ˙̄Yd1 +D2
˙̄Y 2
d2 + 2S′u ˙̄Yd2 + 2V ′v ˙̄Yd2

+2W ′w ˙̄Yd2 + 2U ′q ˙̄Yd2

+2L′p ˙̄Yd2 + 2K ′r ˙̄Yd2

(3.20)

les deux derniers termes du potentiel global sont les potentiels des vitesses du mou-vement de vibration du dirigeable dans le �uide.D'où l'apparition de nouveaux termes dans la matrie de masse ajoutée dus à laprise en ompte de la �exibilité :
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S′ = −1

2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂φs2
∂n

+ φs2
∂φ1

∂n
)ds

S = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ1

∂φs1
∂n

+ φs1
∂φ1

∂n
)ds

V = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ2

∂φs1
∂n

+ φs1
∂φ2

∂n
)ds

V ′ = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ2

∂φs2
∂n

+ φs2
∂φ2

∂n
)ds

W = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ3

∂φs1
∂n

+ φs1
∂φ3

∂n
)ds

W ′ = −1
2ρ
∫ ∫

s
(φ3

∂φs2
∂n

+ φs2
∂φ3

∂n
)ds

U = −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ1

∂φs1
∂n

+ φs1
∂χ1

∂n
)ds

U ′ = −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ2

∂φs2
∂n

+ φs2
∂χ2

∂n
)ds

L = −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ1

∂φs1
∂n

+ φs1
∂χ1

∂n
)ds

L′ = −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ1

∂φs2
∂n

+ φs2
∂χ1

∂n
)ds

K = −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ3

∂φs1
∂n

+ φs1
∂χ3

∂n
)ds

K ′ = −1
2ρ
∫ ∫

s
(χ3

∂φs2
∂n

+ φs2
∂χ3

∂n
)ds

(3.21)

Ces termes représentent les termes de ouplage entre le mouvement rigide et �exible.La matrie de masse ajoutée s'érira alors ainsi :
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Ma =




S S′

V V ′Blo Rigide W W ′

U U ′

L L′

K K ′

S V W U L K D1 0

S′ V ′ W ′ U ′ L′ K ′ 0 D2




(3.22)
Les termes extradiagonaux sont faibles par rapport à eux de la diagonale.Deux termes diagonaux de masses ajoutées représentant le ouplage �exible-�exibleapparaissent dans la matrie des masses ajoutées Ma :

D1 = −ρair
∫ ∫

s
φs1

∂φs1
∂n

dS

D2 = −ρair
∫ ∫

s
φs2

∂φs2
∂n

dS

(3.23)
Nous nous foalisons sur l'étude à la mise en évidene de es deux termes.3.2.2.1 Calul du potentiel du mouvement FlexibleSimilairement au as rigide et a�n de aluler les termes D1 et D2 on doit aluler demanière analytique le potentiel des vitesses du mouvement �exible. Et vu la omplexitéde la forme de l'engin on assimile omme première approximation le dirigeable à unylindre de hauteur H et de diamètre D (�gure 3.4). Il s'agit d'analyser l'e�et inertieldu �uide sur les modes vibratoires de la oque.Le problème est tridimensionnel. Toutefois les e�ets visqueux étant négligés, le ou-plage �uide-struture ne fait intervenir que le déplaement radial de la arène.Le déplaement sera noté W (x)cosnθ ave n ∈ N .Une setion droite de la arène ne subira sous l'e�et de la déformation d'ensemblequ'une simple rotation et une translation ; par suite n = 1 et le développement radialsera W (x)cosθ.
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Figure 3.4: Cylindre immergé dans l'aird'après l' équation 3.3 et en utilisant les oordonnées ylindriques, la omposantespatiale du potentiel �exible φflex(r, θ, x) obéira à e système d'équations :* Equation de Laplae qui est donnée par :
∆φs =

∂2φs
∂r2

+
1

r

∂φs
∂r

+
1

r

∂2φs
∂θ2

+
∂2φs
∂x2

= 0 dans le domaine fluide. (3.24)* et les deux onditions aux limites du ylindre (r=R) et r → ∞

∂φs
∂r

|R = Wcosθ

limr→∞φs(r) = 0
(3.25)où R est le rayon du ylindre.La partie entrale du ylindre �exible ne se déforme pas vu la présene de l'areau.La ondition au limite au milieu (x=0) sera alors :
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φs(x = 0) = 0 (3.26)L'autre ondition aux limites :

∂3φs
∂x3

(x =
H

2
) = 0 (3.27)Dans la suite, on se propose d'e�etuer une résolution analytique du système d'équa-tions dé�ni préédemment (3.25,3.26,3.27) a�n de herher une solution aeptable de

φs(r, θ, x).La résolution sera établie en utilisant la méthode des séparation de variables.
φs = A(r)B(θ)C(x) (3.28)En reportant l'expression 3.28 dans le Laplaien et en divisant le résultat par ABC,on obtient le problème à variables séparées :

∂2A(r)
∂r2

A(r)
+

1

r

∂A(r)
∂r

A(r)
+

1

r2

∂2B(θ)
∂θ2

B(θ)
+

∂2C(x)
∂z2

C(x)
= 0 (3.29)A�n de résoudre ette équation on proède par étapes :* En multipliant l'équation 3.29 par C(x), elle-i se transforme sous la forme sui-vante :

K2C(x) +
∂2C(x)

∂x2
= 0 (3.30)ave K est une onstante positive.La solution de ette équation est donnée par l'expression suivante :
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C(x) = sin(Kx) (3.31)

Or d'après la ondition aux limites ∂3φs
∂x3 (x = H

2 ) = 0 on retrouve Kj = π(2j+1)
H

ave
j ∈ N.On appelle Kj les di�érentes valeurs de la onstante K qui satisfont l'équation 3.31.Les di�érentes valeurs de C(x) pour haque j sont notées Cj(x) tels que :

Cj(x) = sin(Kjx) (3.32)* En utilisant la ondition aux limites quand (r=R), la fontion B(θ) est néessai-rement sous la forme :
B(θ) = cosθ (3.33)

*En remplaçant C(x)et B(θ) par leurs expressions dans 3.29, on retrouve l'équationradiale :
∂2A(r)

∂r2
+

1

r

∂A(r)

∂r
− (K2

j +
1

r2
)A(r) = 0 (3.34)

L'équation 3.34 a la forme de l'équation de Bessel modi�ée ; la solution physique-ment aeptable de A(r) au regard de 3.25 est la fontion modi�ée de Bessel de seondespèe d'ordre 1,voir [ANG70℄ :
Aj(r) = K1(Kjr) (3.35)



80 Appliation à la Modélisation d'un Dirigeable Flexible : InterationFluides-Struturesoù K1 est la fontion de Bessel modi�ée de seond espèe d'ordre 1.Le potentiel �utuant φs qui véri�e les onditions aux limites homogènes du pro-blème peut don s'érire sous la forme d'une série, omme suit :
φs(r, θ, x) =

∑

j

ajK1(Kjr)cos(θ)sin(Kjx) (3.36)Par suite, il est possible de développer le déplaement radial W(x) en série de Fou-rier sur l'intervalle [−H
2 ,

H
2 ] en prenant sin(Kpx) (p entier) omme fontions de base :

W (x) =

2∑

p=1

βpsin(Kpx) (3.37)On véri�e aisément que es fontions sont orthogonales sur l'intervalle [−H
2 ,

H
2 ] :





∫ H
2

−
H
2

sin(Kpx)sin(Kjx) = 0 si p 6= j

H

2
sinonCe qui permet d'obtenir βj = 1

2 (voir Annexe B). En partant de l'équation 3.36, laondition aux limites 3.25 s'érira ainsi :
∂φs
∂r

|r=R =
∂

∂r
[
∑

j

ajK1(Kjr)cos(θ)sin(Kjx)] = Wcosθ (3.38)En remplaçant W par son expression 3.37 et en identi�ant les termes, on obtient lesoe�ients aj tels que :
aj =

1
dK1(KjR)

2dr Kj

=
H

π(2j + 1)
dK1(KjR)

dr

(3.39)
Ce qui nous permet d'avoir l'expression expliite de φs
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φs(r, θ, x) =

∑

j

HK1(Kjr)sin(Kjx)cosθ

2π(2j + 1)
dK1(KjR)

dr

(3.40)
D'après l'expression établie dans 3.41 le potentiel �exible φflex prend la forme :

φflex = φs1(s)Ẏ d1(t) + φs2(s)Ẏ d2(t) (3.41)Si on hoisit les deux premiers modes de déformation pour dérire la �exibilité duorps on aura :
φs1(s)(r, θ, x) =

Hsin(K1x)cosθK1(K1r)

6π dK1(K1R)
dr

(3.42)et :
φs2(s)(r, θ, x) =

Hsin(K2x)cosθK1(K2r)

10π dK1(K2R)
dr

(3.43)-Ainsi on retrouve le premier terme de la masse ajoutée (voir Annexe B) :
D1 = mdd1 = −ρair

H3K1(K1R)K1

18π(dK1(K1R)
dr

)
(3.44)et pour le seond mode :

D2 = mdd2 = −ρair
H3K1(K1R)K2

50π(dK1(K2R)
dr

)
(3.45)ave K1 = 3π/H et K2 = 5π/H.Par suite la matrie Ma sera sous une forme diagonale en blos.
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Ma =

(
Marr Mard

Mard Madd

) (3.46)Finalement on arrive au modèle omplet :
M ′ν̇ = τ +QG (3.47)où M ′ = ME′ + Ma ; Il faut ependant souligner qu'en toute rigueur, il faudraitaussi tenir ompte des termes d'amortissements ajoutés, et le ouplage mouvementrigide-déformation qui en déoule. Ce volet sera abordé dans les perspetives.Les fores non onservatives se déterminent ainsi :τnc = Bνν où Bν est la matried'amortissement.

τ = τc + τnc : représente l'ensemble des fores onservatives et non onservatives.
3.3 ConlusionDans e hapitre on a pu expliiter le ouplage entre les grands déplaements et lespetites déformations d'un dirigeable �exible. Le point fort de e travail réside dans l'iden-ti�ation du ouplage aérodynamique, à travers des masses ajoutées, entre la ontribu-tion du mouvement d'ensemble et elle de la vibration du dirigeable dans l'air. Enexpliitant le dé�nition de l'énergie inétique du �uide entourant le dirigeable, et aprèsavoir mis en évidene les potentiels de vitesses rigides et �exibles, nous avons établigrâe à des méthodes expertes, un algorithme pour l'obtention de es ontributions.Cette méthode analytique nous a permis d'aboutir aux expressions des masses ajou-tées expliitement. Cei nous a aussi permis de dé�nir à la �n, une matrie globale demasses ajoutées intégrant la ontribution du mouvement d'ensemble, elle des vibrationsdu dirigeable �exible dans l'air, ainsi que le ouplage entre es deux mouvements. Dansnotre analyse, nous avons privilégié une étude analytique intégrale de e phénomènesous ertaines hypothèses.



Chapitre 4
Stabilisation et Commande dudirigeable �exible
4.1 Introdution

On se propose au ours de e hapitre d'élaborer une stratégie de ommande et destabilisation du dirigeable �exible dont le modèle a été dé�ni dans le hapitre préédent.Très souvent dans la littérature [BA05℄, [Hyg03℄, [SAL06℄, [BAB04℄, la �exibilité stru-turelle des engins volants est onsidérée par les automatiiens omme étant une pertur-bation. Cette hypothèse permet une nette simpli�ation des aluls, et permettrait dese foaliser exlusivement sur le mouvement d'ensemble du dirigeable. Cependant etteapproximation oulte le ouplage entre le mouvement d'ensemble et la déformatione qui amènerait des dérives plus ou moins importantes par rapport au mouvementréel de l'engin �exible. Certains auteurs ont traité ave suès la ommande globaled'un avion �exible [Tuz01℄. Notons néanmoins que les travaux qui traitent e problèmede ouplage pour les dirigeables sont quasiment inexistants. On prouvera à travers ehapitre que e modèle omplet est relativement simple à stabiliser malgré les degrésde liberté supplémentaires dus à la �exibilité. On proposera pour ela un algorithmede ommande qui stabilise loalement et assymptotiquement le dirigeable �exible, enutilisant la tehnique du Bakstepping. 83



84 Stabilisation et Commande du dirigeable �exible4.2 Stabilisation asymptotique du dirigeable �exibleau voisinage d'un point ibleLe dirigeable �exible étudié est régit par seize variables d'état. Du point de vueommande ei onduit à des lois de ontr�le omplexes onduisant à des programmesinformatiques assez lourds et inadaptés pour le temps réel ; ontrairement à e que l'onobserve dans l'étude des engins volants rigides.Nous essayons à travers ette étude de passer outre ette di�ulté et de s'appuyer surdes tehniques de déouplage [Hyg03℄, [BA05℄, utilisées sur des dirigeables rigides et quipermettent de simpli�er substantiellement la ommande.Ces tehniques se basent sur le déouplage entre le mode de vol latéral et le mode devol longitudinal. Ce qui, pour le as de l'engin rigide, onduit à deux sous systèmes dedimension 6.Dans le adre de notre étude, nous onsidérons que le dirigeable possède deux naelles(en haut et en bas de l'areau), où on plae dans haune d'elle deux rotors orientables.La tehnique des rotors orientables est une tehnique en vogue pour les dirigeables du
21me sièle. Elle leur onfère une plus grande maniabilité.

Figure 4.1: Dirigeable ave deux naellesDans le dirigeable étudié, es termes permettent un ationnement total de l'engin.Le modèle dynamique du dirigeable nous permet d'en extraire six sous-systèmes qui



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible 85orrespondent respetivement à la dynamique de haque mouvement :- la dynamique du mouvement de translation du dirigeable qui fait l'objet de troissous-systèmes déonnetés et n'ayant pas par hypothèse de ouplage ave la déforma-tion.Le mouvement est dérit par les omposantes de déferlement u, de balanement v etde la poussée w qui, rappelons le, orrespondent à la vitesse en paramètres Euleriens.On hoisira par la suite les états dé�nissant la position et la vitesse η1 = [x, y, z]T et
ν1 = [u, v,w]T .- la dynamique du mouvement de rotation ouplée aux amplitudes modales de défor-mation du premier et seond mode de déformation Y d1 et Y d2.Les vibrations du dirigeable seront atténuées à travers la ommande du mouvementrigide de l'engin.On se foalisera dans la suite à l'étude de la stabilisation du dirigeable au voisinaged'un point désiré.On présentera notamment, l'algorithme de ommande permettant au dirigeable d'at-teindre une position désirée ave une vitesse nulle.L'obtention de la loi de ommande stabilisante et la synthèse des di�érentes étapes quiamènent à déterminer expliitement son expression, seront établies a�n de stabiliserasymptotiquement l'engin volant au voisinage d'un point désiré.4.2.1 Desription du modèle dynamique dérivant le mou-vement du dirigeable �exibleD'après les hypothèses et les résultats établis dans le hapitre préédent on retrouvela forme ompate du modèle �exible omplet :

ME′ ν̇ = τ +Q′

G (4.1)où ME′ est la matrie masse du système (voir Chapitre 3).A�n de stabiliser le système et omme la matrie de masseME′ est inversible, on rééritle modèle omme suit :
ν̇ = M ′

E
−1(τ +Q′

G) (4.2)



86 Stabilisation et Commande du dirigeable �exibleet l'équation inématique :
η̇ = J(η2)ν (4.3)dans une forme plus développée l'équation 4.2 s'érira :




u̇

v̇

ẇ

ṗ

q̇

ṙ

Ÿ d1

Ÿ d2




=




1

m+mad1

0 0 0 0 0 0 0

0 1

m+mad2

0 0 0 0 0 0

0 0 1

m+mad3

0 0 0 0 0

0 0 0 L1 0 0 0 0

0 0 0 0 L4 0 0 L5

0 0 0 0 0 L7 L8 0

0 0 0 0 0 L10 L11 0

0 0 0 0 L12 0 0 L13




.Z

(4.4)
ave Z =







τ1x

τ1y

τ1z

τ2x

τ2y

τ3z

0

0




+




m(rv − qw) +Xuu

m(pw − ru) + Yvv

m(qu− pv) + Zww

rqIy − qrIz − q ˙Yd1IRD2
− r ˙Yd2IRD1

+ Lpp

rpIz − rpIx + p ˙Yd1IRD2
+Mqq

qpIx − qpIy − p ˙Yd2IRD1
+Nrr

−Kdd1Yd1

−Kdd2Yd2





ave Q′

G = QG +Bνν (voir Chapitre 3 3.47).Dans le tableau suivant on donne l'expression des Li qui �gurent dans l'inverse dela matrie masse de (ME)−1 :



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible 87L1 =
IDD2

+madf2

IDD2
Iy + Iymadf2 +madf 2mad1 + I2

RD1L4 =
IDD2

+madf2

IDD2
Iy + Iymadf2 +madf 2mad1 + I2

RD1L5 =
IRD1

IDD2
Iy + Iymadf2 + I2

RD1L7 =
IDD1

+madf2

IDD1
mad5 + Izmadf 1 +mad5madf 1 + I2

RD1L10 = L8 =
IRD2

IDD1
mad5 + Izmadf1 +mad5madf 1 + I2

RD2L11 =
Iz +mad5

IDD1
mad5 + Izmadf1 +mad5madf 1 + I2

RD2L12 =
IRD1

IDD1
mad5 + Izmadf1 +mad5madf 1 + I2

RD2L13 =
Iy

IDD2
Iy + Iymadf2 + I2

RD1

Le modèle dynamique sous-ationné dérivant le mouvement du dirigeable �exible estrégit par :




u̇ =
1

m+mad1
(ψ1 +m(rv − qw))

v̇ =
1

m+mad2
(ψ2 +m(pw − ru))

ẇ =
1

m+mad3
(ψ3 +m(qu− pv))

ṗ = L1(ψ3 + rq(Iy − Iz) − q ˙Yd1IRD2
− r ˙Yd2IRD1

)

q̇ = L4(ψ5 + rp(Iz − Ix) + p ˙Yd1IRD2
) + L5ψ8

ṙ = L7(ψ6 + qp(Ix − Iy) − p ˙Yd2IRD1
) + L8ψ7

Ÿd1 = L10ψ6 + L11ψ7

Ÿd2 = L12ψ5 + L13ψ8

(4.5)
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ẋ0 = cosψcosθu+ (−sinψsinφ+ cosψsinθsinφ)v + (sinψsinφ+ cosψsinθcosφ)w

ẏ0 = sinψsinθu+ (cosψcosφ+ sinψsinθsinφ)v + (−cosψsinφ+ sinψsinθcosφ)w

ż0 = −sinθu+ (sinφcosθ)v + (cosθcosφ)w

φ̇ = p+ sinφtanθq + cosφtanθr

θ̇ = cosφq − sinφr

ψ̇ =
sinφ

cosθ
q +

cosφ

cosθ
r (4.6)où les variables ψi sont dé�nis omme étant :

ψ1 = τ1x +Xuu ; ψ2 = τ1y + Yvv ; ψ3 = τ1z + Zww ;
ψ4 = τ2x + Lpp ; ψ5 = τ2y +Mqq ; ψ6 = τ2z +Nrr ;
ψ7 = −Kdd1Yd1 ; ψ8 = −Kdd2Yd2 ;Le problème de base est de stabiliser asymptotiquement et loalement le système

4.6 au voisinage d'un point désiré (xd, 0, zd, 0, 0, 0, Y d1 = 0, Y d2 = 0).Les fores et les moments de haque mouvement sont déonnetés grâe aux deuxnaelles munies de rotors orientables dont dispose le dirigeable.En posant les erreurs ξ1 = x− xd et ξ2 = z − zd, on pourra alors subdiviser le systèmedynamique en un ensemble de six systèmes omme suit :




u̇ =
1

m+mad1
(ψ1 +m(rv − qw))

ξ̇1 = cosψcosθu+ (−sinψsinφ+ cosψsinθsinφ)v

+(sinψsinφ+ cosψsinθcosφ)w

(4.7)




v̇ =
1

m+mad2
(ψ2 +m(pw − ru))

ẏ = sinψsinθu+ (cosψcosφ+ sinψsinθsinφ)v

+(−cosψsinφ+ sinψsinθcosφ)w

(4.8)




ẇ =
1

m+mad3
(ψ3 +m(qu− pv))

ξ̇2 = −sinθu+ (sinφcosθ)v + (cosθcosφ)w

(4.9)
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Ces trois derniers systèmes dérivent le mouvement de translation du dirigeable etsont omplètement déonnetés de la déformation.




ṗ = L1(ψ3 + rq(Iy − Iz) − qẎ d1IRD2

− rẎ d2IRD1
)

φ̇ = p+ sinφtanθq + cosφtanθr
(4.10)





q̇ = L4(ψ5 + rp(Iz − Ix) + pẎ d1IRD2
) + L5ψ8

Ÿ d2 = L12ψ5 + L13ψ8

θ̇ = cosφq − sinφr

Ẏ d2 = Ẏ d2

(4.11)




ṙ = L7(ψ6 + qp(Ix − Iy) − pẎ d2IRD1
) + L8ψ7

ψ̇ =
sinφ

cosθ
q +

cosφ

cosθ
r

Ÿ d1 = L10ψ6 + L11ψ7

Ẏ d1 = Ẏ d1

(4.12)
On distingue ii deux sous systèmes dérivant le ouplage 4.11 et 4.12 entre lesmouvement rigides de laet et de tangage du dirigeable ave les mouvements �exiblesdu premier et seond mode.Par onséquent on peut bien voir que les vibrations élastiques de l'engin sont atté-nuées ou même ontr�lées à travers la ommande du mouvement de rotation.Le but de notre travail étant la stabilisation loale du dirigeable au voisinage d'unpoint désiré, on propose ii, une linéarisation du système d'erreurs au voisinage de zéro.On énonera les dé�nitions suivantes :Dé�nition 1 On appelle système linéarisé tangent, ou enore approximation au pre-mier ordre, du système dynamique ẋ = f(x) au voisinage d'un point d'équilibre xe lesystème linéaire
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ẋ = Ax (4.13)où A =

∂f

∂x
(xe) est l'appliation linéaire tangente de f au point xeLes systèmes linéaires présentent une lasse partiulière de systèmes dynamiques,on ommene à voir dans quelle mesure le système approhé " linéarisé tangent" res-semble au système original au voisinage d'un point d'équilibre. Mathématiquement, onva examiner l'équivalene topologique, d'un système dynamique non linéaire ẋ = f(x)et de son linéarisé tangent au voisinage d'un point d'équilibre.Pour ela il existe un résultat essentiel dû à Grobman et Hartman [ANL94℄ que l'onénonera i-après.Dé�nition 2 Un point d'équilibre d'un système dynamique tel que l'appliation linéairetangente en e point n'a pas de valeur propre à partie réelle nulle est dit point hyperbo-lique.Théorème 1 (Grobman et Hartman) :Un système dynamique non linéaire ẋ = f(x), est topologiquement équivalent à sonlinéarisé tangent (4.13) au voisinage d'un point d'équilibre hyperbolique.Il en déoule que, le omportement d'un système dynamique non linéaire au voisi-nage d'un point d'équilibre est onnu à partir de son linéarisé tangent. On peut don,onsidérer que le système non linéaire représente une perturbation de son linéarisé tan-gent. Plus préisément on a le théorème de perturbation suivant, qui est un orollairedu Théorème 1.Théorème 2 (Théorème de perturbation) :Soit xe un point d'équilibre du système dynamique ẋ = f(x).1. Si xe est asymptotiquement stable pour le linéarisé 4.13 alors il l'est aussi pourle système original ẋ = f(x).2. Si xe est instable pour le linéarisé 4.13 alors il l'est pour le système original

ẋ = f(x).



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible 91A�n de réduire la omplexité des systèmes d'erreurs (4.7...4.12) et par le proédédu théorème de perturbation on va limiter l'étude au linéarisé tangent au voisinaged'un point d'équilibre 0R8 . Par suite, le linéarisé tangent du dynamique du dirigeableau voisinage du point 0R8 sera :




u̇ =
1

m+mad1
ψ1

ξ̇1 = u

(4.14)




v̇ =
1

m+mad2
ψ2

ẏ = v

(4.15)




ẇ =
1

m+mad3
ψ3

ξ̇2 = w

(4.16)



ṗ = L1ψ3

φ̇ = p
(4.17)Et pour les deux sous-systèmes dérivant le ouplage entre le mouvement rigide derotation et les petites vibrations du dirigeable :





q̇ = L4ψ5 + L5ψ8

Ÿ d2 = L12ψ5 + L13ψ8

θ̇ = q

Ẏ d2 = Ẏ d2

(4.18)




ṙ = L7ψ6 + L8ψ7

Ÿ d1 = L10ψ6 + L11ψ7

ψ̇ = r

Ẏ d1 = Ẏ d1

(4.19)L'objet de ette étude est basé sur l'approximation du modèle (4.14..4.19) au voi-sinage du point désiré. Don pour établir expliitement les di�érentes expressions deslois de ommande, on se base sur le modèle linéarisé.



92 Stabilisation et Commande du dirigeable �exibleLe problème revient à onstruire pour haque sous système une loi de ommande qui lestabilise assymptotiquement au voisinage respetivement du point 0R64.2.2 Stabilisation asymptotique du modèle d'étude au voi-sinage du point désiréDans ette setion, on va développer les lois de ommande qui stabilisent asympto-tiquement le linéarisé tangent de notre modèle dynamique.Il est lair que le système (4.14..4.19) a pu être déomposé en six sous systèmes qui sontomplètement déonnetés en terme de leurs variables.4.2.2.1 Stabilisation du mouvement de translation suivant XX, YYet ZZCommençons par stabiliser le premier sous-système rigide 4.14.On peut réérire e dernier sous ette forme :




u̇ =
Xu

m+mad1
ξ̇1 +

1

m+mad1
τ1x

︸ ︷︷ ︸
τ12

ξ̇1 = u

(4.20)Pour ommener, nous remarquons que la dynamique de la variable ξ1 est une dy-namique autonome du reste du système.La onstrution de la ommande se fait en deux étapes : la première étape onsisteà étudier la ommandabilité, 'est à dire ; peut-on trouver une ommande permettantde passer d'un état à un autre pour un temps �xé ou arbitraire.La deuxième étape onsiste à onstruire la ommande.
1re étape : Etude de la ommandabilitéAvant de ommener la onstrution de la ommande stabilisante, on va étudier laommandabilité du sous-système en question.Dans le as des systèmes linéaires stationnaires, il existe une aratérisation algébriquede la ommandabilité, due à Kalman, et dite ritère de ommandabilité de Kalman,[ANL94℄, [COR99℄ :



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible 93Théorème 3 On dit que le système linéaire
ẋ = f(x, u) = Ax+Bu (4.21)ave A est une appliation linéaire de IRn dans IRn et B une appliation linéaire de

IRn dans IRm est ommandable si et seulement si la matrie de ommandabilité
C = (B AB ... An−1B) (4.22)est de rang n. On dit que la paire (A,B) est ommandable.Ce sous-système prend la forme ẋ = Ax+B(τ12)

t ave A est une appliation linéairede IR2 dans IR2 et x = [u ξ1]
t d'expression :

A =




Xu

m+mad1
0

1 0




et B une appliation linéaire de IR2 dans IR, de la forme :
B =




1

0




En alulant le rang de la matrie de ommandabilité C qui est dé�nie par :
C = [B,AB] =




1
Xu

m+mad1

0 1


on trouve qu'il est égal à 2 (nombre de variables d'états) e qui implique d'après Kal-man, que le modèle d'étude est ommandable à l'aide d'un retour d'état ontinuestationnaire.

2me étape : Constrution de la ommande.L'idée est la suivante : en désirant atteindre une position de référene xd. On pose τ”
1omme une ommande virtuelle intermédiaire, et on détermine sa valeur qui garantit



94 Stabilisation et Commande du dirigeable �exiblela onvergene de x vers la position à atteindre xd, autrement dit la onvergene de ξ1vers 0. Puis on retrouve la valeur de la ommande τ1x.A�n de mettre e sous-système 4.20 sous forme de asade, on pose omme nouvelleommande τ ′

1 =
Xu

m+mad1
ξ̇1 +

1

m+mad1
τ1x

︸ ︷︷ ︸
τ12sous ette ondition 4.36 e sous-système prend la forme suivante :



u̇ = τ

′

1

ξ̇1 = u
(4.23)on obtient le système réduit i-dessous, qui est obtenu en prenant τ”

1 omme om-mande virtuelle :
ξ̇1 = τ”

1 (4.24)En Choisissant omme expression d'entrée virtuelle : τ”
1 = −k1ξ1 ; ave k1 un gainstritement positif.Avant de ommener la preuve, on va énoner la dé�nition de la fontion de Lyapunov,ainsi que le théorème de la stabilité et de la stabilité asymptotique des systèmes nonlinéaire en utilisant la fontion de Lyapunov.Dé�nition 3 [H.K92℄ : Soit x = 0 un point d'équilibre du système ẋ = f(x), x(0) =

x0. Une fontion di�erentiable V de IRn dans IR est appelée une fontion de Lyapunovsi elle satisfait :
∗ V (0) = 0;

∗ V (x) > 0 pour x ∈ IRn − {0};

∗ V̇ (x) ≤ 0 pour x ∈ IRn.Théorème 4 Posant x = 0 un point d'équilibre du système ẋ = f(x), x(0) = x0.S'il existe une fontion de Lyapunov V (x), alors l'origine x = 0 est stable. Si de plus
V̇ (x) < 0 dans IRn − {0}, alors x = 0 est asymptotiquement stable.Preuve 1 :Soit V la fontion de Lyapunov andidate dé�nie positive, d'expression :
V (u, ξ1) =

1

2
ξ21 > 0La dérivée de V est V̇ (ξ1) = −k1ξ

2
1 dé�nie négative, pour k1 > 0.



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible 95Ce hoix garantit la stabilisation asymptotique du système 4.14 au voisinage de 0.Il en résulte que le sous système (4.20) est asymptotiquement stable au voisinage dupoint (0,0) et
τ

′

1 = −k2(u+ k1ξ1) ;ave k2 un gain stritement positif et assez grand.l'expression de la ommande τ1x sera ainsi :
τ1x = −k2(m+mad1)(u+ k1ξ1) −Xuu (4.25)En remplaçant ξ1 par son expression, on aura :

τ1x = −k2(m+mad1)(u+ k1(x− xd)) −Xuu (4.26)
k1 et k2 sont des gains de stabilité, et sont positifs.4.2.2.2 Choix des GainsDans e paragraphe, on essaiera de déterminer le domaine du gain k2 qui assure lastabilité asymptotique du sous-système 4.14.En remplaçant τ ′

1 par son expression 4.20 on aura :
u̇ = −k2(u+ k1ξ1)ξ̇1 = u (4.27)



u̇

ξ̇1


 =


−k2 −k2k1

1 0


 =




u

ξ1




(4.28)
Proposition 1 [ANL94℄Une matrie arrée A de dimension 2 est assymptotiquement stable si et seulement si :



96 Stabilisation et Commande du dirigeable �exibleTr(A)<0 et Dét(A)>0Don pour que 4.28 soit asymptotiquement stable au voisinage de (0,0), il faut quele système i-dessous soit véri�é :−k2 < 0 ; k2k1 > 0.Ce qui implique qu'il faut hoisir k1 et k2 stritement positifs. L'étude de la om-mandabilité ainsi que la onstrution de la ommande sera la même pour les systèmesnon ouplés à la déformation.Pour le deuxième sous système du mouvement latéral :




v̇ =
Yv

m+mad2
v̇ +

1

m+mad2
τ2x

ẏ = v

(4.29)la ommande qui stabilise e sous système est donnée par :
τ1y = −k4(m+mad2)(v + k3y) − Yvv (4.30)Le hoix (k4 et k3) des gains sera pareil que pour le premier sous-systèmeLe mouvement d'altitude du dirigeable �exible est dérit par ette équation :




ẇ =
Zw

m+mad3
ξ̇2 +

1

m+mad3
τ3x

ξ̇2 = w

(4.31)la ommande du sous système d'altitude est donné par l'expression suivante :
τ1z = −k5(m+mad3)(w + k6(z − zd)) − Zww (4.32)

Le hoix des gains sera similaire à elui du le premier système.4.2.2.3 Stabilisation du sous système du mouvement de RoulisLe sous système de Roulis est dérit par son linéarisé suivant :
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ṗ = L1(τ2x + Lpp)

φ̇ = p
(4.33)la ommande stabilisante de e sous système sera :

τ2x = −k7m(p+ k8(φ− φd)) − Lpp (4.34)
k7 et k8 sont les gains de stabilité et sont stritement positifs.Les quatres sous-systèmes du mouvement de translation et du mouvement de roulisqu'on a stabilisé dans la partie préédente sont déonnetés et n'ont auun ouplageave la déformation. Le point fort de e modèle �exible est e ouplage. On verra dansla suite, qu'on arrive à ontr�ler ou plus exatement à atténuer les vibrations à traversles variables d'états du mouvement rigide.4.2.2.4 Stabilisation des systèmes ouplés à la déformationCommençons tout d'abord par le premier sous-système qui sera dé�ni omme suit :





θ̇ = q

q̇ = L4τ2y + L4Mqq − L5Kdd2Y 2d

Ẏ 2d = Ẏ 2d

Ÿ 2d = L12τ2y + L12Mq θ̇ − L13Kdd2Y 2d

(4.35)Ce sous-système prend la forme ẋ = Ax+Bτ2yave A est une appliation linéaire de IR4 dans IR4 et x = (θ q Y 2d Ẏ 2d)
T d'ex-pression :

A =




0 1 0 0

0 L4Mq −L5Kdd2 0

0 0 0 1

0 L12Mq −L13Kdd2 0
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et B une appliation linéaire de IR4 dans IR, de la forme :

B =




0

L4

L12

0




En alulant le rang de la matrie de ommandabilité C qui est dé�nie par :
C = [B,AB,A2B,A3B]on trouve qu'il est égal à 4 e qui implique d'après Kalman, que le modèle d'étude estommandable à l'aide d'un retour d'état ontinue stationnaire.La seonde étape onsiste à onstruire la ommande. Mais avant d'entamer ettepartie on fait appel au Théorème du bakstepping [COR99℄, qui est appliqué à unelasse de systèmes ontr�lés, admettant la forme suivante :

ẋ1 = f1(x1, x2)

ẋ2 = u (4.36)où l'état est x = (x1, x2) ∈ IRn1 × IRm = IRn et le ontr�le u ∈ IRm, et quiorrespond au théorème suivant :Théorème 5 Soit f1 de lasse C1 et le système ontr�lé
ẋ1 = f1(x1, v) (4.37)est globalement asymptotiquement stable par des lois de ommande stationnaires delasse C1, où x1 ∈ IRn1 et le ontr�le v ∈ IRm. Alors, le système ontr�lé (4.36) estglobalement asymptotiquement stable par des lois de ommande ontinues stationnairesLa struture de notre système ainsi dégagée suggère l'utilisation de tehniques ins-pirées du bakstepping pour aluler la ommande de manière reursive.



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible 99A�n, de mettre le système 4.35 en asade, on propose un hangement de variable, quiest un di�éomorphisme global :



θ

q

Y1

Ẏ1




=




1 0 0 0

0 1 0 0

−
L12

L4

0 1 0

0
−
L12

L4

0 1







θ

q

Y d2

Ẏ d2




(4.38)
Par suite le système prend la forme suivante :





θ̇ = q

q̇ = L4ψ5 − L5Kdd2Y1 −
L12

L4
L5Kdd2θ

Ẏ1 = Ẏ1

Ÿ1 = (−L13Kdd2 −
L12

L4
L5Kdd2)Y1 − (

L12L13

L4
−
L2

12

L2
4

L5Kdd2)θ

(4.39)
A�n de mieux visualiser le système en asade, on onsidère la ommande ψ′

5 dé�niepar ψ′

5 = L4ψ5 − L5Kdd2Y1 −
L12

L4
L5Kdd2θ





q̇ = ψ
′

5

θ̇ = q

Ẏ1 = Ẏ1

Ÿ1 = αY1 + βθ

(4.40)
ou α et β sont des onstantes, d'expressions α = (−L13Kdd2 −

L12

L4
L5Kdd2) et

β =
−L13L12

L4
+
L2

12L5Kdd2

L2
4a�n d'améliorer l'ériture de e système on pose : Y2 = Ẏ1 le système deviendraalors :
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q̇ = ψ′

5

θ̇ = q

Ẏ1 = Y2

Ẏ1 = αY1 + βθ

(4.41)
En appliquant la tehnique du Bakstepping, on obtient le système réduit i-dessousqui est obtenu, en prenant v omme première ommande virtuelle :





θ̇ = v

Ẏ1 = Y2

Ẏ1 = αY1 − βθ

(4.42)ave ψ′

5 = −k10(q − v) ; ou k10 est un gain stritement positif assez grand.En appliquant une deuxième fois la tehnique du bakstepping, on obtient le systèmeréduit i-dessous qui est obtenu, en prenant v1 omme deuxième ommande virtuelle :



Ẏ1 = Y2

Ẏ2 = αY1 + βv1

(4.43)
ave v = −k11(θ − v1) où k11 > 0 assez grand.En appliquant un autre bakstepping, on obtient un nouveau système i-dessous, enprenant v2 omme troisième ommande virtuelle :




Ẏ1 = Y2

Ẏ2 = v2

(4.44)ave v2 = αY1 + βv1 ; en appliquant la tehnique du bakstepping, on obtient lesystème réduit i-dessous, formé d'une seule équation qui est obtenue, en prenant v3



4.2. Stabilisation asymptotique du dirigeable �exible au voisinage d'un point ible101omme quatrième ommande virtuelle :
Ẏ1 = v3 (4.45)ave v2 = −k12(Y2 − v3) et k12 assez grand.Finalement on a une équivalene entre la stabilisation asymptotique du sous-système4.45 et elle de 4.18. Par onséquent on va restreindre l'étude à stabiliser asymptoti-quement au voisinage de zéro le système 4.45.On hoisit omme expression de v3 ; v3 = −k13Y1 ; ave k13 > 0.Preuve 2 : Soit V la fontion de Lyapunov andidate dé�nie positive, d'expression :

V =
1

2
Y 2

1 > 0. La dérivée de V est V̇ = −k13Y
2
1 dé�nie négative, pour k13 > 0.Ce hoix garantit la stabilisation asymptotique du système 4.45 au voisinage de zéro.Par onséquent 4.18 est asymptotiquement stable au voisinage du point désiré 0R4 .A�n d'obtenir l'expression expliite de la ommande τ2y, on introduit l'expressionde v4 dans v3 et elle de v3 dans v2 et ainsi de suite jusqu'à e qu'on obtient l'expressionde la ommande omme suit :

τ2y = θ(
k10k11L4β − L12k10k11k12k13 − L12k10k11α

L2
4β

) + q(
−L4Mq − k10

L4
)+

Y d2(
L5Kdd2β + k10k11k12k13 + k10k11α

L4β
) + (

k10k11k12

L4β
)Ẏ d2 − (

k10k11k12

L2
4β

)θ̇

(4.46)A�n de stabiliser le système 4.12 on proède de la même manière.On pose Y3 = Y d1 −
L10

L7
ψ et Ẏ3 = Y4, après avoir étudié la ommandabilité du systèmeon retrouve le ontr�le :

τ2z = ψ(
k′10k

′

11L7β
′ − L10k

′

10k
′

11k
′

12k
′

13 − L10k
′

10k
′

11α
′

L2
7β

′
) + r(

−L7Nr − k′10
L7

)+

Y d1(
L8Kdd1β

′ + k′10k
′

11k
′

12k
′

13 + k′10k
′

11α
′

L7β
′

) + (
k′10k

′

11k
′

12

L7β
′

)Ẏ d1 − (
k′10k11k

′

12

L2
7β

′
)ψ̇

(4.47)ave k′10, k′11, k′12, k′13 les gains hoisis.La fontion de Lyapunov omme suit V =
1

2
Y 2

3 > 0.



102 Stabilisation et Commande du dirigeable �exibleEt les onstantes α′ = (−L11Kdd1 −
L10

L7
L8Kdd1) et β′ =

−L11L10

L7
+
L2

10L8Kdd1

L2
7

.A la �n on intègre les ontr�les trouvés dans le modèle omplet a�n de stabiliser toutle système.
4.3 Simulations NumériquesDans ette partie, nous présentons des simulations numériques on�rmant la onver-gene du dirigeable vers le point ible au moyen des ommandes développées. Les a-ratéristiques du dirigeable seront données dans e tableau :Longueur du dirigeable 6 mDiamètre du dirigeable 1.4 mVolume du dirigeable 7.6 m3Masse totale du dirigeable 5.8 KgDensité de l'air 1.3 g/m3Densité de l'hélium 0.3 g/m3Aélération de la pesanteur9.81 N/Kg-Les oe�ients aérodynamiques :

Xu=Yv=Zw=Lp=Nr=Mq=−10.- les termes inertiels :
m+mad4=1.675,m+mad5=53.8618, m+mad3=m+mad2=19.6928, m+mad1=7.1892,

L1=0.597, L4=0.0215, L5=L12=0.1340,
L7=0.0186, L8=L10=-0.0046, L11=−0.4763, L13=6.1657.- les gains :

k1 = k2 = k3 = k4 = k10 = k11 = k′10 = k′11 = 10, k12 = k′12 = 4,k13 = k′13 = 2



4.3. Simulations Numériques 103Les simulations ont été e�etuées en utilisant Matlab. Les ommandes obtenuespour le dirigeable �exible sont des lois polynomiales stationnaires de degré un. Le mou-vement orrespondant est représenté par une phase d'aélération puis une phase dedéélération. Le mouvement est ontinu en position et en vitesse.
4.3.1 Mouvement d'avanementLa ourbe 4.2 représente le omportement du dirigeable selon l'axe des X a�n d'at-teindre une position désirée xd ainsi que le omportement de la vitesse linéaire u assoiéet la ommande qui le stabilise.
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t :temps en sFigure 4.2: Mouvement d'avanementIl est lair, dans la �gure 4.2, que le dirigeable suit la ommande assez rapidementen moins de 3 seondes. Sahant qu'il part d'une position initiale x = 2m et atteint
xd = 5m.



104 Stabilisation et Commande du dirigeable �exible4.3.2 Mouvement d'altitudeLa ourbe 4.3 représente le omportement du mouvement d'altitude du dirigeablea�n d'atteindre une altitude désirée zd = 5m ainsi que le omportement de la vitesselinéaire w assoiée et la ommande qui le stabilise.
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t :temps en sFigure 4.4: Commande du mouvement d'altitude4.3.3 Mouvement de Rotation Couplés à la déformationDans ette partie nous présentons le omportement du mouvement de tangage ou-plé à la déformation élastique du deuxième mode Y d2.Nous remarquons que le veteur ommande élaboré dans ette partie (�gure 4.6),aomplit sa tâhe de onvergene, néanmoins il génère ertaines osillations. En e�et,nous onstatons qu'au ours de leur onvergene vers zéro, les variables d'état ommel'orientation θ et le déplaement modal de déformation (voir �gure 4.5) Y d2 (qui partd'une valeur initiale Y d2 = 0.1m) ont un omportement fortement osillatoire dû à laprésene de la déformation dans le système. Mais la ommande arrive, à l'issue d'unephase transitoire, à stabiliser le système et à atténuer ses vibrations. Ce qui prouve bienl'impat de la �exibilité struturelle sur le mouvement rigide du dirigeable.Cei est bien mis en évidene, à partir de l'illustration de l'évolution du système d'erreursdans la �gure 4.7.Dans les �gures 4.8, on présente le omportement du dirigeable dans son mouvementde laet autour de l'axe z ouplé à la déformation élastique du premier mode Y d1 a�nd'atteindre une orientation désirée ψd = 0 ainsi que le omportement de la vitesse rassoiée et la ommande τ6 qui le stabilise. Nous partons de la même ondition initiale
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pour le déplaement de déformation Y d1 = 0.1m.
En présene de telles vibrations (pour le mouvement de laet), plus ou moins atté-nuées par rapport au mouvement de tangage, la ommande τ6 arrive "à résister" et àfaire onverger le dirigeable vers l'orientation désirée ψd = 0.Néanmoins, ette onvergene est assurée par des ommandes osillantes. Ainsi nousonluons que la déformation élastique perturbe l'angle de tangage beauoup plus quel'angle de laet mais ela n'oulte pas le fait que la �exibilité in�ue sur le omporte-ment du mouvement rigide.Ce test numérique nous prouve la robustesse des ommandes trouvées. Ce qui nous initeà réaliser des expérienes pratiques a�n de prouver réellement l'impat de la �exibilité.
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4.4. Conlusion 1094.4 ConlusionDans e hapitre on s'est intéressé à l'étude de la stabilisation asymptotique du diri-geable �exible au voisinage d'un point donné. On a proposé un algorithme de ommandequi stabilise loalement et asymptotiquement le dirigeable au voisinage d'un point ible,en utilisant la tehnique du bakstepping. Bien que les déformations élastiques avaientété onsidérées omme des degrés de liberté non ommandés, les ommandes trouvéesont assuré l'atténuation des vibrations élastiques du dirigeable �exible à travers ellesdu mouvement rigide. On a prouvé, par des tests numériques l'impat de �exibilitéstruturelle sur le mouvement d'ensemble ainsi que la robustesse de la ommande.
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Chapitre 5
Modélisation et Commande d'unDrone Flexible XSF
5.1 IntrodutionDans e hapitre on mettra en évidene une autre appliation de la modélisationd'engins volants �exibles autonomes.Préisément on se propose d'établir le modèle mathématique de la dynamique d'undrone hélioptère �exible à quatre hélies. Similairement à tous les engins volants�exibles, le modèle omplet de la dynamique d'un tel drone est relativement di�ileà établir et néessite une étude méanique et aérodynamique assez poussée. Pour réali-ser ette tâhe on s'appuiera notamment sur le modèle Eulerien établi dans le Chapitre2. Cette étude se base sur l'hypothèse de �exibilité de ertains éléments de l'engin ainsique des ouplages entre plusieurs phénomènes, à savoir la dynamique du fuselage, lesdynamiques des moteurs, les e�ets aérodynamiques et les e�ets gyrosopiques.Nous ommençons par présenter, tout d'abord, la dynamique eulerienne pour undrone rigide apable de vol d'avanement rapide et de vol stationnaire ou quasi-stationnaire.Un tel modèle peut être établi dans un repère loal lié au drone.Nous évoquons le modèle eulerien qui sera traité de point de vue ommande en stabili-sation et en poursuite. Beauoup d'auteurs se sont inspirés de la dynamique d'un orpsrigide assoié au fuselage pour aborder la modélisation. Nous itons dans e sens lestravaux de Guenard et Hamel [NTE06℄ sur les hélioptères ainsi que eux de LozanoCastello [CDL04℄, Beji et Azouz [BAA06a℄ onernant les quadrirotors.111



112 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSFCes études ont toutes été réalisées moyennant l'usage d'une desription Lagran-gienne des orps volants rigides. Cette desription onduit à des lois de ommanderelativement aisées à expliiter, mais la mise en oeuvre pratique de es lois est peu évi-dente ar les instruments et les apteurs embarqués ne délivrent que des données loalesomparables ave les variables Euleriennes. Cei pourrait être préjudiiable pour le suivide la ommande, si on sait que e type d'engins est très sensible aux perturbations ex-térieurs et que les paramètres dynamiques alulés dans la station sol peuvent di�érerdes paramètres réels de l'engin.Le drone XSF qu'on étudie ii a été onçu et fabriqué au laboratoire IBISC. Il di�èredes autres quadirirotors par ses deux rotors diretionnels qui lui permettent entre autreun mouvement de translation sans basulement de l'assiette. Nous présentons dans unpremier temps, sa modélisation dynamique et aérodynamique par une méthodologieEulerienne.La seonde partie de l'étude, onerne la ommande et la stabilisation de e drone.Pour ela nous avons adopté une tehnique basée sur la méthode des petites pertur-bations. Le modèle que nous obtenons est fortement non-linéaire,nous utiliserons pourstabiliser l'engin, une méthodologie basée sur la linéarisation et le PID.5.2 Caratéristiques et on�gurations du drone XSFLe drone XSF (X4 Super Flyer) est un quadrirotor de 68 × 68 cm de dimensionglobale, de masse 2kg apable d'emporter une petite harge utile ave une durée d'au-tonomie en vol de 20 min maximum. Il est onçu en forme de roix et réalisé en �bre dearbone. Chaque bout de la roix dispose d'un rotor omprenant un moteur életriquebrushless et une hélie bipale. Au milieu se trouve un ylindre entral ontenant l'éle-tronique embarquée, les améras et les batteries. Le drone doit être autonome pouvantréaliser ertains modes de vol, notamment l'atterrissage, le déollage ainsi que le volstationnaire ou de translation.Le mode opératoire de l'XSF est le suivant : les rotors 1 et 3 (voir �gure 5.1) tournentdans le sens des aiguilles d'une montre, alors que les rotors 2 et 4 tournent dans le sensontraire pour garantir l'équilibre en laet.La partiularité de l'XSF omparé aux quadrirotors existants est le pivotement des ro-tors 1 et 3 autour de l'axe de leurs supports. Ce pivotement a pour �nalité de permettre
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Figure 5.1: Représentation du XSF (Version Carénée)l'avanement horizontal sans avoir à inliner l'assiette. Cette aratéristique est impor-tante dans le adre d'exeries de vol en extérieur. Le pivotement des rotors permetaussi d'exéuter le mouvement de laet ainsi que les virages.Les di�érents repères utilisés pour la modélisation du drone sont le repère loal etle repère inertiel (global). Le repère loal (�gure 5.2) ℜG = {G,Eg1 , E
g
2 , E

g
3} est attahéau entre de masse G du véhiule. Le entre de masse est situé dans l'intersetion desdeux barres. Chaque barre porte deux moteurs. Les équipements, omme par exempleles apteurs, les artes des ontr�leurs, etc . . . , sont plaées prohes du entre de masse

G. Le repère inertiel (�gure 5.2) est dé�ni par ℜO = {O,Ex, Ey, Ez} tel que la diretionvertiale z est dirigée vers le bas. Considérons le veteur η1 = (x, y, z)T représentant laposition du entre de masse du véhiule dans le repère inertiel. Pour dé�nir l'orientationau ours du temps du repère drone par rapport au repère inertiel, on utilise les anglesd'Euler η2 = (θ, φ, ψ)T qui représentent respetivement le tangage, le roulis et le laet.L'équation inématique est donnée par :

η̇1

η̇2


 =


J1(η2) 03∗3

03∗3 J2(η2)






ν1

ν2


 (5.1)
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Figure 5.2: Les deux repères du drone inertiel et loal.5.3 Modèle dynamique du XSF "rigide"Le drone XSF est modélisé en première approximation omme un solide indéfor-mable.Pour ela on adoptera le modèle ompat suivant (hapitre 2 équation 2.58) :


mTT 0

0 IRR





ν̇1

ν̇2


 =


J

T
1Qτ1 −mTTη2 ∧ ν1

ZR − ν2 ∧ (IRR)ν2


 (5.2)

ave τ1 et ZR les fores et moments extérieurs.Sous une forme plus développée et sahant que les matries de rotations entre lesdeux repères sont identiques à elle du dirigeable, et en posant ν= (u v w)T , onretrouve les équations suivantes :
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m(u̇+ qw − rv) = X −mgsinθ

m(v̇ + ru− pw) = Y +mgsinφcosθ

m(ẇ + pv − qu) = Z +mgcosφcosθ

(5.3)
où X,Y,et Z sont les fores appliquées au drone.On a aussi pour la partie rotation :

Ixxṗ+ Ixy(q̇ − pr) + Ixz(ṙ + pq) + Iyz(q
2 − r2) + (Izz − Iyy)rq = L

Iyy q̇ + Ixy(ṗ− qr) + Iyz(ṙ − pq) + Ixz(r
2 − p2) + (Ixx − Izz)pr = M

Izz ṙ + Iyz(ṗ − qr) + Ixy(q̇ + pr) + Ixy(p
2 − q2) + (Iyy − Ixx)pq = N

(5.4)
ave L, M, et N les moments appliquées.En tenant ompte du fait que les plans X-Z et Y-Z sont des plans de symétries del'XSF, on peut dire que les termes d'inertie Ixy, Ixz et Izy sont nuls.Par onséquent le système est simpli�é sous la forme suivante :
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Ixxṗ = L− (Izz − Iyy)rq

Iyy q̇ = M − (Ixx − Izz)pr

Izz ṙ = N − (Iyy − Ixx)pq

(5.5)
5.3.1 Les moments GyrosopiquesLa rotation des éléments tournant des moteurs brushless rée des e�ets gyroso-piques qui seront ouplés aux rotations du XSF selon la proédure dérite i-après. Ononsidère IRωi le moment inétique du rotor i, de omposantes (hix, h

i
y, h

i
z)
T , où wi est lavitesse de rotation du rotor i. En injetant es e�ets dans le modèle dynamique on aura :

Ixxṗ = L− (Izz − Iyy)rq − q
∑4

i=1 h
i
z + r

∑4
i=1 h

i
y

Iyy q̇ = M − (Ixx − Izz)pr − r
∑4

i=1 h
i
x + p

∑4
i=1 h

i
z

Izz ṙ = N − (Iyy − Ixx)pq − p
∑4

i=1 h
i
y + q

∑4
i=1 h

i
x

(5.6)
Où IR désigne le moment d'inertie en rotation d'un moteur.Ces e�ets peuvent être sensibles partiulièrement lors du pivotement des rotors oulors d'une turbulene du XSF en roulis.5.3.2 Fores et Moments AérodynamiquesOn essaiera à présent de dé�nir les aratéristiques des fores et ouples aérodyna-miques issue des pales. La pale se omporte omme une aile tournante. Chaque élément



5.3. Modèle dynamique du XSF "rigide" 117de la pale dr est en ontat ave le �ux d'air ave une vitesse linéaire VR et selon unangle d'attaque α. Dans le plan du propulseur, la pale est dé�nie par sa longueur R etle rayon du noyau Ro.

Figure 5.3: Desription du fontionnement d'une paleOn appelle pro�l, la setion de pale par un plan normal à l'axe de pale Oy′ .Chaque setion de pale de largeur élémentaire dr (voir 5.3) en ontat ave l'air réeune fore de portane élémentaire dL et une fore de traînée élémentaire dD telles que :
dL =

1

2
ρCLV

2
RdS

dD =
1

2
ρCDV

2
RdS

(5.7)où ρ désigne la masse volumique de l'air, CL et CD désignent des oe�ients adimen-sionnels de portane et de traînée aratérisant le pro�l et dépendant prinipalementde l'angle d'attaque α du pro�l onsidéré (α = γ − Φ). Compte tenu du vrillage de lapale, et de la dépendane de la vitesse tangentielle VR = w.r ave la position du pro�lvis à vis de l'axe de rotation, et angle α ne sera pas onstant tout au long de l'axe Oy′

(α = α(r)), les oe�ients CL et CD seront don des fontions de r.



118 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSFEn désignant par C la orde du pro�l, et en supposant que l'hélie a B pales, lafore de poussée de l'hélie du rotor i sera :
fi =

B

2
ρ

∫ R

R0

V 2
Rc(r)CL(r)dr

=
B

2
ρω2

i

∫ R

R0

r2c(r)CL(r)dr

(5.8)ou tout simplement,
fi = KTω

2
i (5.9)Le alul du oe�ient de poussée kT est souvent omplexe [AB08℄. Il est ainsiessentiel d'élaborer un proessus expérimental, qui permet de déterminer ave préisionle oe�ient KT aussi bien que les limites de la validité de la relation.

Figure 5.4: Ban de test 4 axes pour l'analyse du mouvement du XSFLe ouple résistant, dû à la traînée, est dé�ni similairement omme suit :
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MDi =

B

2
ρ

∫ R

R0

V 2
Rc(r)CD(r)rdr

=
B

2
ρω2

i

∫ R

R0

c(r)CD(r)r3dr

(5.10)ou tout simplement,
MDi = KMω

2
i (5.11)La ompensation de e ouple au niveau du entre de gravité G se réalise grâe à laontre rotation des rotors 1-3 et 2-4.Ave KM : onstante à déterminer expérimentalement.Comme préisé préalablement, a�n de permettre le déplaement horizontal du dronesans inliner l'ensemble, nous avons doté les supports des moteurs 1 et 3 de deux degrésde libertés supplémentaires ξ1 et ξ3. Il s'agit de la rotation autour de l'axe Eg1 (voir�gure 5.5). Les deux supports des moteurs peuvent, soit pivoter dans le même senspour réer une omposante horizontale suseptible de propulser le XSF en translation,soit pivoter en sens inverse pour réer un laet sans translation. Les angles ξ1 et ξ3 sontlimités en butée à 20o. Cependant des angles intermédiaires entre 0 et 20o sont permispour réer le mouvement de virage (mouvement ouplé déplaement horizontal-laet).Ce mouvement de pivotement est généré par deux servo-moteurs. Il est supposé se faireà faible vitesse de rotation.

Y

ξ

1

Figure 5.5: Pivotement des rotors 1 et 3On désignera par E le point d'intersetions des quatres supports, on note
(|| ~EG||) = uG.



120 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSFOn suppose que les fores F1 at F3 sont appliquées aux supports 1 et 3.5.3.2.1 Modèle CompletL'intégration des équations 5.9 et 5.11 nous permet d'érire le modèle omplet del'XSF ainsi :Pour le mouvement de translation :




mu̇ = m(−qw + rv − gsinθ) −KT (ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3)

mv̇ = m(−ru+ pw + gsinφcosθ)

mẇ = −KT (ω2
1cosξ1 + ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4) +m(−pv + qu+ gcosφcosθ)

(5.12)
et pour le mouvement de rotation :





Ixxṗ = −lbKT (ω2
1cosξ1 − ω2

3cosξ3) − (Izz − Iyy)rq − qIR(ω1cosξ1 + ω2 + ω3cosξ3 + ω4)

Iyy q̇ = lbKT (ω2
2 − ω2

4) − (Ixx − Izz)rp+KM (−ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3)

−rIR(ω1sinξ1 + ω3sinξ3) + uGKT (ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3) + pIR(ω2
1cosξ1 + ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4)

Izz ṙ = −lbKT (ω2
1sinξ1 − ω2

3sinξ3) − (Iyy − Ixx)pq + qIR(ω1sinξ1 + ω3sinξ3)

+KM (−ω2
1cosξ1 − ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4) (5.13)ou sous forme ompate :
ME ν̇ = Z +QG (5.14)où Z représente les fores extérieurs appliqués ("voir [AB08℄")
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Z =




−KT (ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3)

0

−KT (ω2
1cosξ1 + ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4)

−lbKT (ω2
1cosξ1 − ω2

3cosξ3) − qIR(ω1cosξ1 + ω2 + ω3cosξ3 + ω4)

lbKT (ω2
2 − ω2

4) +KM (−ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3)

−rIR(ω1sinξ1 + ω3sinξ3) + uGKT (ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3) + pIR(ω2
1cosξ1 + ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4)

−lbKT (ω2
1sinξ1 − ω2

3sinξ3) + qIR(ω1sinξ1 + ω3sinξ3)

+KM (−ω2
1cosξ1 − ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4)


(5.15)et Qv représente les e�ets gyrosopiques :

Qv =




m(−qw + rv − gsinθ)

m(−ru+ pw + gsinφcosθ)

m(−pv + qu+ gcosφcosθ)

−(Izz − Iyy)rq

−(Ixx − Izz)rp

−(Iyy − Ixx)pq




(5.16)
Nous avons ainsi expliité le modèle dynamique Eulerien su drone XSF supposé rigideomme première approhe.5.4 Intégration de la �exibilité dans le modèle del'XSFConformément à la démarhe développée au Chapitre 2, la prise en ompte de la�exibilité peut être introduite au modèle Eulerien au travers d'un nombre représentatifde modes de déformations.Le déplaement dû à la déformation ud sera séparé en deux fontions de variables :



122 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSF- Yd(t) : les amplitudes modales dépendant du temps.- S(s) : les matries des modes propres de la roix �exible dépendants de l'espae.d'où :
ud = S(s)Yd(t).Par onséquent le modèle omplet sera :

Mdν̇d = τ +Qv (5.17)ave νd= ν1

ν2

Y d


la matrie de masse du XSF �exible sera donnée, d'après le Chapitre 2, ainsi :

M =




mTT 0 0

0 mRR mRD

0 mRD mDD




(5.18)Dans ette partie on n'a pas onsidéré la �exibilité des pales. Ce phénomène peutêtre adjoint au modèle en y intégrant l'aéroélastiité.5.5 Stratégie de CommandeNotre objetif à travers ette partie est d'établir une stratégie de ommande pourl'XSF, qui s'appuie sur le modèle eulerien préisément.Le alul du veteur développé de ommande doit être peu oûteux en temps de alul,ondition sure qu'on a pour que ette ommande puisse être implantée sur le miro-ontr�leur embarqué.Rappelons au passage que le miro-ontr�leur agit sur la tension de ourant délivréeaux moteurs pour varier leurs vitesses et par la même les fores de poussée de l'hélie



5.5. Stratégie de Commande 123orrespondante, à titre d'exemple un di�érentiel de tension entre les moteurs 1 et 3réera du roulis.Le miro-ontr�leur ommandera aussi deux servomoteurs destinés à assurer l'orienta-tion des rotors 1 et 3.Bien qu'il dispose de six fores d'entrées (quatres fores du aux quatres rotors etde ationneurs dus aux pivotement des deux rotors 1 et 3), la dynamique du véhiuleest sous-ationnée. Ce système est très maniable et très sensible aux onditions exté-rieurs. Cei nous impose de développer une ommande robuste a�n de simpli�er lesexpressions on utilise quelques notations intermédiaires. Les fondements de la stratégiede ommande proposée reposent sur les tehniques de linéarisation, ainsi que sur laméthode de PID.Nous présentons i-joint la démarhe suivie :
U1 = −KT (ω2

1sinξ1 + ω2
3sinξ3)

U2 = −KT (ω2
1cosξ1 + ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4)

U3 = −lbKT (ω2
1cosξ1 − ω2

3cosξ3)

U4 = lbKT (ω2
2 − ω2

4) + UGKT (ω2
1sinξ1 + ω2

3sinξ3)

U5 = −lbKT (ω2
1sinξ1 − ω2

3sinξ3)

U6 = KM (−ω2
1cosξ1 − ω2

2 + ω2
3cosξ3 + ω2

4)

(5.19)

UG la distane entre le entre de gravité et l'intersetion des deux barres.ave ξ1 et ξ3 les deux angles de pivotement du rotor 1 et 3 respetivement.On note f1 = KTω
2
1 ; f2 = KTω

2
2 ; f3 = KTω

2
3 et f4 = KTω

2
4 .les équations prennent par la suite la forme suivante :



124 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSF
U1 = −f1sinξ1 − f3sinξ3

U2 = −f1cosξ1 − f2 − f3cosξ3 − f4

U3 = lbf1cosξ1 − lbf3cosξ3 −
KM
KT

f1sinξ1 −
KM
KT

f3sinξ3

U4 = lb(f2 − f4) + UG(f1sinξ1 + f3sinξ3)

U5 = lb(f1sinξ1 − f3sinξ3)

U6 = KM
KT

(−f1cosξ1 + f2 − f3cosξ3 + f4)

(5.20)

Pour éviter d'inverser des matries retangulaires, on a dissoié les deux ationneursréant le laet U5 (dû à l'inlinaison inverse des rotors) et U6 (dû à l'anti-ouple deshélies)RemarqueComme le montre le système équivalent, on a six entrées de ontr�le.On pose U = (U1 U2 U3 U4 U5 U6)
TD'un autre �té, le veteur d'aionnement d'entrée est omposé de six ationneurs,donnés par :

F = (f1 f2 f3 f4 sinξ1 sinξ3)
TOn obtient ainsi la relation :

U = A.F (5.21)



5.5. Stratégie de Commande 125où A est la matrie de transformation :
A =




0 0 0 0 −fn−1
1 −fn−1

3

−(1 − (sin2ξ1)
n−1)

1

2 −1 −(1 − (sin2ξ3)
n−1)

1

2 −1 0 0

−lb(1 − (sin2ξ1)
n−1)

1

2 0 lb(1 − (sin2ξ3)
n−1)

1

2 0 −KM
KT

fn−1
1

KM
KT

fn−1
3

0 lb 0 −lb UGf
n−1
1 UGf

n−1
3

0 0 0 0 −lbf
n−1
1 −lbf

n−1
3

−KM
KT

(1 − (sin2ξ1)
n−1)

1

2
KM
KT

−KM
KT

(1 − (sin2ξ3)
n−1)

1

2
KM
KT

0 0


(5.22)On onstate que e système d'équations est fortement non linéaire (l'entier n désignerale pas de temps dans l'algorithme numérique ave lequel on alulera A par la suite).On établira par la suite une méthodologie pour le résoudre a�n d'expliiter les ation-neurs.On présente la résolution de l'équation numérique plus tard.5.5.1 Linéarisation des EquationsOn onsidérera dans ette setion, que les mouvements du XSF sont de faible am-plitude autour d'un état d'équilibre (ette on�guration est la plus ritique et la plusintéressante dans l'étude de la stabilité du quadrirotor).Dans es onditions, les équations du mouvement peuvent se linéariser. l'expériene amontré que ette théorie simpli�ée donne de bons résultats, notamment pour l'analysede la stabilité des états d'équilibre et de la réponse aux ommandes. Dans un premiertemps, on déompose le mouvement entre l'état d'équilibre de référene et les éartspar rapport à et état [DEG01℄ et [H.K92℄.L'idée est de stabiliser l'XSF autour d'une position d'équilibre qui est dé�nie ommesuit :

ud = vd = wd = pd = qd = rd = θd = φd = 0 (5.23)la référene d désigne les paramètres désirés. Dans es onditions, en négligeantles termes quadratiques dans les éarts et en linéarisant les expressions trigonomé-triques [ANL94℄, [E.D98℄, les équations dynamiques deviennent :
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m∆u̇ = −mg∆θ + U1

m∆v̇ = −mg∆φ

m∆ẇ = −mg + U2

Ixx∆ṗ = U3

Iyy∆q̇ = U4

Izz∆ṙ = U5 + U6

φ̇ = ∆p

θ̇ = ∆q

ψ̇ = ∆r

(5.24)

La méthode utilisée par l'obtention du système 5.24 est dite méthode des petites per-turbations. Elle permet de linéariser les équations du mouvement de faibles amplitudesautour d'un point d'équilibre [DEG01℄.en utilisant les onditions des paramètres désirés 5.23, on dé�nit le système d'erreurssuivant :
∆u = u ∆v = v ∆w = w ∆p = p ∆q = q ∆r = ret pour les vitesses :
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∆u̇ = u̇; ∆v̇ = v̇; ∆ẇ = ẇ ∆ṗ = p ∆q̇ = q ∆ṙ = ṙLa partie inématique sera donnée par : ∆p = φ̇ ∆q = θ̇ ∆r = ψ̇5.5.2 Constrution de la Commande de l'XSFDans e travail, nous avons développé un proédé original basé sur un modèle dy-namique Eulerien. Les variables Euleriennes sont plus réalistes, ar elle orrespondentaux données fournies par les apteurs embarqués. Nous soulignons que ertains degrésde liberté telles que le roulis et le tangage sont partiulièrement ritiques pour la stabi-lisation du quadrirotor. Une simple rafale de vent peut déstabiliser le drone et onduit àson érasement. Par onséquent il est important de stabiliser es deux degrés de liberté.Dans ette partie toutes les ommandes sont déonnetées. Les di�érents mouvementde translation et de rotation sont stabilisés par des ommandes linéaires qu'on dérirapar la suite dans les tableaux(tab1-3).Prenons l'exemple du mouvement de translation suivant l'axe X de l'équation5.24 :

m∆u̇ = mu̇ = −mg∆θ + U1 (5.25)En suite on tire l'expression de la ommande :
U1 = mu̇+mg∆θ (5.26)on hoisit le gain k1>0 ; on pose :
u̇ = −k1(u− ud) (5.27)on retrouve l'expression de la ommande :

U1 = −mk1(u− ud) +m(θ − θd) (5.28)Pour les mouvements de translation (avanement et altitude) on a stabilisé le mouve-ment en variables euleriennes (en vitesse) (voir 5.5.2).Prenons l'exemple du mouvement de rotation autour de l'axe des X, d'après l'équation5.24 :
ṗ =

1

Ixx
U3 (5.29)



128 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSFPour des gains stritement positifs et assez grands k3 et k4, on pose :
ṗ = −k3(p− pd) − k4(φ− φd) (5.30)Par la suite l'expression de la ommande sera :

U3 = −Ixx(k3(p− pd) + k4(φ− φd)) (5.31)On a stabilisé le mouvement de rotation en vitesse et en orientation. Ainsi on ré-sume la stratégie de ommande adaptée dans les tableaux suivants. Pour la relationentre l'aélération et la ommande on aura :Translation XXmu̇ = −mg(θ − θd) + U1Altitude mẇ = mg + U2Roulis ṗ = 1
Ixx
U3Tangage q̇ = 1

Iyy
U4Laet ṙ = 1

Izz
(U5 + U6)Pout la relation entre la ommande et la vitesse :Translation XX U1 = −mk1(u− ud) +mg(θ − θd)Altitude U2 = −mk2(w − wd) −mgRoulis U3 = −Ixx(k3(p− pd) + k4(φ− φd))Tangage U4 = −Iyy(k5(q − qd) + k6(θ − θd))Laet U5 = −Izzk7(r − rd) et U6 = −Izzk8(ψ − ψd)Et pour les expressions des di�érentes aélérations, on aura :Translation XX u̇ = −k1(u− ud)Altitude ẇ = −k2(w − wd)Roulis ṗ = −k3(p− pd) − k4(φ− φd)Tangage q̇ = −k5(q − qd) − k6(θ − θd)Laet ṙ = −k7(r − rd) − k8(ψ − ψd)



5.5. Stratégie de Commande 129En intégrant les expressions de ommandes suivantes dans le modèle dynamique onretrouve le modèle omplet :
u̇ = −k1(u− ud) + g(θ − θd) − gsinθ − (qw − rv)

ẇ = −k2(w − wd) − g + gcosφcosθ − (pv − qu)

ṗ = −k3(p − pd) − k4(φ− φd) −
(Izz − Iyy)

Ixx
rq − q IRIxx

(ω1cosξ1 + ω2 + ω3cosξ3 + ω4)

q̇ = −k5(q − qd) − k6(θ − θd) −
(Ixx − Izz)

Iyy
rp− r IRIyy

(ω1sinξ1 + ω3sinξ3)

+p IRIyy
(ω1cosξ1 + ω2 + ω3cosξ3 + ω4)

ṙ = −k7(r − rd) − k8(ψ − ψd) −
(Iyy − Ixx)

Izz
qp+ q IRIzz

(ω1sinξ1 + ω3sinξ3) (5.32)On a pu ainsi, en utilisant ette stratégie de ommande, stabilisé le modèle eulerienen u, w, p, φ, q, θ, r et ψ.Un important point important dans notre étude est la résolution de l'équation U = AFà partir des ommandes établies.Des idées de stabilisation d'un quadritor par des ommandes plus robustes ("Baks-tepping") ont été développées par HAMEL [HMLO02℄ou par ALTUG [ALT03℄ ; maiseux-i se sont basés sur des modèles lagrangiennes. Dans e travail, on a utilisé unmodèle peu étudié en littérature (eulerien), l'avantage de e modèle 'est qu'il est plusréaliste et nous évite moins d'erreurs.5.5.3 Calul des AtionneursOn s'attahe dans ette partie à expliiter les ationneurs qui agissent sur le drone.Il s'agit des quatres fores fi développées par les hélies ainsi que les angles ξ1 et ξ3 qui



130 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSFdé�nissent l'orientation des rotors 1 et 3.Dans l'expression de ommande, il est lair que le le système est non linéaire. A�n dealuler la matrie olonne des ationneurs, on onstruit une matrie qui permet laonnetion entre les ationneurs et les ommandes. Cette matrie est alulée numéri-quement et elle est atualisée à haque pas de temps.La matrie est donnée par exemple à l'instant tn−1 ainsi :



U1

U2

U3

U4

U5

U6




=




0 0 0 0 −fn−1
1 −fn−1

3

−(1 − (sin2ξ1)
n−1)

1

2 −1 −(1 − (sin2ξ3)
n−1)

1

2 −1 0 0

−lb(1 − (sin2ξ1)
n−1)

1

2 0 lb(1 − (sin2ξ3)
n−1)

1

2 0 −KM
KT

fn−1

1

KM
KT

fn−1
3

0 lb 0 −lb UGf
n−1
1 UGf

n−1
3

0 0 0 0 −lbf
n−1
1 −lbf

n−1
3

−KM
KT

(1 − (sin2ξ1)
n−1)

1

2
KM
KT

−KM
KT

(1 − (sin2ξ3)
n−1)

1

2
KM
KT

0 0




︸ ︷︷ ︸
A




f1

f2

f3

f4

sinξ1

sinξ3


(5.33)Par onséquent, en inversant ette matrie à haque pas de temps on retrouve les a-tionneurs donnés par :

A−1U = F (5.34)l'algorithme préédent est programmé numériquement en Matlab en di�érenes �nis.A haque pas de temps [tn tn+1], et omme le pas de alul est assez petit on ré-atualise les fores et les angles de pivotement dans la matrie A qui sont dé�nis par :
fn−1
i = fni ; i = 1, 3 et sinξn−1

j = sinξnj ; j = 1, 3Le point fort de e travail est le développement d'un algorithme numérique 5.33, trèsrobuste, reliant les six ationneurs du drone aux ommandes obtenues. La robustesse deette méthode sera prouvée par quelques tests numériques dans le paragraphe suivant.5.6 Simulations NumériquesPour démontrer l'utilité de la proédure proposée préédemment, nous stabilisonsle système dans di�érentes on�gurations. Le système est plus réaliste. Notre préo-upation est de onnaître la fore maximale qui peut être produite par un rotor (e



5.6. Simulations Numériques 131qui signi�e impliitement la saturation des moteurs), et l'angle maximal de pivotementdes rotors orientés. Nous montrons i-dessous l'e�aité de l'algorithme au regard dedi�érents types de perturbations, introduites omme onditions initiales.Les gains hoisis sont identiques :
k1 = k2 = k3 = k4 = k5 = k6 = k7 = k8 = 10

5.6.1 Mouvement de Translation HorizontalDans la �gure 5.6 on onfère au drone une vitesse linéaire initiale u = 3m/s. Onremarque que la vitesse arrive à se stabiliser au voisinage de 0 au bout de 3 seondes.Dans les �gures 5.7 les fores des moteurs ne dépasse pas leurs valeurs maximales 7N.Les angles de pivotement, dans la �gure 5.8, sont égaux et arrivent à se stabiliser auvoisinage de 0 ; et ne dépassent pas leurs valeurs maximales de 0.35 rd e qui prouve larobustesse de la ommande.
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5.6.3 Mouvement de Roulis et de TangageOn introduit dans ette simulation, un mouvement ouplé entre le Roulis et le Tan-gage. Ces mouvements sont les plus ritiques à stabiliser. Par suite il est néessaire detester la robustesse des ommandes obtenues. Ces résultats seront présentés dans les�gures suivantes :
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5.7 ConlusionDans e hapitre, on a présenté dans une première partie le modèle dynamiquede l'XSF. Le modèle dynamique est exprimé en fontion des variables Euleriennes etprend en ompte les e�ets gyrosopiques et aérodynamiques des rotors. Une extensiondu modèle rigide pour un modèle �exible a été établie. Une stratégie de stabilisation estprésentée dans la deuxième partie. Partant du fait que la desription est Eulerienne etles paramètres inématiques et dynamiques sont exprimés dans le repère loal, on utilisela méthode des petites perturbations pour linéariser le modèle. La méthode développéefournit un outil de stabilisation e�ae, qui présente l'avantage de s'implanter aisémentdans un miro-ontr�leur embarqué. L'algorithme de stabilisation de l'XSF a été testédans di�érents as de mouvements perturbés et plus préisément dans le mouvementde roulis et de tangage. Les résultats obtenus sont satisfaisants et prouvent l'e�aitéde la démarhe.



138 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSF



Conlusion Générale
Cette étude se plae dans le domaine de la modélisation et ommande des véhiulesaériens autonomes sous-ationnés et �exibles.Dans un premier temps, on a présenté la modélisation des engins volants �exibles.Nous avons pour ela établi un modèle général basé sur une desription hybride la-grangienne - eulerienne d'un orps volant peu déformable. L'impératif d'optimisationdu rapport préision /portabilité a été respeté. La rihesse de la modélisation adoptéea notamment permis de faire intervenir le omportement d'un engin volant �exible demanière aisée ave un nombre de degrés de liberté restreint, tout en faisant apparaîtrele ouplage inertiel entre le mouvement d'ensemble et la déformation du orps. La mé-thodologie adoptée a ainsi permis d'obtenir des résultats satisfaisants ave un temps dealul réduit.Le modèle mis en plae a été appliqué, omme première validation, sur un dirigeable�exible. L'étude dynamique du dirigeable a mis à jour un problème peu onnu oner-nant la détermination des masses ajoutées d'un orps �exible en grands déplaementsdans l'espae. Grâe à un proédé original et moyennant ertaines hypothèses, nousavons résolu analytiquement e problème. Cei a permis d'intégrer les masses ajoutéesdans le modèle global sans risquer de l'alourdir, et autorise ainsi l'appliation de lois deommande et de stabilisation au modèle global du dirigeable �exible. L'approhe doitnéanmoins être testée sur des prototypes volants pour dé�nir les limites de validité denos hypothèses.Pour le ontr�le du dirigeable, on a proposé un algorithme de ommande qui sta-bilise loalement et asymptotiquement le dirigeable �exible et atténue ses vibrationsau voisinage d'un point ible, en utilisant le bakstepping. On a prouvé, par des testsnumériques l'impat de �exibilité struturelle sur le mouvement d'ensemble ainsi que la139



140 Modélisation et Commande d'un Drone Flexible XSFrobustesse de la ommande.Comme seonde validation du modèle dynamique, nous avons hoisi un engin volant�exible " plus lourd que l'air ", représenté par un drone quadrioptère à omposants�exibles, développé au laboratoire IBISC dans le adre d'un onours sur les miro-drones. Après l'introdution des spéi�ités aérodynamiques de l'engin dans le modèleglobal nous avons établi sa stabilisation autour d'un point ible en utilisant la méthodedes petites perturbations et un ontr�leur PID. Cet engin instable et très maniable paroneption doit suivre des ommandes robustes. Malgré les fortes nonlinéarités du mo-dèle, on a pu extraire les ationneurs du drone à travers les ommandes obtenues. Lesrésultats numériques sont satisfaisant et nous initent à faire des tests pratiques en volde et engin a�n de valider les lois de ommande appliquées ou d'en proposer d'autresqui soient plus robustes.Il est lair que e travail ouvre plus de problèmes qu'il n'en résout. Nombreux pointsdevraient être approfondis dans le domaine de la modélisation et ommandes des enginsvolants �exibles a�n que eux-i soient mieux guidés et qu'ils aomplissent au mieux lestâhes qui leur inombent. Si la reherhe sur la modélisation des drones-avions �exiblesest bien lanée, il n'est pas de même pour d'autres types d'engins volants appelés à sedévelopper de manière intensive au ours des prohaines années. Nous avons entrouvertune porte à travers e modeste travail. D'autres études sur es UAV ne manqueront pasde suivre e hemin.



Annexe A
Dans ette Annexe nous présentons le alul des termes du développement du mo-dèle Eulerien du Chapitre 2.Tout d'abord revenons à l'équation 2.50 du hapitre 2 on aura :

J2QJ
T
2Q = 4




−q1 q0 q3 −q2

−q2 −q3 q0 q1

−q3 q2 −q1 q0







−q1 −q2 −q3

q0 −q3 −q2

q3 q0 −q1

−q2 q1 q0




=




3∑

k=0

q2k = 1
−q1q2 − q0q3 + q0q3 + q1q2 −q1q3 + q0q2 + q1q3 − q0q2

−q1q2 − q0q3 + q0q3 + q1q2 3∑

k=0

q2k = 1
q2q3 − q2q3 + q0q1 − q0q1

−q1q3 + q0q2 + q1q3 − q0q2 q2q3 − q2q3 + q0q1 − q0q1 3∑

k=0

q2k = 1




= 4I3 (A.1)
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142Pour le alul de l'équation 2.53 du Chapitre 2 on aura :
2J2QJ̇

T
2Q = 4




−q1 q0 q3 −q2

−q2 −q3 q0 q1

−q3 q2 −q1 q0







−q̇1 −q̇2 −q̇3

q̇0 −q̇3 q̇2

q̇3 q̇0 −q̇1

q̇2 q̇1 q̇0




=



2
3∑

k=0

qkq̇k = 0
−q3q̇0 + q2q̇1 + q̇2q1 + q̇3q0︸ ︷︷ ︸

ν3

q2q̇0 − q3q̇1 − q0q̇2 + q1q̇3︸ ︷︷ ︸
−ν2

−(−q3q̇0 + q2q̇1 + q̇2q1 + q̇3q0)︸ ︷︷ ︸
ν3

2

3∑

k=0

qkq̇k = 0
−q1q̇0 + q0q̇2 − q3q̇2 + q2q̇3︸ ︷︷ ︸

ν1

−(q2q̇0 − q3q̇1 − q0q̇2 + q1q̇3︸ ︷︷ ︸
ν2

) −(−q1q̇0 + q0q̇2 − q3q̇2 + q2q̇3︸ ︷︷ ︸
ν1

)
2

3∑

k=0

qkq̇k = 0




= 4ν̃2 (A.2)Pour le alul de l'équation 2.73 et 2.38 du Chapitre 2 on aura :
J̇2Qq̇ = 2




−q̇1 q̇0 q̇3 −q̇2

−q̇2 −q̇3 q̇0 q̇1

−q̇3 q̇2 −q̇1 q̇0







q̇0

q̇1

q̇2

q̇3




=



−q̇1q̇0 + q̇1q̇0 − q̇3q̇2 + q̇2q̇3 = 0

−q̇2q̇0 + q̇0q̇2 − q̇3q̇1 + q̇1q̇3 = 0

−q̇3q̇0 + q̇0q̇3 − q̇2q̇1 + q̇2q̇1 = 0




(A.3)
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J̇2Qq = 2




−q̇1 q̇0 q̇3 −q̇2

−q̇2 −q̇3 q̇0 q̇1

−q̇3 q̇2 −q̇1 q̇0







q0

q1

q2

q3




=



−q̇1q0 + q1q̇0 − q̇3q2 + q2q̇3

−q̇2q0 + q̇3q1 + q̇0q2 − q̇1q3

−q̇3q0 − q̇0q1 − q̇1q2 + q̇0q3




=

− J2Qq̇ = −2




q̇1q0 − q1q̇0 − q̇3q2 + q̇2q3

q̇2q0 − q̇3q1 − q̇0q2 + q̇1q3

q̇3q0 + q̇0q1 + q̇1q2 − q̇0q3




(A.4)

Pour le alul de ette équation du Chapitre 2 on aura :
J1Q = G1G

T
2 =




−q1 q0 −q3 q2

−q2 q3 q0 −q1

−q3 −q2 q1 q0



JT2Q (A.5)Par suite :

J̇1Q = Ġ1G
T
2 +G1Ġ

T
2 or par un simple alul on aura Ġ1G

T
2 = G1Ġ

T
2 don :

J̇1Q = 2G1Ġ
T
2 (A.6)

Par onséquent :
J̇1Quo = 2J1QJ

T
1QG1Ġ

T
2 uo = 2J1QG2(G

T
1 G1)Ġ

T
2 uoOn alule le terme



144
GT1 G1 =




−q1 −q2 −q3

q0 q3 −q2

−q2 q0 q1

q2 −q1 q0







−q1 q0 −q3 q2

−q2 q3 q0 −q1

−q3 −q2 q1 q0




=q
2
1 + q22 + q23

−q1q0 −q0q2 −q0q3

−q1q0 q20 + q22 + q23
−q1q2 −q1q3

−q2q0 −q2q1 q20 + q21 + q23
−q3q2

−q3q0 −q3q1 −q3q2 q20 + q21 + q22




= (I4 − qqT )

par suite on aura :
2J1QG2(G

T
1 G1)Ġ

T
2 uo = 2J1QG2(I4 − qqT )ĠT2 uo et omme :

G2q = 0 par suite on retrouve l'expression : J̇1Quo = 2J1QG2Ġ
T
2 uo et on sait que :s'une part :

G2 = 1
2J2Q don G2Ġ

T
2 = 1

4J2QJ̇
T
2Q = ν̃2 d'où :

J̇1Quo = J1Qν̃2uo = J1Q(ν2 ∧ uo) = −J1Q(uo ∧ ν2).
Remarque2.4Se basant sur le fait que ette analyse est destinée aux engins volants soumis à depetites déformations , don on va garder les mêmes hypothèses que pour le as rigide,par onséquent les termes inertiels exprimés dans le repère mobile sont invariants.
Notationson note IRR dé�nie par mRR = (J2Q)T IRRJ2Q : la matrie d'inertie de rotation duorps �exible :'(a)'
IRD dé�ni par mRD = (J2)

T IRD terme de ouplage inertiel rotation-déformation :'(b)'
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ITD dé�ni par mTD = J1QITD terme de ouplage inertiel rotation-déformation :'()'Comme on l'a signalé au début on va supposer que ITD, IRD et IRR sont onstantespar rapport au temps vu les petites déformations.Évaluons tout d'abord les omposantes de Qv :
⋄ pour la première omposante on a :

QvT = − ˙mTDẎd + [
∂

∂η1
(
1

2
η̇
T
Mη̇)]T

︸ ︷︷ ︸
0

= − ˙mTDẎd (A.7)
Il est lair que ∂

∂η1
[(1

2 η̇
T
Mη̇)]T ne dépend pas de η1.on a : ˙mTD = q̇J1QS ave S =

∫
V
ρSdV où J1Q est la dérivée partielle de J1Q parrapport à q d'où :

QvT = −η̇2J1Qη2S (A.8)
⋄ pour le deuxième terme Qvq on a

Qvq = − ˙mRRq̇ − ˙mRDẎd + [
∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇)]T (A.9)tout d'abord :

− ˙mRRq̇ = −
˙︷ ︸︸ ︷

(J2Q)T IRRJ2Q q̇ (A.10)ave IRR la matrie d'inertie en rotation exprimée dans le repère mobile Rm.



146on aura :
˙︷ ︸︸ ︷

(J2Q)T IRRJ2Q q̇ = ( ˙J2Q)T IRRν2 (A.11)
puis pour le terme − ˙mRDẎd , en utilisant (b) et la Remarque 2.4 on aura :

− ˙mRDẎd = −( ˙J2Q)T IRDẎd (A.12)
pour le terme :

∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇) =

1

2

∂

∂q
(q̇TmRRq̇) (A.13)

en utilisant l'expression (a)on aura :
∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇) =

1

2

∂

∂q
(q̇T (J2Q(q))T IRRJ2Q(q)q̇)(A.14)

Par suite on retrouve :
∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇) =

1

2

∂

∂q
(ηT2 ( ˙J2Q)T IRR ˙J2Qq) (A.15)d'où :
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∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇) = qT ( ˙J2Q)T IRR ˙J2Q (A.16)

ou enore :
∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇) = −νT2 IRRJ̇2Q(q) (A.17)d'où :

[
∂

∂q
(
1

2
η̇
T
Mη̇)]T = −( ˙J2Q)T IRRν2 (A.18)

par onséquent :
Qvq = −2( ˙J2Q)T IRRν2 − (J̇2Q)T IRDẎd (A.19)

⋄ pour la troisième omposante on a :
Qvd = − ˙mTD

T Ṫ + ˙mRD
T q̇ + [

∂

∂Yd
(
1

2
η̇TMη̇)]T

︸ ︷︷ ︸
0

(A.20)
d'après la remarque 2.4 , par onséquent en utilisant les relations (a) et (b) on aura :

Qvd = − ˙mTD
T Ṫ + ˙mRD

T q̇ = −(J̇2QITD)T η̇1 + ITRDJ̇2Qq̇ (A.21)
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J2Q(J2Q)T IRRJ2Qη̈2 = J2Qτ2

− 2J2Q(J̇2Q)T IRRν2

− J2Q(J̇2Q)T (q)IRDẎd

− J2Q(J2Q)T IRDŸd

(A.22)
et d'après A.2 et A.1 on sait que :

J2Q(J2Q)T = 4Id

2J2Q(J̇2Q)T = 4ν̃2d'où on retrouve :
4IRRJ2Qν̇2 = J2Qτ2 − 4ν̃2IRRν2 − 4ν̃2IRDŸd − 4IRDŸd (A.23)

ou enore :
IRRJ2Qq̈ =

1

4
J2Qτ2 − ν2 ∧ (IRRν2) − ν2 ∧ (IRDẎd) − IRDŸd (A.24)



Annexe B
Dans ette Annexe on présente le alul des di�érents termes du Chapitre 3. On al'expression du potentiel rigide est donné par :

φ = φrig = uφ1 + vφ2 +wφ3 + pχ1 + qχ2 + rχ3 (B.1)
et l'énergie inétique est :

2Ea = Au2 +Bv2 + Cw2 + Pp2

+Qq2 +Rr2 + 2A′vw + 2B′wu+ 2C ′uv

+2P ′qr + 2Q′rp+ 2R′pq + 2p(Fu+Gv +Hw)

+2q(F ′u+G′v +H ′w) + 2r(F”u+G”v +H”w)

(B.2)
en remplaçant ette expression dans l'énergie inétique on aura :149
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−ρ
∫ ∫

s
φ
δφ

δn
ds

=

−ρ
∫ ∫

s
(uφ1 + vφ2 + wφ3 + pχ1 + qχ2 + rχ3)

δ(uφ1 + vφ2 + wφ3 + pχ1 + qχ2 + rχ3)

δn
ds

=

−ρ
∫ ∫

s
φ1
∂φ1

∂n
u2ds− ρ

∫ ∫

s

φ2
∂φ2

∂n
v2ds− ρ

∫ ∫

s

φ3
∂φ3

∂n
w2ds− ρ

∫ ∫

s

χ1
∂χ1

∂n
p2ds

−ρ
∫ ∫

s
χ2
∂χ2

∂n
q2ds − ρ

∫ ∫

s

χ3
∂χ3

∂n
r2ds− 2(

1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ2
∂φ3

∂n
+ φ3

∂φ2

∂n
))vwds+

2(−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ1
∂φ3

∂n
+ φ3

∂φ1

∂n
))wuds + 2(−

1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ1
∂φ2

∂n
+ φ1

∂φ2

∂n
))uvds

+2(−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(χ2
∂χ3

∂n
+ χ3

∂χ2

∂n
))qrds + 2(−

1

2
ρ

∫ ∫

s

(χ1
∂χ3

∂n
+ χ3

∂χ1

∂n
))rpds

+2(−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(χ1
∂χ2

∂n
+ χ1

∂χ2

∂n
))pqds + 2p((−

1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ1
∂χ1

∂n
+ χ1

∂φ1

∂n
))uds

+(−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ2
∂χ1

∂n
+ χ1

∂φ2

∂n
))vds + (−

1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ3
∂χ1

∂n
+ χ1

∂φ3

∂n
))w)ds+

2q((−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ1
∂χ2

∂n
+ χ2

∂φ1

∂n
))uds+

(−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ2
∂χ2

∂n
+ χ2

∂φ2

∂n
))vds + (−

1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ3
∂χ2

∂n
+ χ2

∂φ3

∂n
))w)ds

+2r((−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ1
∂χ3

∂n
+ χ3

∂φ1

∂n
))uds

+(−
1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ2
∂χ3

∂n
+ χ3

∂φ2

∂n
))vds + (−

1

2
ρ

∫ ∫

s

(φ3
∂χ3

∂n
+ χ3

∂φ3

∂n
))w)ds (B.3)



151en identi�ant l'expression de l'énergie inétique B.2 on retrouve les termes de la matriede masse ajoutée.
Pour le alul du oe�ient de fourier on a :

βj =
1

H

∫ H

2

−

H

2

sin(Kpx)sin(
2πjx

H
)dx (B.4)

Si j = p alors 1

H

∫ H

2

−

H

2

sin(Kpx)sin(
2πjx

H
)dt =

H

2et 0 sinon.Par suite βj =
1

2
.

On présente dans ette partie le alul du premier terme de la masse ajoutée du aupremier mode de déformation Yd1 :
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D1 = −ρair

∫ ∫
s
φs1

∂φs1
∂n

dS

= −ρair
∫ ∫

s
(
Hsin(K1x)cosθK1(K1r)

6π
dK1(K1R)

dr

)

∂(
Hsin(K1x)cosθK1(K1r)

6π
dK1(K1R)

dr

)

∂r

= −ρair
∫ ∫

s

H2sin2(K1x)cos
2θK1(K1r)K1

36π2(
dK1(K1R)

dr
)2

dK1(K1R)

dr

= −ρair
H2K1(K1R)K1

36π2(
dK1(K1R)

dr
)

∫ 0

2π

∫ H

2

−

H

2

sin2(K1x)cos
2θdxdθ

= −ρair
H2K1(K1R)K1

36π2(
dK1(K1R)

dr
)

∫ H

2

−

H

2

∫ 0

2π
(
1 − cos(2K1x)

2
)(

1 + cos(2θ)

2
)dxdθ

= −ρair
H2K1(K1R)K1

36π2(
dK1(K1R)

dr
)

2πH

= −ρair
H3K1(K1R)K1

18π(
dK1(K1R)

dr
)

(B.5)

On présente le alul du deuxième terme de la masse ajoutée du au deuxième mode dedéformation Yd2 :
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D2 = −ρair

∫ ∫
s
φs2

∂φs2
∂n

dS

= −ρair
∫ ∫

s
(
Hsin(K2x)cosθK1(K2r)

10π
dK1(K2R)

dr

)

∂(
Hsin(K2x)cosθK1(K2r)

10π
dK1(K2R)

dr

)

∂r

= −ρair
∫ ∫

s

H2sin2(K2x)cos
2θK1(K1r)K2

100π2(
dK1(K2R)

dr
)2

dK1(K2R)

dr

= −ρair
H2K1(K2R)K1

100π2(
dK1(K2R)

dr
)

∫ 0

2π

∫ H

2

−

H

2

sin2(K2x)cos
2θdxdθ

= −ρair
H2K1(K2R)K1

100π2(
dK1(K2R)

dr
)

∫ H

2

−

H

2

∫ 0

2π
(
1 − cos(2K2x)

2
)(

1 + cos(2θ)

2
)dxdθ

= −ρair
H2K1(K1R)K2

100π2(
dK1(K2R)

dr
)

2πH

= −ρair
H3K1(K1R)K2

50π(
dK1(K2R)

dr
)

(B.6)
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