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Introduction

L’évolution des ordinateurs est tres rapide, il est désormais possible d’utiliser un ordinateur portable
pour effectuer des calculs complexes (mécanique des fluides, thermique, électromagnétisme, ...). Les
utilisateurs des codes de calcul désirent utiliser des modeles de plus en plus précis. La prise en compte
de géométries 3D complexes et de non-linéarités sur les propriétés physiques des matériaux est de plus en
plus classique. Les méthodes graphiques (Binder-Schmidt ...) sont désormais classées dans la catégorie
des méthodes historiques. De nouvelles thématiques voient actuellement le jour : analyse de sensibilité,
comportement a long terme, ... Ainsi la course entre 1'offre et la demande n’est pas préte de s’arréter,
la rapide progression des moyens informatiques n’est pas suffisante : la demande devance 1'offre.

Un domaine ou le temps de calcul prend une importance capitale est celui du controle commande :
si le traitement des mesures effectuées sur un processus est suffisamment rapide, alors il est possible
dans certains cas de controler le processus. En contréle commande, les modeles sont forcément petits
et s’adaptent mal a la demande d’une prise en compte de phénomenes de plus en plus complexes.
La recherche de modeles dits réduits, qui malgré un faible nombre de parametres sont capables d’étre
sensibles a ces phénomenes complexes, reste d’actualité. De nombreuses approches existent, I'une d’elles,
I’approche modale qui permet une prise en compte de la réalité géométrique, se montre particulierement
efficace. Cette approche est basée sur 'utilisation judicieuse d’un nombre réduit de champs particuliers
de température dans I’essemble du domaine étudié, ces champs sont appelés modes. Selon la technique
utilisé le modele modal peut étre calculé ou identifié a partir de mesures ou de simulations.

Ce travail de these utilise la méthode modale développée au Laboratoire de Mécanique et d’Energéti-
que d’Evry (LMEE) qui utilise un modele de connaissance détaillé pour le calcul des modes.

Les méthodes modales sont globalement performantes, toutefois il existe certaines limites & ces
méthodes. Une des limitations est située au niveau de la détermination des modes, qui nécessite d’effec-
tuer des calculs sur I'intégralité du domaine. Si 'ordre du modele initial est grand, alors les besoins en
mémoire RAM sont rapidement importants, ce qui limite la portée de la méthode. Une des solutions,
étudiée dans cette these, consiste a découper le domaine physique en plusieurs sous-domaines de calcul.
Une base modale est ensuite déterminée pour chaque sous-domaine, ces bases sont couplées lors du calcul
global.

Ce manuscrit présente une méthode de couplage pour les modeles modaux étudiés au LMEE. Pour
cela il est organisé de la maniere suivante :

e Le chapitre 1 donne les éléments nécessaires sur la modélisation et sur les tech-
niques de réduction.

e Le chapitre 2 présente la méthode modale de branche développée au LMEE, dans
le cas ou il y a un seul domaine.

e Le chapitre 3 donne les éléments théoriques sur la méthode de couplage envisagée.

e Les chapitres 4 et 5 sont destinés a présenter deux applications numériques de
la méthode, respectivement en bidimensionnel et en tridimensionnel. De plus la
méthode est présentée pour deux conditions particulieres au niveau des frontieres
de couplage : avec une résistance de contact en bidimensionnel et sans résistance
de contact en tridimensionnel.

Les détails mathématiques sont présentés en annexe ceci pour des raisons évidentes de concision.
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Chapitre 1

Etat de I'art

« Donnez-moi cent parametres et je vous
ferai un éléphant. Donnez m’en un cent
unieme et je lui ferai remuer la queue »

Jacques Hadamard

Contenu du chapitre

I. Modeles : tentative de définition, propriétés, limites et principaux types . . . . . . . 16
II.  Notion de réprésentation d’état . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 20
III. Quelques modeéles utilisés en thermique . . . . . . . . ... . ... ... ....... 21
IV. Couplages de modeles réduits . . . . . . . .. . ..o 22

Ce travail de these porte essentiellement sur ’obtention d’'un modele par représentation d’état d’un
systeme thermique. Les modeles d’état considérés sont des modeles obtenus a partir de modes, les états
sont alors les coefficients d’excitation de ces modes. Ces états ne sont donc pas des états thermody-
namiques (température, pression), mais des états au sens de lautomatique. C’est ainsi & partir d’un
modele d’état que l'on effectue une réduction, c’est-a-dire une diminution du nombre de parameétres le
définissant. Les modeles d’états qui sont étudiés dans cette thése sont dits réduits ou d’ordre réduit.
Bien que ces thématiques soient courantes dans certains domaines (mécanique, automatique, ...), elles
sont relativement méconnues en thermique.

Ce chapitre a ainsi pour objectif d’éclaircir ces différents points. Il commencera par présenter de
maniere générale la notion de modele, avec une application sur un cas de la vie courante. On définira
alors la notion de modele réduit, puis celle de la représentation d’état. La représentation d’état est une
notion tres générale, qui peut étre appliquée au cas particulier de I’analyse modale. Les modes sont des
champs particuliers de I'espace, ’ensemble des modes forment une base qui est capable de décomposer
certains champs thermiques'. Les modes sont temporellement invariants, ce sont les coefficients de la
décomposition linéaire du champ de température dans l’espace modal (les états), qui évoluent au cours
du temps.

Enfin ce chapitre se termine par un rapide tour d’horizon des modeles utilisés en thermique. Il précise
notamment les différentes approches modales existantes (modeles identifiés ou modeles construits). En-
fin, en fonction des différents modeles utilisés il passe en revue les différents travaux qui abordent la
notion de couplage entre domaines.

Il est a noter que la formulation mathématique de ’analyse modale pour un probleme thermique
n’est pas abordée ici, mais fait ’objet d’'un chapitre ultérieur.

10n verra en annexe E que tous les champs thermiques peuvent étre décomposés par une base de branche



CHAPITRE 1. ETAT DE I’ART

I. Modeles : tentative de définition, propriétés, limites et prin-
cipaux types

Nous allons débuter en définissant, ou au moins en tentant de le faire, la notion de modele. Une fois
que cela aura été fait, nous détaillerons les propriétés d’un modele, puis nous donnerons des éléments
sur les limites des modeles. Pour finir, concernant cette introduction, nous expliciterons les principaux
types de modeles existants.

I.1. Notion de modele

La définition d’'un modele n’est pas absolue, elle dépend du domaine (mathématiques, physique,
sciences de l'ingénieur,...), des personnes, mais aussi de I'objectif recherché.

Le « Larousse » définit le modele par : Structure formalisée utilisée pour rendre compte d’un ensemble
de phénomeénes qui possédent entre eux certaines relations. Le méme dictionnaire définit la structure
formalisée par : structure exprimée sous la forme d’un langage abstrait composé de symboles et de regles
permettant de manipuler ces symboles.

Minsky dans [33] définit le modele par : Pour un observateur 0, un objet M est un modéle d’un objet
A dans la mesure ou O peut utiliser M pour répondre auz questions qui l'intéressent au sujet de A.

Naslin dans la préface de [44] définit le modele par : D’une maniére générale, un modéle d’un
phénomeéne ou d’un processus est essentiellement un mode de représentation tel qu’il permette, d’une
part de rendre compte de toutes les obervations faites et, d’autre part, de prévoir le comportement du
systeme considéré dans des conditions plus variées que celles qui ont donné naissance auz observations.
Ainsi,le modéle généralise la validité des résultats expérimentauz et permet d’agir sur le processus dans
un sens désiré. Les actions exercées fournissent de nouvelles observations, de sorte que la séquence
observation-modélisation constitue en fait une boucle fermée qui assure l’amélioration progressive du
modeéle.

Walliser dans [50] définit le modele par : Le modéle permet de comprendre un systéme compleze,
difficile a connaitre, en effectuant une simplification, une réduction, une sélection de certains aspects.

Bachelard dans [2] définit le modele par : Un modéle est un objet réputé facile & connaitre que l'on
met en relation avec un objet difficile a connaitre.

On trouve, dans la theése de Flament [18], la définition suivante de la modélisation : Le but de toute
modélisation est d’obtenir une image ou une représentation d’un phénomene réel.

Au vu des différentes définitions (on pourrait en donner bien d’autres), il apparait que la notion
de modele est tres large et assez floue, ce qui est parfaitement normal étant donné I'importance et la
variabilité des modeles.

1.2. Quelques propriétés d’un modele
I1.2.1. Le modele : une représentation imparfaite de la réalité

L’exemple choisi est la photographie présentée en figurel.l. Cette photographie est issue de la page
internet suivante : « http ://www.meteo-paris.com/ile-de-france/climat.html ».

Elle donne une représentation d’une réalité et a ce titre peut donc étre qualifiée de modele. Du premier
coup d’ceil, on reconnait une vue d’une ville. Le décor, le style Hausmannien des immeubles laisse penser
qu’il s’agit de Paris. Les différents types de véhicules nous permettent de situer approximativement
Iépoque (début du XXeme siecle). Enfin Pexistence de parapluies nous montre qu’il pleut.... Ainsi ce
modele nous apporte un certain nombre d’informations plus ou moins précises de ce qu’est la réalité.
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CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

FiG. 1.1 — Paris sous la pluie

Par contre 'image est en noir et blanc, bidimensionnelle, immobile et inodore, ce qui limite la
perception de la réalité décrite. Ce modele peut méme fausser notre perception : pleut-il vraiment?
Comme nous le montre cet exemple, il existe un écart (ou biais) entre modele et réalité modélisée. On
parle aussi de dégradation de 'information, qui est une conséquence de la nécessaire simplification liée
au processus de représentation.

La réalité représentée par cette photographie définie par le titre « Paris sous la pluie » pourrait faire
Iobjet de bien d’autres modeles : une description orale, un simple croquis, ou encore un enregistrement
audio au coin d’un carrefour parisien sont également des modeles de la méme réalité. De fagon plus
compleéte, un film, qui correspond & une superposition de différents modeles (défilement de photographies
synchronisé & un enregistrement audio) en est un autre, plus précis. Ainsi pour une seule réalité il existe
de nombreux modeles qui donneront chacun une vision différente et plus ou moins imparfaite.

Tous ces modeles peuvent étre plus ou moins proches dans leur nature (physique ou abstraite) de
la réalité modélisée : un prototype servant de modele pour une réalisation en série sera tres proche des
nombreux objets ainsi fabriqués. A l'inverse un modele visant a prédire la consommation énergétique
d’un batiment ne sera ni un batiment, ni une énergie consommeée...

Une caractéristique d’un modele est dite compatible si elle est également caractéristique de la réalité
modélisée : une maquette a 1’échelle 1 :1 donnera en premiere approximation les dimensions exactes,
pour celles qui sont représentées, de ’'objet modélisé.

Une caractéristique du modele est qualifiée de formelle si elle n’est pas une caractéristique de la
réalité : le caractere bidimensionel de la photographie 1.1 est une caractéristique formelle puisque la
réalité est tridimensionnelle.

Enfin une caractéristique de la réalité est dite réelle si elle n’est pas une caractéristique du modele :
on peut ainsi reprendre I'exemple de la réalité tridimensionnelle, caractéristique qui disparait avec le
modele de la photographie.

1.2.2. Nécessité de la définition de limite du modeéle et notion de modele adapté

La focale de I’appareil utilisé pour la photographie 1.1 a limité le champ d’enregistrement a un seul
carrefour de la ville de Paris. Peut-on réellement utiliser ce modele pour décrire ’ensemble de la cité
comme le titre semble nous l'indiquer ? Ne faudrait-il pas plutot en limiter son utilisation a certains types
de quartiers, communément qualifiés de grands boulevards 7 Cet exemple montre bien qu'un modele reste
limité a une petite partie finie de la réalité, et que plus ce domaine est étendu, plus le biais peut étre
important, ou alors le modele doit étre complexe. En sciences de 'ingénieur, les transferts thermiques
par conduction sont modélisables par la loi de Fourier, & savoir ¢ = —kgradl. Cette loi n’est qu'un
modele imparfait puisqu’elle sous-entend que la vitesse de la propagation de la chaleur est infinie. Elle
reste néanmoins utilisable dans de nombreux cas, excepté pour des situations de nano-thermique ou le
biais devient alors trop important pour que les résultats soient utilisables. Il importe ainsi de bien définir
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CHAPITRE 1. ETAT DE I’ART

les limites de chaque modele, en dega desquelles son utilisation reste acceptable.

D’apres de qui vient d’étre dit, pour une méme réalité, il peut exister de nombreux modeles, plus
ou moins complexes, et caractérisés par un biais plus ou moins grand. Il importe ainsi de choisir de
facon judicieuse le modele a utiliser, selon 'objectif visé : on parle ainsi de modele adapté. Ainsi pour
dimensionner une poutre en béton armé, un ingénieur en batiment préfere utiliser les modeles simples
de la mécanique des structures (qui est aussi appelée résistance des matériaux), plutdt que d’utiliser
I’ensemble des lois plus completes de la mécanique des milieux continus associés a une discrétisation
numérique de type éléments finis.

Un ingénieur utilisant un modele adapté admet implicitement une dégradation plus ou moins impor-
tante de sa connaissance de la réalité représentée, mais qui n’aura pas d’impact sur 'objectif visé. Il est
classique en thermique du batiment, lors d’une approche globale, de ne considérer qu’une température
dans l'air de chaque piece. La température étant une information statistique sur ’état de 'agitation
moléculaire, qui considére que 1’équilibre thermodynamique local est atteint. L’ingénieur a ainsi modélisé
la réalité physique de I’agigation moléculaire par ce que ’on appelle la température, qui est définie loca-
lement. Comme cela n’était pas suffisant, il a encore tronqué, pour I’approche globale du batiment, sa
connaissance de la température en ne considérant qu’une température moyenne par piece. Il considéra
alors cette température moyenne comme étant suffisamment représentative de ce qu’il recherche.

Tout I'art de la modélisation consistera a construire un modele qui permettra d’obtenir un écart
acceptable entre réalité modélisée et résultat du modele. Une contrainte supplémentaire relative aux
moyens & mettre en ceuvre est généralement imposée par rapport aux objectifs visés : temps humain,
temps CPU des ordinateurs, colt et délai des essais sur maquette... On comprend ainsi pourquoi la
modélisation occupe une telle place en science.

1.3. Les différents types de modeles en sciences de I’ingénieur

Limitons notre propos aux sciences de 'ingénieur. Nous avons alors 5 grandes classes :

e modeles physiques

e modeles analogiques

e modeles heuristiques

e modeles de connaissance

e modeles de représentation

Le modele le plus évident est le modele physique de type maquette. Il s’agit d’'un objet physique
semblable en grande partie a 'objet a modéliser, dont la taille varie. En général, les échelles sont réduites
comme par exemple les maquettes ferroviaires ou d’avion pour les études en soufflerie. Les souffleries
automobiles utilisent au contraire le plus souvent des maquettes de taille réelle, qui sont en général
des prototypes. L’étude de la cavitation dans les roulements & billes se fait presque toujours dans des
maquettes plus grandes que la réalité.

Les modeles analogiques utilisent une analogie souvent d’équation pour permettre de construire un
modele d’un phénomene. Il est possible d’utiliser du papier conducteur d’électricité, connu sous le nom
commercial « Teledeltos », pour modeliser des transferts de chaleur par conduction, ou des transferts
d’eau dans un sol. Avant le développement actuel de 'ordinateur et du calcul numérique, cette méthode
était classiquement utilisée en enseignement et dans les bureaux d’études.

Les modeéles heuristiques sont des modeles basés sur la seule observation du phénomene a modéliser.
Dans un modele heuristique, on suppose ne rien connaitre sur les causes de ce que l'on observe. La
démarche heuristique est adoptée par I’extraction de connaissance connue sous son nom anglais « data-
mining ». La démarche du data-mining consiste a récupérer un grand nombre d’informations et a tester
au hasard un ensemble assez grand de modeles avec pour objectif d’en trouver un qui représentera
correctement les données. Il est aussi éventuellement possible de travailler par interpolation entre les
différentes données disponibles. Kepler a établi les lois qui portent son nom en appliquant la démarche
heuristique aux données recueillies par Tycho Brahe. Les lois de Kepler ont étés établies sur la période
1609-1618 bien avant le principe fondamental de la dynamique de Newton établi en 1687.
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A T'opposé des modeles heuristiques, on trouve les modeles de connaissance. Un modele de connais-
sance est basé sur la supposition que l'on est capable de modeliser I’ensemble de la physique du
phénomene. L’ingénieur construit ses modeles de connaissance a partir des équations de la physique.
Par exemple, un probleme de conduction de la chaleur fondé sur I’équation de la chaleur et traité selon
la méthode des éléments finis est un modele de connaissance.

Les modeles de représentation appelés aussi modeles de comportement ou modeles identifiés sont
des intermédiaires entre les modeles heuristiques et les modeles de connaissance. Dans un modele de
représentation, on suppose par connaissance la forme du modele, on expérimente (physiquement ou
numériquement) pour déterminer des données, et on cale le modele de maniére & représenter au mieux
les données. Ainsi, contrairement au modele de connaissance, nous avons besoin d’une information sur
le comportement du systeme physique. Et comparativement au modele heuristique, nous ne testons pas
au hasard, mais émettons une hypothese sur la forme du résultat escompté. Un exemple classique est
la loi de Newton, ® = h(T)AT, on suppose que le flux perdu par convection est proportionnel & la
différence de température, le modele de connaissance sous-jacent est figé, puis on identifie la loi donnant
le coefficient de convection h en fonction de la température.

I.4. Notion de réduction de modéle

L’expression « réduction de modele » peut étre considérée comme superflue, puisque qu'un modele
est précisément une représentation réduite et imparfaite de la réalité. Cependant on a également vu
qu’il peut exister de nombreux modeles pour une méme réalité, certains étant plus complexes et lourds
a utiliser que d’autres. Dans un objectif d’utilisation d’un modele adapté, on comprend l'intérét que
peut apporter la démarche qui vise a diminuer de fagon importante le nombre de parametres définissant
le modele, tout en maintenant acceptable I’écart entre ce modele et la réalité. C’est ce que recouvre le
terme « modele réduit ».

En sciences de I'ingénieur, différents types de réductions existent : lors d’'une démarche expérimentale,
il va s’agir de diminuer les points de mesure. Dans le cas d’une simulation numérique, on cherche alors
& diminuer le cotit (mémoire RAM et/ou temps CPU) du calcul.

Dans ce domaine de la simulation numérique qui correspond au présent travail de these, la notion de
réduction de modele est formalisée par 'ordre du modele : on parle alors de modele d’ordre réduit. De
méme les anglo-saxons utilisent ’abréviation ROM pour « Reduced Order Model ».

La notion d’ordre ou de dimension est une notion qui s’est particulierement développée avec la
croissance de 'outil informatique. En effet les ordinateurs bien que doués d’une puissance de calcul tres
élevée, ne sont pas capables de rendre compte compte d’une réalité continue. La mémoire des ordinateurs
est discrete et se chiffre en multiples d’octets : kilo-octets, méga-octets, giga-octets, téra-octets. Cette
mémoire va permettre de quantifier un probléme physique par 'intermédiaire d’'un nombre entier N de
variables. L’ordre d’un modele a IV variables sera égal a N. Jusqu’ici, tout est simple, cette notion d’ordre
est classiquement introduite en différences finies ou en éléments finis. Dans chacune de ces méthodes,
on utilise une discrétisation du probleme qui comporte Ny points oit 'on définit Ng,; degrés de liberté
(Degree Of Freedom en anglais). En conduction thermique dans un solide immobile, le nombre de degrés
de liberté par nceud est égal & 1, il n’y a que la température. En mécanique des fluides isotherme et
incompressible, ce nombre monte a 4 : 1 degré pour la pression, 3 pour la vitesse (suivant les 3 axes).
L’ordre N d’un tel modele est égal au produit Np¢s * Ngof.

Les approches différences finies ou éléments finis font donc apparaitre une notion d’ordre, cette notion
est limitante pour deux raisons. La premiere raison étant le cotiit mémoire, ce cotit est proportionnel a
Pordre N choisi et est proportionnel & la précision arithmétique requise (int, float, double, ...). L’ordre
qui peut étre simulé sur un ordinateur est limité par la quantité de mémoire présente sur cet ordinateur.
La seconde raison est le temps de calcul : si la résolution de probleme statique est relativement rapide
méme pour un ordre du modele élevé, la résolution de probléemes dynamique peut rendre nécessaire la
recherche de 10° (ou plus) pas de temps sur I’horizon temporel désiré.

L’ingénieur (de méme pour le chercheur) désire utiliser des modeles de plus en plus précis et passer
de moins en moins de temps a attendre les résultats d’une simulation. C’est dans ce cadre qu’intervient
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la réduction de modele.

II. Notion de réprésentation d’état

La représentation d’état est tres courante en sciences de l'ingénieur, il est cependant classique de ne
pas savoir que 'on utilise une représentation d’état. L’équation de la chaleur? sous forme matricielle
(voir équation G.11) est un modele d’état :

Ceap T= —KT — BT + A (1.1)

La notion de variable d’état est classique en thermodynamique et en automatique. Les automaticiens
ont formalisé la représentation d’état :

e Les variables d’état d’un systeme permettent de caractériser son état, elles peuvent
avoir un sens physique direct (pression, température, vitesse, ...) mais cela n’est pas
nécessaire. En général un nombre fini de variables d’état est retenu, leur nombre
N est appelé ordre du systeme.

e La représentation d’état la plus générale est la suivante :

Y =CX+DU

Le vecteur X de dimension NN est le vecteur d’état. Le vecteur Y de dimension @
est le vecteur des observables aussi appellés sorties ou mesures. Le vecteur U de
dimension P est le vecteur des sollicitations. La matrice A comporte N lignes et
N colonnes, elle caractérise la dynamique du systeme. La matrice de commande B
comporte N lignes et () colonnes. La matrice d’observation C comporte @ lignes
et N colonnes. La matrice d’action directe D comporte @ lignes et P colonnes,
elle est tres souvent nulle.

La représentation d’état n’est pas unique. Soit P une matrice comportant N lignes et N colonnes
inversible et indépendante du temps, il est possible d’écrire un modele d’état pour la variable Z = PX.
La premiere équation du systeme 1.2 est multipliée a gauche par P, soit :

7= PAX + PBU 13)
Y =CX+DU '

Le vecteur X est remplacé par P~'Z, ce qui donne :

Z— PAP~'Z + PBU (1.4)
Y = CP-'Z+DU

Dans le cas qui nous concerne, il existera deux vecteurs d’état :

e Le vecteur usuel des températures : T
e Le vecteur dit d’état (modal) X tel que : T =VX

Remarque : les équations du systeme 1.2 sont du premier ordre, ce qui ne signifie pas qu’il soit
impossible d’obtenir une représentation d’état pour un systéme d’ordre supérieur & 1. En effet, la plupart
des systemes différentiels d’ordre supérieur a 1 peuvent étre transformés en un systeme différentiel d’ordre
1 suivant la procédure classique utilisée dans I’exemple de la page suivante.

2L’indice cap est utilisé pour distinguer la matrice de capacité thermique habituellement notée C de la matrice d’ob-
servation (équation 1.2)
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Soit une bille de masse m en chute libre, sa position verticale est notée z, le mouvement est
régit par ’équation suivante :

z=—g (1.5)

Il est possible de définir le vecteur d’état par :

X=(j> (1.6)

o . . .o . . . re . -\
Avec v =z la vitesse verticale. Dans ces conditions, il est possible d’écrire 1.5 de la maniere

suivante :
° 0 1 0
(00 )xe () 0

Ce qui correspond a la forme de la premiere équation du systeme 1.2.

III. Quelques modeles utilisés en thermique

L’équation de la chaleur est un modele de connaissance capable de décrire systématiquement (ou
presque : nano-thermique, ...) les transferts thermiques dans les solides.

Il est classique de compléter un cours de thermique en donnant des éléments sur les modeles les plus
classiques de la thermique, soit les modeles basés sur une simplification liée & une ou des particularités
du probleme :

e Le modele du mur en régime statique

Le modele de P'ailette mince

e Le modele du corps & température uniforme (bille dans un four, thermocouple, ...)

e Le modele du massif semi-infini soumis a : un échelon, une rampe, une sollicitation
périodique

o ...

Ces modeles permettent d’introduire les notions suivantes :

Résistance thermique
e Temps caractéristique de diffusion

Profondeur de pénétration
e Atténuation et déphasage du « signal » thermique

e ...
Les thermiciens (ingénieurs et chercheurs) disposent actuellement de modeles basés sur :

e Une équivalence électro-thermique : méthode nodale

e Une discrétisation de I’équation de la chaleur : différences ou éléments finis
e Un modele modal identifié (les modes sont inconnus) : MIM? [40]

e Un modele modal basé sur des modes identifiés : POD* [14]

e Un modele modal basé sur des modes calculés : BERM® [43],...

Les modeles nodaux sont basés sur une équivalence électro-thermique. La capacité thermique est
équivalente a une capacité électrique et la conduction thermique est modelisé par des résistances
électriques. L’utilisation d’un modele nodal est trés simple et il existe des logiciels commerciaux adaptés
aux modeles nodaux (ESACAP, ...). A linverse les modeles nodaux sont délicats & établir, une partie
de leur développement étant souvent effectuée avec ’aide de 'intuition.

SMIM : Modal Identification Method ou Méthode d’Identification Modale
4POD : Proper Orthogonal Decomposition
5BERM : Branch Eigenmodes Reduction Method
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Les méthodes de discrétisation spatiale (éléments finis, différences finies, volumes finis, ...) sont tres
largement répandues. De nombreux outils logiciels d’application systématique existent et leur utilisation
est tres courante.

Il existe principalement trois méthodes modales, toutes utilisent I’hypothese qu’il existe une base
modale telle que T = VX :

e La méthode MIM identifie directement un modele modal en utilisant ses propriétés
mais sans déterminer les modes.

e La méthode POD utilise des données (expérimentales ou numériques) spatialement
et temporellement bien définies pour déterminer des modes. Un modele modal est
construit a partir de ces modes.

e La méthode BERM définit un probléme aux valeurs propres dont les solutions
calculées numériquement déterminent une base modale. Un modele modal est
construit a partir des modes de cette base.

IV. Couplages de modeles réduits

Le couplage de modeles détaillés est présenté dans de tres nombreux articles, de nombreuses méthodes
sont actuellement étudiées. La situation est différente pour le couplage de modeles réduits, peu d’articles
ont été écrits sur cette thématique :

e Le couplage de modeles modaux de type MIM est présenté dans [39]
e Le couplage de modeles modaux utilisant des modes classiques (voir annexe D)
est présenté dans [16] et dans [32]

Il est par ailleurs possible de rajouter les idées développées pour la synthése modale en thermique
par Flament [18], idées qui seront utilisées dans cette these.

IV.1. Couplage de modeles réduits de type MIM

L’article [39] présente une méthodologie relativement générale pour le couplage d’'un modeéle modal
de type MIM avec un autre modele. Le systeme thermique envisagé est diffusif sans transport, il est
représenté en figure 1.2. La frontiere est séparée en quatre parties qui correspondent aux différentes
conditions aux limites :

e Une condition aux limites de type Dirichlet est imposée sur I';.

e Une condition aux limites de type Neumannn est imposée sur 'y

e Une condition aux limites de type Fourier ou Robin est imposée sur I's
e Enfin la frontiere dédiée au couplage est la frontiere I'..

La frontiére de couplage I', est discrétisée a ’aide de n. points. Le modele MIM est recherché en
imposant des flux sur ces n. points. Le modele MIM est construit indépendamment de la condition
qui sera appliquée sur cette interface. Plusieurs conditions aux limites peuvent étre imposées sur la
frontiere I, : couplage avec un modele détaillé ou réduit de type diffusif, convection avec un coefficient
de convection variable, rayonnement ...

Le couplage par conduction présenté dans [39] s’effectue & Paide du flux traversant l'interface de
contact.
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Iy

(1)
F1G. 1.2 — Figure 1 de article [39] présentant la frontiere I',

IV.2. Couplage de modeles réduits construits a ’aide de modes classiques

Le couplage de modeles modaux utilisant des modes classiques est présenté dans [16]. La méthode
est algébrique, et imposerait la continuité du flux et de la température s’il n’y avait pas de réduction
modale. L’exemple traité est une partie (morceau de dalle et de mur) d’un batiment qui échange de
I’énergie avec le sol. Le maillage global comporte 1024 éléments, les deux sous-domaines comportent 559
et 465 éléments, enfin il y a 38 éléments sur l'interface de contact. Le nombre de modes conservés par
sous-domaine est relativement grand (43 et 50), ce qui permet une bonne conservation du flux. Cette
approche est applicable lorsque les modes utilisés sont classiques car I’équation d’état est alors découplée
(voir I’équation D.35). Son intérét serait faible dans le cas des modes de branche car 1’équation d’état
est alors couplée (voir 2.16).

Le couplage de modeles modaux utilisant des modes classiques est aussi présenté dans [32]. La
notion de couplage y est tres large, 'exemple traité est une cellule cubique monozone. Cette cellule est
représentative d’un petit batiment, les parois de la cellule échangent de 1’énergie par convection et par
rayonnement. Le modele inclut du transport pour tenir compte du renouvellement d’air. Le couplage est
alors un ensemble intégrant la convection, le rayonnement et le transport. Les travaux présentés dans
[32] sont donc trés éloignés de ceux qui seront présentés dans la suite de ce document.

IV.3. La synthése modale (des modes classiques)

La synthese modale est une technique de calcul des modes d’un domaine 2 qui utilise les modes des
sous-domaines Q(@. Les méthodes de synthese modale sont classiques en mécanique [24]. La synthese
modale a été développée en thermique dans le cas des modes classiques par Flament [18].

Un biais est admis lorsque ’'on effectue une réduction modale, or les bases modales de chaque sous-
domaine sont partielles lors d’une synthese modale. Le biais est responsable de I'introduction de sauts
de température et de flux au niveau des interfaces entre sous-domaines. Flament introduit deux fonc-
tionnelles pour controler le saut de flux et le saut de température.

Les travaux de Flament ont directement influencé la démarche de couplage étudiée dans cette these.
Cependant cette these est dédiée au couplage de modeles modaux de branche, alors que la these de
Flament porte sur la synthese des modes classiques.
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Chapitre 2

Introduction a 'analyse modale

« Un brin de sagesse : tous les modeles sont
faux, certains sont utiles »

George Box
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Le présent chapitre aborde dans le détail 'outil fondamental qui a servi de base aux travaux réalisés
dans cette these. Il s’agit donc de présenter la démarche utilisée pour créer un modele modal d’ordre
réduit, modele basé sur les modes de branche réduits.

Une rapide introduction permet de faire un bref historique sur ’analyse modale en thermique. Celle-
ci débute par la méthode de séparation des variables initiée par Fourier. La méthode modale classique
est une extension aux géométries quelconques de la méthode de séparation des variables. La limite de
cette technique est que le systeme thermique traité doit étre linéaire et & parametres stationnaires. En
effet, les bases modales classiques sont par construction uniquement adaptées des conditions aux limites
figées.

L’utilisation d’une nouvelle base modale a rendu possible le traitement des non-linéarités. Ce traite-
ment a un prix : les dynamiques des modes deviennent couplées et ce méme dans le cas d’un systeme
linéaire. La nouvelle base modale que 'on nomme base de branche utilise une condition aux limites
abstraite dite de Steklov. Cette condition aux limites dépend de la valeur propre du mode, elle n’est
donc pas figée contrairement aux conditions aux limites utilisées pour construire les modes classiques.

Les outils mathématiques permettent de démontrer que la base de branche est une base pour tout
systeme thermique linéaire ou non. Les expérimentations numériques montrent que la base de branche
est réductible, il est ainsi possible de 'utiliser pour construire des modeles modaux réduits adaptés aux
systemes thermiques non-linéaires.

La base modale est déterminée numériquement a l'aide d’une discrétisation spatiale. Les méthodes
classiques (différences finies, éléments finis, volumes finis) sont utilisables pour le calcul des modes. La
méthode des éléments finis est utilisée pour cette these, elle est adaptée au traitement de géométries
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complexes. Cette méthode est basée sur 'utilisation d’une formulation variationnelle, qui est compatible
avec l'utilisation de modes. L’équation d’état est ainsi établie a ’aide de la formulation variationnelle.

Le passage de la base modale complete a d’une base modale réduite dans la formulation variationnelle
est tres simple. La méthode de réduction utilisée est présentée en annexe F.

Ce chapitre se termine par un tableau comparatif entre la méthode modale de branche et la méthode
modale classique, puis par un bilan sur les travaux de recherche déja effectués dans ce domaine.

I. Breve introduction a ’analyse modale

La méthode de séparation des variables (x,y,z,t) est connue depuis les travaux de Fourier. L’analyse
modale classique est une généralisation de cette technique. De maniere récente, une méthode d’analyse
modale utilisant les modes de branche [36] & été proposée. Ces modes sont originaires des travaux des
mécaniciens [20].

Quelques éléments vont étre donnés sur la méthode de séparation des variables. L’analyse modale clas-
sique sera alors brievement présentée. Le lecteur sera alors familiarisé avec certaines notions élémentaires
d’analyse modale, ce qui permettra par la suite de mettre en valeur les points essentiels de ’analyse
modale de branche.

I.1. Les premiers pas : la méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables s’applique a un systeme thermique linéaire dont le domaine
géométrique est simple. Il faut alors :

e Rechercher analytiquement une base de fonctions propres. Cette base étant en
général déterminée par les racines d’une équation trancensdante.

e Déterminer graphiquement les racines de I’équation transcendante.

e Expliciter des conditions d’orthogonalité et/ou un produit scalaire ad hoc.

e Déterminer les coefficients de la décomposition dans la base des fonctions propres

Cette méthode a été utilisée pendant une tres longue période, de trés nombreuses solutions ont été
calculées!. L’annexe C présente un exemple d’utilisation de la méthode de séparation des variables.

Cette démarche est limitée puisqu’il est (presque) impossible de traiter des géométries courantes.
Cependant, la méthode de séparation des variables est applicable & la main sans le recours de ’ordinateur.
Elle a été tres utilisée a partir de sa découverte par Fourier et jusqu’a ’apparition de ’outil informatique.

1.2. L’analyse modale classique

L’outil informatique a profondément modifié les démarches de conception des ingénieurs. La méthode
des différences finies a été rapidement utilisée dans des codes de calculs informatiques. L’idée d’utiliser
une méthode de fonctions propres dans un code informatique est plus récente et a été (re)-découverte
par de nombreuses personnes [3, 11, 46] dans la période 1975-19852. L’outil informatique permet alors
de généraliser la méthode de séparation des variables.

Le domaine peut désormais étre quelconque, les fonctions propres étant calculées numériquement.
Les conditions d’orthogonalité sont systématiques.

Par contre le systeme thermique doit étre linéaire et invariant. L’introduction de non-réciprocité est
possible mais reste délicate [17].

ILe lecteur intéréssé pourra consulter [10] pour se donner une idée de "ampleur des travaux qui ont été menés sur la
méthode de séparation des variables.
2Dans une période plus récente, il est possible de citer [19].
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L’annexe D présente de maniere plus détaillée les notions fondamentales concernant I’analyse modale
classique :

o Il faut séparer les régimes glissants et dynamiques.

e Le régime dynamique se décompose dans ’espace des fonctions propres.

e Les fonctions propres sont calculées numériquement.

e Le systeme thermique étant linéaire, le principe de superposition permet de mon-
trer que les dynamiques modales sont découplées. Les équations d’état sont alors
des équations différentielles ordinaires indépendantes les unes des autres.

e [l existe des dominances dans ’espace des modes qui permettent de réduire le
systeme thermique.

La démarche est ainsi toujours limitée aux systemes thermiques linéaires, mais elle informatisée et
systématique. Son utilisation est alors moins laborieuse que la méthode de séparation des variables. Elle
peut étre trés performante, par exemple le gain de temps est de 24000 par rapport a la méthode des
éléments finis dans article [42].

I.3. L’idée des modes de branche

L’utilisation des modes de branche permet de s’affranchir des hypotheses de linéarité et d’invariance
du systeme thermique. Il est alors possible d’étendre le domaine d’application de la méthode modale.
La méthode modale de branche présente plusieurs particularités :

e La base de branche est capable de décomposer tous les champs, ainsi il n’y a plus
de séparation entre le régime dynamique et le régime glissant.

e La prise en compte de non-linéarités supprime la possibilité d’utiliser le principe
de superposition.

e Il existe toujours des dominances dans la base modale, ce qui permet d’envisager
sa réduction.

e Les équations d’état sont couplées, méme pour un systéeme thermique linéaire.

II. Formulation variationnelle de I’équation de la chaleur

Les méthodes analytiques ne peuvent s’appliquer raisonnablement que dans le cas de géométries
simples. Dans le cas de géométries quelconques, il faut utiliser une méthode numérique. Les méthodes
numériques les plus courantes utilisent une discrétisation du domaine, c’est le cas des méthodes sui-
vantes : différences finies, éléments finis, volumes finis. Chacune de ces méthodes est utilisable pour
résoudre I’équation de la chaleur et pour le calcul des modes®.

La méthode des éléments finis est arbitrairement choisie comme méthode de référence pour la re-
cherche d’une solution a I’équation de la chaleur. Elle sert aussi de support de discrétisation pour le
calcul des modes de branche.

La méthode des éléments finis est basée sur I'utilisation d’une formulation variationnelle des équations
du probleme de base.

3Les différences finies sont utilisées dans [38]. Les éléments finis sont utilisés dans [43]. Les volumes finis sont utilisés
dans [30].
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II.1. Equation de la chaleur

Le probleme thermique est un probleme de diffusion thermique sans transport* défini dans un
domaine 2. Les parametres thermophysiques peuvent dépendre de 'espace, de la température et du
temps® : k(M,T,t) et ¢(M,T,t). La condition aux limites considérée est une condition de Fourier® dont
le coefficient de convection et la température extérieure sont variables : h(M, T, Teyi,t) et Tep(M, ).
Un terme source 7(M,t) est aussi pris en compte.

La frontiere du domaine est notée 02 et la normale unitaire extérieure est notée nyq

o0

Npa
F1G. 2.1 — Domaine €2 avec sa frontieére et sa normale

Les équations du probleme sont donc :

VM € Q c%—jl; =div(kNT) + 7 (2.1)
VM € 0Q —kN(T)enyy =T — Text) (2.2)
VM e Q T(M,0) =T;(M) (2.3)

Le champ de température initial T; peut étre quelconque. Contrairement a ’analyse modale clas-
sique (équations D.1,D.2 etD.3) il n’y a plus d’indice 0 car les propriétés thermophysiques ne sont pas
linéarisées.

I1.2. Etablissement de la formulation variationnelle

L’établissement d’une formulation variationnelle des équations 2.1 et 2.2 est un exercice classique.
L’espace fonctionnel du champ de température T sous forme faible est Pespace H'(Q) [1].

L’établissement de la formulation variationnelle se fait en trois étapes. Dans un premier temps
I'équation 2.1 est multipliée par une fonction v de H*(£2) et I'ensemble est intégré sur €. La fonction v
est usuellement appellée fonction test.

Yo e HY(Q) / ALy a0 - / div(kNT)v dQ +/ v d§ (2.4)
o Ot Q Q

4Le lecteur intéréssé par 1’aspect transport est renvoyé a l'article [26].

5L article [43] présente une application de la méthode en présence d’un changement de phase. Le changement de phase
est pris en compte par 'intermédiaire d’une trés forte variation de ¢(M,T) sur un intervalle de température tres serré.

611 est parfaitement possible de prendre en compte un flux imposé, du rayonnement,..., mais ces termes sont éliminés
pour la clarté de ’exposé
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Dans un deuxieme temps, le théoreme de Green A.4 permet de faire disparaitre ’opérateur divergence

du terme de droite de 2.4.
oT

t

1 ——0d) = — o V(v v on ™ .
o e H'(Q) /Qca 0 /ka(:r) v( )dQ+/6 V(T 0 iy, d(aQ)+/ aQ  (2.5)

Q Q

Pour finir 2.5 est simplifiée a I'aide de la condition aux limites 2.2, ce qui établit la formulation
variationnelle 2.6 du probléme (équations 2.1,2.2 et 2.3).

Yv e HY() /Ca—TUdQ = —/ka(T) .z(v)dQJr/

vh(Texr — T)A(00) + / modQ
o Ot a0

Q (2.6)
VM €Q T(M,0) = T,(M)

I1.3. Introduction des opérateurs intégraux

L’introduction d’opérateurs intégraux va permettre d’alléger la notation.

C(f.g) = /Q ¢fgd0)

K(f.g) = /Q KY(f) @ (g)d0

(2.7)
B(7.9)= | higd(oe)
1)
Alg) = / hTerrgd(0) + / wgdQ
a0 Q
La formulation variationnelle 2.6 est alors équivalente a :
T
Yoe HY(Q) C 8—,1} =—(K(T,v) + B(T,v)) + A(v)
ot (2.8)

VM €Q T(M,0)=T,(M)

Une remarque est ici nécessaire, les opérateurs C, KC, B, A ne sont pas invariants au cours du temps.
Par exemple Popérateur C dépend de ¢(M,T) or le champ de température est fonction du temps.

ITII. Formulation modale

Les modes de branche (z;, V;) sont présentés dans ’annexe E. La base de branche {z;, V;} est composée
de I’ensemble des modes de branche, elle forme une base de H'(€2). Le champ de température T'(M,t)
se décompose donc dans I’espace des modes de branche :

T(M,t) = in(t)Vi(M) (2.9)

Contrairement a ’analyse modale classique, il n’y a plus de séparation entre le régime dynamique et
le régime glissant. Les x; sont les coeflicients d’excitation ou états des fonctions propres V.

Les états initiaux sont obtenus a l'aide de E.44, d’ou :

Vie N* 2;(0) = Cy(T}, Vi) (2.10)

Il faut désormais établir une équation sur les états permettant de les déterminer au cours du temps.
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III.1. Ecriture d’une équation d’état

L’équation d’état est obtenue facilement, il suffit de remplacer le champ de température par la
décomposition 2.9 et d’utiliser les fonctions propres Vi, comme fonction test dans 2.8.

Le champ T est donc remplacé par la décomposition 2.9 dans 2.8 (en oubliant provisoirement la
condition initiale) :

Yoe HY(Q) C (W,v) =— <IC <§;xiVi,v> +B <§xi%,v>> + A(v) (2.11)

Les opérateurs C, IC, B sont bi-linéaires, il est donc possible de sortir la sommation des opérateurs :

Yo € HY(Q Z (axz L ) == (K (xiVi,v) + B(2:Vi(,v)) + A(v) (2.12)

i=1 i=1

ox;V; da:l
ot dt

Les fonctions propres V; sont uniquement fonction de ’espace ainsi —V;. La bi-linéarité

des opérateurs C, K, B permet de sortir les états de ceux-ci, d’ou :

Yo e HY(Q) i (C (Vi,v) ) Z (Vi,v) + B (Vi,v)) ;) + A(v) (2.13)

=1 =

Pour finir les fonctions propres Vj, sont utilisés comme fonction test” v et la condition initiale est
rappelée :

Vk € N* i (c (Vis Vi) dd?) = —i (K (Vi, Vie) + B (Vi, Vi) i) + A(Vi)
i=1 =1 (214)

Vie N*  2;(0) = Cy(Ty, V;)

La formulation 2.14 comporte 1’équation d’état et la condition initiale. Elle est théoriquement utili-
sable pour résoudre le probleme thermique envisagé. En pratique, elle n’est pas utilisable car il y a une
infinité de modes.

Les états sont découplés en analyse modale classique, ils sont couplés en analyse modale de branche
car (en général) C(V;, Vi) # 0, les modes de branche n’étant orthogonaux que par rapport a Cp et & A,
(voir les équations E.25 et E.26).

IV. Réduction modale

La réduction modale qui consiste a ne plus utiliser la base de branche compléete mais une base réduite
{Z, Vi} permet de mener des calculs a partir d’une formulation modale. Les démarches de réduction de

la base sont présentées dans 'annexe F.

La base réduite {Z,\Z} comporte un nombre fini de modes Nl. Les méthodes présentées dans

I’annexe F conservent ’orthogonalité par rapport a Cp. Les fonctions 171 ne sont par contre plus forcément
solution du probleme de branche.

"La condition « pour toute fonction v appartenant & I'espace H(2) » est alors remplacée par la condition « pour toute
fonction propre de la base de branche ». Ces deux conditions sont bien équivalentes car la base de branche est une base
de HY(Q).
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Le champ T n’est pas rigoureusement décomposable dans la base réduite. Une approximation est
alors effectuée, le calcul dans I’espace modal ne détermine plus T mais le champ T tel que :

N
T(M,t) =Y F(H)Vi(M) (2.15)

Les états réduits sont déterminés par :

de [LR] 3 (0 (7r) T) - 5 (i (7 Th) 48 (778)) 50) + 4 ()
Vi e [{1,&1}] 7(0) =Gy (Tf/)

(2.16)

Le probleme 2.16 peut étre résolu a ’aide de I'ordinateur. La démarche sera performante si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

e [’écart entre le champ T et le champ réduit T reste faible.

e Le temps pris par la simulation modale est faible devant le temps d’une simulation
de méme précision par une autre méthode (éléments finis ou autre).

V. La méthode modale de branche confrontée a la méthode
modale classique

Le tableau suivant résume les différences entre les approches modales de branche et les approches
modales classiques :

Point de comparaison méthode modale de branche | méthode modale classique

Nature du domaine quelconque quelconque
C . le systeme thermique est
Propriétés thermophysiques quelconques linéaire ou linéarisé
dans le cas d’une condition
Conditions aux limites quelconques de Fourier, le coefficient de

convection est invariant

Condition initiale

tout champ initial 7T;

Le champ initial T7; est
presque quelconque, quelques
restrictions sont néanmoins
nécessaires

Champ thermique décomposé

le champ T

uniquement la partie dyna-
mique Ty ce qui nécessite de
séparer le régime glissant du
régime dynamique

Equation d’état

tous les états sont couplés

les états sont découplés, le
systeme thermique est alors
« diagonalisé »

TAB. 2.1 — Comparaison entre la méthode modale de branche et la méthode modale classique

La méthode modale de branche permet donc de simuler des systemes plus complexes que ceux qui
sont simulables par la méthode modale classique. Par contre cela s’effectue au prix d’un couplage entre
les états.
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VI. Bilan des travaux numériques déja réalisés sur la méthode
modale de branche

La méthode modale de branche est déja utilisée depuis quelques années, il est ainsi possible de donner
quelques éléments pratiques sur celle-ci.

Le premier point est ’écart engendré par la réduction modale. Le champ de référence T' est déterminé
par la méthode des éléments finis. Le champ obtenu par la méthode modale T présente nécessairement un
écart lié a la réduction modale. Cependant dans presque tous les cas la technique de I’'amalgame modal
découplé a montré sa performance. L’écart entre T et T reste faible, il est d’autant plus acceptable que
la précision de calcul est limitée par I'imprécision® des parametres du probleme de base.

Le second point est le gain en temps de calcul. Celui-ci est « faible » s’il est comparé au gain de
temps de ’analyse modale classique. De maniere générale il sera compris entre 2 et 80. Il existe cependant
quelques réserves : la prise en compte des non-linéarités des propriétés thermophysiques (k et ¢) reste a
améliorer. Il est possible qu'une méthode adaptée® puisse améliorer les résultats actuels.

Le troisieme point est la dimension du probleme d’origine. La méthode des éléments finis discrétise
I'espace, le nombre de degré de liberté dans le maillage est appellé ordre. Cet ordre est noté N, les
algorithmes de calcul permettent de calculer des modes de maniere performante pour des ordres relati-
vement élevé. La mémoire RAM nécessaire au stockage des modes est proportionnelle a N * Ny, avec Ny
le nombre de modes calculés. L’utilisation conjointe d’un maillage fin et d’un grand nombre de modes
posera un probleme de mémoire RAM. La suite de ce manuscrit est dédié a la recherche d’une solution a
ce probleme. Elle consiste a découper le domaine en plusieurs sous-domaine, ce qui permet d’augmenter
l’ordre des problemes traités.

8Les propriétés thermophysiques et les coefficients d’échange (convection et rayonnement) ne sont connus que de maniére
approximative...

9En I’occurence la méthode doit permettre un calcul rapide des termes C (V;, Vi) et K (V;, Vi,). Actuellement la méthode
utilisée est celle de Pannexe G (en particulier I’'équation G.6). S’il y a des non-linéarités dans les propriétés thermo-physiques
alors ’essentiel du temps de simulation est utilisé par le calcul des termes C (V;, Vi) et K (V;, Vi).
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Chapitre 3

Théorie du couplage par conduction

« Ce qu’on sait, savoir qu’on le sait, ce qu'on
ne sait pas, savoir qu’on ne le sait pas, c’est
savoir véritablement »

Confucius
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IV. Ouverture sur la condition de contact parfait . . . . . ... . ... ... ....... 45

Le présent chapitre présente la partie analytique de la méthode développée pour le couplage de
modeles modaux de branche.

La méthode utilise des fonctionnelles de saut, ces fonctionnelles avaient été introduites dans le cadre
de la syntheése modale [18]. La syntheése modale est une technique de calcul des modes d’un domaine € qui
utilise les modes des sous-domaines Q(?). Un biais est admis lorsque 1’on effectue une réduction modale,
ce biais est responsable de I'introduction d’'un saut de température et de flux au niveau des interfaces
entre sous-domaines. Les sauts sont controlables, dans une certaine limite, a 1'aide de fonctionnelles de
saut.

La fonctionnelle de saut de température s’interpréte physiquement de maniere simple, elle correspond
exactement & la prise en compte d’une résistance thermique de contact (RT'C). Ce chapitre commence
donc par présenter la notion de RT'C. La formulation variationnelle utilisée pour les éléments finis est
ensuite établie.

Puis une nouvelle base modale dite structurée utilisant les bases de branche locales est introduite.
L’équation d’état est établie pour la base de branche structurée. Une méthode de réduction modale est
alors proposée, elle implique une non-conservation du flux. Une fonctionnelle de saut de flux est alors
proposée, 'amélioration apportée par cette fonctionnelle sera présentée dans le chapitre 4.

La présentation se limite aux cas traités dans la suite du manuscrit : il y a ainsi plusieurs corps et
les systemes thermiques sont purement diffusifs.

Le chapitre est cléturé par une ouverture au cas des coupures virtuelles, il s’agit alors d’approximer
un champ continu par des fonctions discontinues. La théorie ne permet pas de conclure, ainsi ce point
fera ’objet d’expériences numériques présentées au chapitre 5.
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I. Notion de résistance de contact

Lorsque deux solides sont en contact, du fait de leurs rugosités et de la différence de forme de leurs
surfaces, le contact ne s’effectue jamais sur toute la surface apparente, mais seulement en certaines zones
de surface tres faible devant la surface apparente. Le surface réelle de contact représente environ 1% de
la surface apparente pour un contact entre deux surfaces métalliques.

L’espace interstitiel entre les zones de contact est en général un mauvais conducteur de la chaleur.
Cet espace constitue un frein au transfert de chaleur, qui de ce fait passe de maniere préférentielle au
niveau des contact directs. Le champ de chaleur est ainsi fortement perturbé, il y a constriction des lignes
de flux. Cette constriction peut étre prise en compte par une résistance thermique de contact (RTC).
Le phénomene de constriction est en effet localisé a des échelles microscopiques et la modélisation qui
suit est suffisante au niveau macroscopique.

Dans le cas des régimes thermiques lentement variables (temps caractéristique supérieur & 50s), il est
possible de négliger les effets d’inertie au niveau de I'interface de contact. La résistance de contact est
alors identifiable a la résistance de contact du régime permanent. Dans cette approximation, la réalité
physique de la constriction des lignes de flux est remplacée par ’apparition d’un saut de température
au passage de l'interface de contact, le champ thermique étant alors considéré comme non perturbé.

Le contact entre deux corps se traduit alors par :

e la conservation du flux au passage de l'interface.
e une dépendance linéaire entre le flux et le saut de température.

La valeur de la résistance thermique dépend en pratique d’un nombre important de parametres :

e état géométrique des surfaces avant assemblage

e répartition des surfaces en contact réel

e propriétés mécaniques et thermiques des matériaux
e température

e temps (oxydation des surfaces...)

o ...

La détermination de la valeur de la résistance de contact est hors de notre propos, puisque ce travail
de these vise uniquement a développer des outils de calcul numérique.

Pour fixer les idées, on peut cependant donner des ordres de grandeur : Bardon ([4]) propose I’échelle
suivante pour des contacts entre surfaces métalliques® :

e RTC <1077 m?. K.W~! : métaux soudés ou déposés par voie chimique.

e RTC € [107% 1075 m2. K.W~! : contact avec un matériau d’interface (graisse
conductrice).

e RTC € [1075 1074 m2.K.W ! : surfaces rugueuses présentant une bonne coinci-
dence

e RTC € [107* 1073] m®2. K.W~1! : surfaces rugueuses présentant une mauvaise
coincidence

Il est possible de rendre cette échelle plus parlante en donnant des épaisseurs de matériaux équivalents.
En régime statique, un matériau de conductivité k et d’épaisseur e présente une résistance thermique
surfacique R qui vérifie :

R= (3.1)

€
k

I Attention, ces valeurs sont données pour les pressions de contact relativement fortes (1M Pa et plus)
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Ce qui permet de dresser le tableau suivant :

Résistance (m2. K.W~1) || 1072 | 107* | 1075 | 10 1077
k(Wm=t. K1) épaisseur équivalente en mm
400 400 40 4 0.4 0.04
40 40 4 0.4 0.04 0.004
1 1 0.1 0.1 0.01 0.001
0.1 0.1 0.01 | 0.001 | 0.0001 | 0.00001

TAB. 3.1 — Epaisseur équivalente en fonction de la conductivité du matériaux
Dans les applications pratiques, la prise en compte d’une résistance de contact n’est ainsi pas
forcément nécessaire. Par contre elle est primordiale lorsque les deux matériaux en contact sont de

bons conducteurs de la chaleur, comme dans le cas de l'interface entre un composant électronique et son
radiateur (voir chapitre 4).

II. Obtention d’une formulation variationnelle

Nous établissons ici, la formulation variationnelle d’'un probleme de diffusion thermique comportant
au moins deux corps en contact.

II.1. Notations

Le domaine physique © (de frontiere Q) comporte Ng sous parties Q9 (de frontieres 9Q(®)) avec
qec [[1, NQ]].

Il existe N frontieres de contact. La frontiere commune & Q@) et & Q) est notée Fgﬁ) ouk € [1, Nr]
est le numéro de la frontiere de contact.

Nr
On note I' la réunion de ’ensemble des frontieéres de contact : T def U 1"((;;).

k=1
Ngq
Les frontieres internes Fé];) n’appartiennent pas a la frontiere 9Q2 du domaine Q2. Ainsi 92 # U o0,
q=1

Fic. 3.1 — Domaine  constitué de deux sous domaines Q) et Q2
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On note n(? la normale extérieure & Q@ et :

de
VM € 1"((1/;) QFE,’Z) lef E(Q) — @ — _ﬂl‘é’ff (3.2)

T désigne le champ température sur 'ensemble du domaine Q, sa restriction & Q9 est notée T,
Le champ T possede une double valuation au niveau des interfaces puisqu’il y est discontinu.

On note [f(M)] . le saut de f (grandeur scalaire ou vectorielle) au point M a l'interface 1",(1];,)
qp

0@ ot Q@ .

entre

VM eTE  [F(M)lnw < P () - F (M) (33)

Le saut de f en passant la frontiere de (9 vers Q) est donc la valeur & la frontiere dans Q®) moins
la valeur & la frontiere dans (9. Par définition, on a :

VM EeTH  LF(MDIne =~ L)) (3.4)

La loi de Fourier liant le gradient de la température au flux thermique s’écrit :

VM e Q@ 9@ % _jp@oyr@ (3.5)

On note ¢(@ le flux algébrique sortant & travers 9Q(@ :

VM € 90@ @ % @y ¢p@ (3.6)

I1.2. Relations traduisant la résistance de contact

La prise en compte d’une résistance de contact se fait par le biais de deux équations correspondant
a la conservation du flux d’une part et a la relation reliant le flux au saut de température d’autre part.

I1.2.1. Condition de conservation du flux au passage de 1’interface

La condition de conservation du flux s’écrit :
k

VM € Ft(zp) 0D 4 P = (3.7)

Ce qui revient a dire que la somme des flux algébriques sortant est nulle a une interface de contact

(conservation de ’énergie).

On peut écrire 3.7 en terme de relation de saut a U'interface :

VM eTS) [l @ npw =0 (3.8)

3.7 et 3.8 sont bien équivalentes puisque :

VM e Fé’;’ [@]]pgl;) ®npiy = (‘b(p) —Q(q)) ® npcky (3.9

_ (—k(p)ZT(p) + k(‘J)ZT(q)) ® Nk

ap
= —kPyT® 4 npo + E@yT@ °n )
= k@yT®) ¢ n® 1 p@OyT@ ¢pd)

- _@m+¢ﬂ
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On fera trés attention a ’égalité suivante :

k
M eT (Rl engg = [2en] (3.14)
En effet :
k _
VM eTd [l e npy = (Q(”) —Q(")) NS (3.15)
= (—k(p)ZT(p) + k(‘J)ZT(q)) °n (3.16)
ap

= —kPYVT® en oy + kYT en (3.17)
= H:Q [ ] ﬂréyz)i” Fg);) (318)

Ce qui permet d’écrire 3.7 sous la forme suivante :

k

M eT®d  [2en.] v =0 (3.19)

I1.2.2. Relation entre le flux et le saut de température au passage de l’interface

Dans le cas d’une résistance de contact, il faut écrire une relation entre le flux et le saut de
température. La modélisation choisie considere la relation linéaire suivante :

VM eT)  RTC(0)p = —[T7] (3.20)

k
Ty

La résistance thermique de contact RT'C dépend d’une multitude de parametres (¢). Le nombre de
parametres dépend du probleme a modéliser et est externe a la méthode modale. La méthode développée
peut étre appliquée avec une résistance thermique fonction de ’espace, de la température, du temps...

11.3. Equations du probleme thermique

Le probléme thermique considéré est un probleme de diffusion de la chaleur avec production volu-
mique d’énergie dont les surfaces extérieures échangent de I’énergie par convection.

Les équations du probleme sont alors :

YM e Q\T c%—j; = div (kN(T)) + 7 (3.21)
VM € 9Q  —kN(T) e nyq = (T — Toyt) (3.22)
M er®  [@eng] i =0 (3.23)
VM €T RTC(0)p? = — [TTro 3.24)
YM e Q T(M,0)=Ty(M) (3.25)

I1.4. L’espace fonctionnel H'(Q,T)

Les méthodes variationnelles sont basées sur 'utilisation de fonctions test. Ces fonctions test doivent
permettre de décrire 'espace fonctionnel dans lequel se trouve la solution. Le champ de température
n’est pas continu, l’espace fonctionnel des fonctions test ne peut donc pas étre I'espace H*(f2).

Les champs sur les Q(9) appartiennent aux espaces H! (Q(q)). L’espace des fonctions test sera donc
la somme directe des H'! (Q(q)), cet espace sera noté H'(,T) :

Nq
@)Y P (Q@) (3.26)

q=1
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I11.5. Formulation variationnelle du probleme physique

L’équation 3.21 est multipliée par une fonction test v € H*(£2,T') et est intégrée sur le domaine € :

Yo e HY(Q,T) /c%—TUdQ = / div (kN(T)) de—I—/ vrd§) (3.27)
o Ot Q Q

Le champ de température présente une discontinuité au niveau de l'interface, il appartient donc a
HY(Q,T). Le théoreme de Green-Ostrogradsky A.11 est appliqué & 3.27 :

Yo e HY(Q,T) / ca—Tde = —/ kY (v) e V(T)dS2 —I—/ vkNY(T) @ ngad(09)
o Ot Q a0

Nr (3.28)
k)
_;/Fél;) [[’UkZ(T)]]FL(;;) oﬂpé?dI‘fm +\/Q’U7TdQ

La condition aux limites 3.22 permet de simplifier un terme :

/ vkV(T') @ nyad(092) = —/ Vh(T — Tept)d(09) (3.29)
a0 a9

Pour le second terme, on utilise la conservation du flux (3.7) :
VM e [k (D)l @ mpgy = 0@ pP) 4 (@ @) (3.30)
= PP _ (@), @) (3.31)
= [v]pm @ (3.32)

qapr
= —[lpm o9 (3.33)
Ainsi 3.28 devient :
Yo € HY(Q,T) %t vdQ = —/ kY (v) ® V(T)dQ — / VR(T — Topt)A(09)
Q o0

(3.34)

Nr
k
+> /F oo [lpgy @ PArg) + /Q v7rdQ
k=1 qp

On peut utiliser la relation 3.24 sur 3.34, ce qui permet d’obtenir la formulation faible du probléme :

L 8—Tv = V) e — v —
Yo € HY(Q,T) /Cat dQ = /lky() Y(T)dQ /BQ W(T — Tuut)d(09)

Q
v]]Fm [[T]]Fw)

- Rk TR TR () 3.35
Z/F(k) rrew) e —i—/erdQ (335)

VM €Q T(M,0) = T,(M)

11.6. Formulation en terme d’opérateurs

L’écriture des équations sous forme variationnelle est assez lourde, I'introduction d’opérateurs inté-
graux va permettre de I'alléger. Les opérateurs C, K, B, J (voir 3.36) sont symétriques, définis et positifs.
A est une forme linéaire.
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C(f,v) = /Q cfvdQ

K(fv)= [ k¥(v) e ¥(f)dQ

Q
B(7o)= | whfd(oe) (5.36)

[[U]]Fm [[f]]ﬁ k)
TE(f.0) Z /F W RICE) dr,)

A(v) :/ thmtd(aﬂ)—i—/ vrdQ)
o9 Q

La formulation variationnelle 3.35 est alors équivalente a :

Yo e H(Q,T) C (%—?,v) =— (K(T,v) + B(T,v) + J¢ (T,v)) + A(v)

VM €Q T(M,0)=T,(M)

(3.37)

III. Modes de branche et couplage par conduction

La formulation faible 3.37 est directement utilisable avec une méthode d’éléments finis. Il est possible
d'utiliser une base modale des lors que celle-ci forme une base de H'(£2,T'). Une base de branche est
fondamentalement composée de modes continus et ne peut ainsi pas étre une base de H*(2,T). Une
nouvelle base dite base de branche structurée sera donc définie.

L’écriture de ’équation d’état dans la base de branche structurée sera naturelle. Une procédure de
réduction de la base de branche structurée sera proposée. La réduction de la base de branche structurée
ne permettra plus la conservation du flux au niveau des interfaces de contact. Un terme complémentaire
abstrait sera introduit dans ’objectif de limiter cette non-conservation.

III.1. Base de branche structurée

Une base de branche ne pouvant pas former une base de H'(£2,T'), il faut définir une nouvelle base
modale. On rappelle que H*(Q2,T) est égal & la somme directe des H* (Q(Q)). Or la base de branche de
Q9 forme une base de H' (Q(‘Z)). Il parait donc intéressant de réutiliser les bases de branche locales
pour former la nouvelle base.

La base des modes de branche structurés sera notée {znq , Ve } Le n-eme vecteur de branche struc-

turé Vng est égal au i-eme vecteur de branche de Q@ prolongé par zéro sur le reste de €. La n-eme

valeur propre Zpa est égale & la i-eme valeur propre de la base de branche de Q@ . De plus tous les
modes de chacune des bases locales sont utilisés pour former la base de branche structurée.

La base de branche structurée ainsi formée est une base de H*(£2,T'). Elle peut donc décomposer
tous les champs de H'(Q,T). Le champ de température du domaine complet 7" appartenant a ’espace
HY(Q,T), il est décomposable dans la base de branche structurée :

T=> Vs (3.38)
n=1
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I11.2. L’équation d’état

L’équation d’état est obtenue facilement, il suffit de remplacer le champ de température par la

décomposition 3.38 et d’utiliser les fonctions propres Vi« comme fonction test dans 3.37
J

La formulation variationnelle 3.37 est (la condition initiale est temporairement omise) :

Yo e HY(Q,T) C (%—f,v) = — (K(T,v) + B(T,v) + J (T,v)) + A(v)

T est remplacé par la décomposition 3.38 :

DY oy Tpp Vyp )
Py
9

HY(Q,T
Y € (,)C( 5

— </C <i Iannf,v> + B (i Iannﬁu’U) + jFT (i Ianng,’U>> —I—A(’U)

n=1 n=1 n=1

Les opérateurs C, K, B, JIT sont bi-linéaires, il est ainsi possible de sortir la sommation :

> ox,»Y »
1 i TN _
Vv e HY(Q,T) n§:16 ( 5 ,v)

_ i (/C (xnfvnfav) + B (xnipvnf,v) + jFT (Iannl_p7v)) + A(v)

Les fonctions propres ne dépendent que de ’espace ainsi :

oo

O,
Yoe H'(Q,I) Y ¢ (%an,v) —
n=1

) g (IC (Ufannf,v) 5 (x”?V"f’v) +J7 (wannf,v)) + A(v)

La bi-linéarité des opérateurs C, K, B, 7! , A permet de sortir les états :

8Inf

Yo e HY(Q,T) ;c (vng,v) _

ot

) g (e (g v) +.8 (Vg ) +- 5 (Vg 0) ) g+ AG)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Pour finir les fonctions propres Vk;? sont utilisées comme fonction test v et la condition initiale est

rappelée :

695”5

Vk € N* ic(vnf,vk;) =

n=1

VYn € N* xi(O) = Cb(Ti,Vnr})

k3

_ g:l (’C (anv Vk;’) +B (anv ng) +JE (an,Vk?)) T + A (ng) (3.44)

Le probleme 3.44 est équivalent a 3.37, il comporte I’équation d’état et les conditions initiales. Tous

les états sont couplés par ’équation d’état.
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IT1.3. Réduction de la base de branche

L’utilisation de I’ensemble d’une base modale est possible dans une démonstration théorique?. Ce-
pendant la sommation sur une infinité de modes rend impossible toute simulation numérique utilisant
I’équation d’état 3.44. Pour pouvoir effectuer des simulations numériques, il faut utiliser une base modale
réduite qui comporte un nombre fini de modes. Si le nombre de modes est faible, alors il est possible que

le temps de calcul par la méthode modale soit faible par rapport & une méthode plus classique (éléments
finis, ...).

La base réduite de la base de branche structurée est appellée base de branche structurée réduite
et est notée {2nq,an } {2nq,an} comporte un nombre fini N de modes. {Enq,f/nq} est une base de
H}V (2,T) qui est un sous-espace de H*(,T).

{an,f)ng} est formée a partir des bases de branche locales réduites :

e pour chaque domaine Q@ les N(gq) premiers modes de branche sont calculés et

une réduction par amalgame modal [43] permet d’obtenir une base de branche
réduite comportant N modes

e les vecteurs propres des bases de branche locales réduites sont prolongés par zéro
sur le reste du domaine et sont regroupés dans la base de branche structurée
réduite. La valeur propre z,,« associée est égale a la valeur propre du mode réduit
d’origine. '

Ngq
La dimension N de {Eng,Vng} vérifie I’égalité suivante : N = Z Nl(Q)
q=1

Le champ T n’est pas rigoureusement décomposable dans {éng, 17”;_1}, cependant si la réduction est

efficace alors le champ T est proche du champ T :

N
Vi, YMeQ TaT=>Y &,V (3.45)

L’équivalent de 3.44 pour les modes de branche structurés réduits est :

vk e [1,N] ZN:C (Vur V) a”;;f _
n=1 _

_i (1 (Vap- Vi) + B (Vg Vi ) + T (Var Vig)) T + A (Vig) - B-40)

J

e [LN] #(0) =T, V)

2Par exemple, la démonstation de la régularisation d’un probléme inverse par une méthode de Tikonov [22]
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I11.4. Introduction d’une fonctionnelle de saut de flux

La réduction de la base de branche structurée s’effectue en admettant une approximation sur le champ
de température. Le champ T est alors approximé par le champ 7', ce qui implique une approximation
sur le flux thermique. De plus les raccords sur les interfaces de contact deviennent incompatibles, c’est-
a-dire qu’il ne sera plus possible d’assurer la conservation du flux au passage des interfaces. Or lors de
Pécriture de 3.35, il a été supposé que le flux se conservait (passage de 3.30 & 3.31)

La discontinuité en flux n’est pas physique et n’existe qu’a cause de la réduction modale. En adoptant
la démarche utilisée dans les méthodes de Galerkin discontinues ([9]), il est possible de rajouter dans la
formulation variationnelle (et donc dans ’équation d’état) un terme supplémentaire qui vise & pénaliser
la discontinuité.

Le terme supplémentaire vise a pénaliser une grandeur qui n’a pas d’existence physique, ainsi il
n’existe pas un choix absolu mais un large panel de fonctionnelles de pénalisation possible. Cependant
les opérateurs C, K, B, JFT présents dans 3.37 sont bi-linéaires, symétriques, définis et positifs, il semble
judicieux que le terme supplémentaire possede ces propriétés. Le choix le plus naturel est alors le choix
de la fonctionnelle de saut de flux suivante :

Nr

jl?(fvv) = Zﬁ(k)

k=1

[kX(f) @ 0 1 [X (0) @ 0 T AT (3.47)

(k)
ap

Le facteur de pondération 59 sert d’une part & assurer ’homogénéité dimensionnelle et d’autre
part a équilibrer le poids numérique de ce nouveau terme par rapport aux termes déja présents dans la
formulation variationnelle.

La relation 3.46 avec la prise en compte de la fonctionnelle de saut de flux est alors :

vk e [1,N] zﬁ:c (Var Vo) % _
n=1

- iv: (K (]N)"fjkﬂq') B (]N)"f’f)’“?) + I (17"?’17’“?) +Jr (T}"fv‘jk?)) Ty +A (17/&) (345

J

[

n=

Vn € [1,1?7]] 7:(0) = Cy(Ti, Vo)

Le choix de 3@ devient le point clef de la méthode proposée, son choix étant le résultat d’un
compromis. En effet si 5(9) est trop faible alors son action ne sera pas sensible. Au contraire si sa valeur
est trop élevée alors le probléeme initial sera écrasé par la fonctionnelle de saut de flux.
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IV. Owuverture sur la condition de contact parfait

Dans le cas, ou l'on voudrait traiter un probleme de grande taille, il peut s’avérer judicieux de
découper virtuellement un corps. Une coupure virtuelle correspond a une résistance de contact nulle, le
champ de température est alors continu. Au niveau fonctionnel, ceci peut tres facilement se prendre en
compte en imposant la continuité des fonctions test sur l'interface de raccord. Par contre la réduction
modale rendant les modes incompatibles sur I'interface de contact, il est impossible de prendre en compte
rigoureusement une coupure virtuelle dans la méthode modale proposée.

Cependant il est possible de modifier un peu la physique en remplacant le contact parfait par une
résistance de contact tres faible et d’utiliser la méthode proposée avec cette résistance de contact. Le
choix numérique de la résistance de contact peut étre effectuée a 'aide de 3.1, en considérant une
épaisseur e négligeable par rapport au probleme considéré.

Ceci sera mis en application dans ’exemple 3D (chapitre 5).
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Chapitre 4

Pratique du couplage par conduction en 2D

« La seule certitude que j’ai, c’est d’étre dans
le doute »

Pierre Desproges
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Ce chapitre présente une premiere application permettant de valider la méthode de couplage présentée
théoriquement dans le précédant chapitre. On cherche alors a s’affranchir le plus possible des lourdeurs
et des difficultés techniques de mise en ceuvre de ces outils sous forme numérique.

On choisit ainsi une configuration simple, caractérisée par deux corps modélisés en deux dimensions.
De plus l’exemple considéré intégre naturellement une résistance thermique de contact (RT'C). Ainsi la
fonctionnelle de saut de température est physiquement déterminée, contrairement a la fonctionnelle de
saut de flux qui est toujours un artifice numérique.

Dans un premier temps, le dispositif physique considéré est présenté : il s’agit d’un processeur accolé
& son radiateur. Puis une deuxiéme partie aborde analyse du choix du modele classique (éléments finis),
que on nomme modele détaillé (MD) et qui sert de référence. On verra alors que différents modeles
détaillés sont utilisés selon 'objectif visé.

Enfin I’étude modale est menée. Elle montre I'intérét de la méthode et analyse I'influence des différents
parametres. L’étude insiste tout particulierement sur la difficulté du choix du cas test lors de la phase
de réduction par amalgame. En effet la réduction est effectuée par sous domaine, il faut donc un cas test
pour chaque sous-domaine. Or pour étre efficace, ce cas test ne doit pas étre trop éloigné du cas réel,
qui lui est couplé. Pour I’application considérée, les résultats numériques montrent la faible sensibilité
de ces parametres d’amalgame. La réduction modale par la méthode de "amalgame modal découplé [43]
est donc adaptée a la méthode de sous-structuration proposée.

Pour terminer, une étude concernant le choix du parametre de pondération de la fonctionnelle de saut
de flux () est menée. Cette fois, les essais numériques font apparaitre la forte sensibilité des résultats
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a ce parametre, dont la valeur optimale varie avec 'ordre de réduction du modele réduit.

Aucun critere simple n’a été trouvé concernant le choix du parametre 8, a défaut une procédure
permettant d’indiquer a priori la valeur optimale de (3 est proposée. Cette procédure nécessite le balayage
du modele réduit en fonction du parametre 3.

I. Présentation du probleme

Le dispositif étudié est un microprocesseur avec son radiateur en 2D. La production volumique
d’énergie est telle que le saut de température au niveau de la surface de contact entre le microprocesseur
et le radiateur n’est plus négligeable. Le choix entre les deux vitesses de rotation du ventilateur est
effectué par rapport a la température d’un point particulier du radiateur. Cette disposition est déja
mise en ceuvre sur des ventilateurs commerciaux qui sont fournis avec une sonde de température.

I.1. Géométrie

Le processeur est constitué d’un support en céramique, d’un cceur a base de silicium et d’un élément
en cuivre servant a répartir le flux thermique a évacuer. Le support en céramique a cause de sa faible
conductivité thermique n’est pas modélisé, il est remplacé par une frontiere adiabatique. Le radiateur
est en aluminium.

plan de symétrie T, .

i I_\2 h(TA)

.

ra2)

.

%

7

——T'; (frontiere adiabatique) feuille de cuivre
coeur de silicium

e

F1a. 4.1 — Géométrie du processeur avec son radiateur (& échelle 2)

La numérotation des corps est la suivante : Q1) désigne le processeur et Q) désigne le radiateur.
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1.2. Propriétés thermophysiques et puissances volumiques dégagées

Les propriétés thermophysiques des matériaux sont extraites de [27]. Les valeurs utilisées pour ces
propriétés et pour les puissances volumiques 7 dégagées dans les différents éléments sont présentées dans
le tableau suivant :

k c s
Wm LK~ ' | Jm3.K! W.m™3
aluminium 216 2340000 0
cuivre 380 3363000 0
silicium 145 1514500 3.4%107

TAB. 4.1 — Caractéristiques des matériaux et production volumique d’énergie

L’article [21] dresse une revue compléte des matériaux d’interface pour les composants électroniques.
Dans ce domaine la pression de contact reste relativement faible (de 0.02M Pa & 0.3M Pa). La résistance
thermique de contact est alors relativement forte, elle varie classiquement! dans I'intervalle [1x107°  6.5%
107°] m2. K.W~! ¢’il y a un matériau d’interface (graisse de contact, ...). La valeur que I'on retient est
une valeur moyenne sur I’ensemble des matériaux disponibles soit : RT'C = 2.5 % 107°m2. K.W 1.

A titre de comparaison ’épaisseur équivalente a la résistance de contact considérée est de 5.4mm
pour de I'aluminium et de 9.5mm pour du cuivre. La prise en compte de la résistance de contact est
donc nécessaire dans la modélisation.

I.3. Loi de controle du coefficient de convection

Le controle de la vitesse s’effectue par rapport a la température du point A de la figure 4.1. La loi
de controle présente un hystérésis :

h(Ta) (Wom=2. K1)

A

60f-----------

12

40 95

F1G. 4.2 — Loi de controle du ventilateur

I.4. Champ de température initial et température de ’ambiance

A Tinstant initial, le champ de température est égal sur I’ensemble du domaine & la température de
lambiance : T,,,, = 20°C.

111 existe quelques matériaux récents qui permettent de réduire un peu plus la résistance de contact mais ils sont peu
durables.
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1.5. Horizon temporel et sauvegarde

Le temps physique simulé va de 0s & 1000s. Les sauvegardes se font a pas de temps fixe ¢ squvegarde-
Ce pas de temps est calculé de maniére a avoir Nggqy = 1000 temps de sauvegarde. Ainsi 1’horizon
temporel At = 1000s et le pas de temps de sauvegarde sont reliés par :

At

 — 4.1
NS(Z’LL’U + 1 ( )

5t,sauvegarde =

II. Etude des modeles éléments finis

Les éléments finis sont tres bien adaptés au cas des géométries complexes. Ils vont étre utilisés pour
rechercher une solution numérique de référence et pour le calcul des modes. En pratique, trois modeéles
éléments finis vont étre nécessaires pour pouvoir mener I’analyse de ce chapitre.

Un premier modele élément fini, noté M D 42, utilise un maillage tres fin et des parametres de solveurs
tres contraignants. Le modele M D 4 est alors tres précis, son champ de température servira ensuite de
référence numérique. Par contre son temps de calcul est trés important et ne peut pas servir pour une
comparaison avec les modeles réduits.

L’amplitude thermique maximale AT},4., qui servira de critere de choix pour déterminer les autres
modeles détaillés, est obtenue a partir du modele M D4 (voir graphique 4.8 en page 55) :

ATz = mazxy (mazq (Typ,)) — ming (ming (Typ,)) = 36.45K (4.2)

Un second modele élément fini, noté M Dp utilise les parametres des solveurs du modele M D 4 avec
un maillage plus grossier. Ce modele est tel que €4p maqe s0it inférieur & 1% de AT, avec :

€AB,max = Mmazs (mazq (abs (Tvpy — Tvpa))) (4.3)

Le maillage du modele M Dpg sera qualifié d’adapté car il assure une précision acceptable sans étre
pour autant excessivement fin. Ce maillage sera ainsi utilisé pour la suite de I’étude. Le champ de
température Thsp, de ce modele servira de référence pour déterminer la précision des différents modeles
réduits.

Un troisieme modele élément fini, noté M D¢ utilise le maillage du modele M D avec des parametres
de solveurs tels que €pc, maqq s0it inférieur & 1% de AT, avec :

€BCmax = max; (mazq (abs (Tvpe — Tvpg))) (4.4)

Le temps de calcul du modele M D¢ servira de référence pour déterminer la rapidité de la méthode
modale.

Le graphique 4.3 donne une vue synthétique des informations sur les modeles éléments finis utilisés.

2MD étant I’abréviation de modele détaillé. La racine des modeles modaux sera MR (modgle réduit)
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\
\
l STt T o0 > MR
| l \
| | |
| | | Comparaison
' | w du temps de
] i ] calcul
\ ‘ \
MD 4 ; MDpg ; MD¢

\ \
\ \
\ \

Maillage «—— trés fin -~ adapté >

Critere du . .
solveur «————— tres contraignant > adapté ——»
temporel
Critere du N . ,
solveur «——— tres contraignant e adapté ———»
matriciel

F1G. 4.3 — Résumé des modeles éléments finis utilisés

Les éléments finis utilisés sont des éléments P!, le schéma temporel est un schéma du premier ordre
implicite avec un pas de temps variable. La résolution a chaque pas de temps du systeme matriciel
est effectuée par lalgorithme du gradient conjugué préconditionné par la diagonale [28]. Le critere de
convergence egc s effectue sur la norme du résidu :

x est solution de Ax = B si: ||B — Ax||2 < egc (4.5)

Le solveur étant a pas de temps variable, il faut utiliser un (ou des) critere(s) pour contréler le pas
de temps. La figure 4.4 illustre la gestion du pas de temps. Cette gestion est basée sur le maximum
de évolution du vecteur représentant le champ de température lors du pas de temps courant (i) :
€l — ||Tz‘+1 _ Ti”oo'

Si cet écart de température €' est supérieur au critére €,,q, alors le pas de temps d; est divisé par un
facteur choisi finqee > 1, et le calcul est repris a partir du temps initial de ’étape soit t*. Cela permet

d’assurer une bonne prise en compte des dynamiques rapides.

Sinon, le calcul passe a 1’étape suivante. Dans ce cas, le pas de temps est éventuellement augmenté
par multiplication par un facteur choisi fy,;, > 1 si I’écart de température €' est inférieur au critere

€Emin -

De plus, il faut éviter une erreur trop importante dans la prise en compte de I’hystérésis du coeflicient
de convection. Une localisation temporelle du changement de valeur de h(Ty4) est alors effectuée par
interpolation linéaire. Soit Teonsigne 1a température pour laquelle se produit 'hystérésis (40°C' ou 55°C,
voir figure 4.2). Teonsigne €St compris entre Tj‘ a Tfl. Soit a le parametre d’interpolation :

Tconsigne - TA
A A

La nouvelle valeur de 1 est égale & t' + a x 0! et la nouvelle valeur de T*t! est égale & T? + « *
(TiJrl _ T’L)

o1
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t0=0;6t9=6tg; TO=Ty;:i=0

1 est incrémenté

Ecriture du systeme matriciel

Calcul de Ti+! 6t" est divisé par fraz

Stitl — g Calcul de €' = [|T*T! — T| o
. ) ) N

St = 6t % frin € < €mas ! on

Non Oui Oui

€ > €min ? h(T4) change de valeur ?

Non Oui

A a:§ﬂ§%£¥£
Iy

=t a %]
T +a* (TiJrl _ Tz) — il

Non

i1
et > tmaz 7

Oui

Fin

F1G. 4.4 — Schéma général du pas de temps variable pour les modeles détaillés
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II.1. Recherche d’un modéle de référence : modele M Dy

D’apres ce qui a déja été dit, le modele détaillé M D 4 est un modele tres précis qui sert de référence
pour le processus visant a déterminer les deux modeles détaillés utilisés par I’étude modale : M Dp et
MDc¢.

Il n’est pas possible de prévoir a l'avance les parametres (taille de maillage, critéres des solveurs
matriciel et temporel) qui vont définir le modele M D 4. La recherche du modele M D 4 sera donc itérative.

Les itérations portent sur le maillage et sur les parametres des solveurs. Les facteurs fyin €t fiaz ,
qui définissent 1’évolution du pas de temps de calcul, sont fixés de maniere semi-arbitraire aux valeurs
suivantes : fiin = 1.2 et fihae = 2.

Le processus itératif sépare le maillage et les parametres de solveur. Une série de modeles M D 4,
est construite, ces modeles utilisent des maillages de plus en plus fins. Le maillage du modele M D4,
comporte 5800 nceuds. Le maillage est raffiné géométriquement avec un facteur multiplicatif sur le
nombre de nceuds proche de 1.3.

Les parametres des solveurs de chacun des modeles M D 4, sont recherchés de maniere itérative. Pour
chaque modele M D 4,, une série de modeles M D 4, ; utilisant des parameétres de plus en plus contrai-
gnants et le maillage du modele M Dy, est construite. La modification des criteres est géométrique :

e soit le couple (€min, €maz), qui caractérise I’évolution de champ de température
entre deux pas de temps, est divisé par un facteur 1.5

e soit ege, qui est le critere de convergence du solveur matriciel, est divisé par un
facteur 10.

Par défaut c’est le couple (€min, €maz) qui est diminué. ege n’est modifié qu'une fois que I'influence du
couple (€min, €maz) est devenue suffisamment faible (€4, ;_, 4, ;,maz < 0.01K). Si egc est modifié alors il
est vérifié que la diminution (€min, Emaz) n'entraine pas €A; ;_1A; ;maz = 0.01K, le processus est répété
si ce n’est pas le cas.

Cette recherche itérative nécessite donc deux criteres d’arrét. Le premier critere porte sur les modeles
M Dy, ; associés au modele M D 4,. Les parametres du modele M D 4, sont fixés a la valeur du modele
MD4, ; des lors que €4, ;_; A, ; max €5t inférieur a 0.01K avec :

€A; 1A, maz = AT} (maxQ (abs (TMDA”- — TMDAI»’]‘71 ))) (4.7)

Le second critere d’arrét porte sur les modeles M D 4,. Le raffinement du maillage est arrété lorsque
€A, 1 A;,maz €st inférieur a 0.01K avec :

€A; 1A, maz = ATy (maxQ (abs (TMDAi - TMDAFI))) (4.8)

Le modele M D4 retenu est alors identifié au dernier modele M Dy, ce qui donne les parametres
suivants :

Parametre Unité | Valeur
Nombre de neceuds - 28008
eac - 10~12
€maz K 0.002
Jmaz - 2
€min K 0.0005
Jmin - 1.2

TAB. 4.2 — Parametres du modele M D 4
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Les valeurs obtenues (tableau 4.2) pour le modele M D 4 sont inhabituellement faibles. Ceci s’explique

par la forme particuliére de la loi de contréle du ventilateur.

Considérons ’équation différentielle suivante :
(4.9)

?é(O) =0
{ 9 _ i) - y()

dx

Ou la fonction f présente un hystérésis :

f

A

1

0.8

0.2

Fi1G. 4.5 — Hystérésis de la fonction f

L’équation différentielle 4.9 est résolue par un schéma aux différences finies avec un pas ¢, constant,
et une localisation du saut de I’hystérésis. Les 4 courbes de la figure 4.6 montrent 'effet du pas
de discrétisation dx sur le résultat du calcul : un faible décalage temporel entraine un fort écart de

température.
T
u(z) 5, = 0.05 o 5,=02
,,,,,, 5, =0.1 — — 0, =04
0.67 + \ \
/ / o\ g e

% / \\ \ \ 0 /\\ \/ \ y

7/ r 7 /

/ oA /

VAN

0.5+
4 )
N AV,
\ /
o/ \ /
VRNZAY

0.33

T

0.17

F1G. 4.6 — Effet du pas de discrétisation dzx sur le résultat calculé par différences finies de 4.9

Pour mémoire, le pas de discrétisation ¢, est beaucoup moins pénalisant pour une équation différentielle
(4.10)

W) _ 6501+ cos(a)) - y(a)

dx

plus classique :
{ y(0) ): 0
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L’équation différentielle 4.10 est résolue par un schéma aux différences finies avec un pas J,, constant :

X
y(ﬂ) - §,=0.05 — - = §,=0.2
,,,,,, 5, =0.1 — —0,=04
0.67 1 ~
A
A\
0.5+ _ / \
2 =X N
4y — \\ /
// N\
0.33 /// h N\ 4 A
1 N J
A\ Vi
017 T N //
| | | | | | | | | =
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fi1G. 4.7 — Effet du pas de discrétisation dzx sur le résultat calculé par différences finies de 4.10

Le modele M D4 défini par les parametres du tableau 4.2 sert de référence pour déterminer les

modeles M Dp et M D¢. La précision attendue est alors exprimée par rapport a 'amplitude thermique
maximale AT,,q, (équation 4.2) :

60
55+ / G // / ) G 4 ) /
7 y / fy y a y /
y 1 // i 4 4 ’ 4 /
50k // 1 // /1 ’ / // ’ // ’” // r // / // /1 // 1
8 I //I Iy // // “ | //: I /”\ I //“ // // '\ o) ,/'
45 ) v J. S Iy L I | I A SRV Py // N ll’
(0] P! o 1) | | | A || SRV o
e R I ; I SAVE
> - W oo o ‘l / ! LI Wy 1 !
..c_u, 40+ / ’ // |/ , \' , ity v/ 1 |.« ) 1' , f
; /
5 ,/ \\ , | // | // “ /’ ‘\ // .1 ) \ /’ | // ' AT ez
o - , Y y I 1 1 n ’
€ 35t/ ! ) { v u i Y . E
@ I
= I
J!
30 | —— T max processeur
: - - - T min processeur
25 -- T max radiateur
/ T min radiateur
20 | | I I
0 200 400 600 800 1000

Temps (S)

Fi1G. 4.8 — Evolutions thermiques maximales et minimales dans le processeur et dans le radiateur
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I1.2. Recherche d’un modele a maillage adapté : modele M Dpg

Le modele M Dp sert a déterminer un maillage adapté au probleme physique. Le critére retenu
est €AB mazr < 0.01 % AT}, (voir 4.2 et 4.3). M Dp est recherché de maniere itérative & partir de la
connaissance de M D 4. Les parametres des solveurs matriciels et temporels sont inchangés par rapport
au modele M D 4. La recherche ne porte alors que sur le maillage.

Aprés une étude complete, le maillage retenu comporte N = 1911 nceuds dans le processeur et
N®@ = 8561 noeuds dans le radiateur. La dimension du modeéle détaillé M Dg est done N = ND 4N @) =

10472.

11.3. Recherche d’un modele adapté : modele M D¢

Le modele M D¢ utilise le maillage du modele M D g, mais les parametres des solveurs sont ajustés
de maniere & obtenir le temps de calcul le plus faible possible. Il est imposé au modele M D¢ de vérifier
la condition suivante : €gc maz < 0.01 % AT,q, (voir 4.2 et 4.4). M D¢ est aussi recherché de maniere

itérative.

Les parametres obtenus pour le modele M D¢ sont présentés dans le tableau 4.3.

Parametre Unité | Valeur
Nombre de noeuds | 10472
€Ge - 1078
€max K 0.006
fmaz - 2
€min K 0.003
Smin - 1.2

TaB. 4.3 — Parametres du modele M D¢
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I1.4. Bilan sur les différents modeéles détaillés

Les différents modeles sont résumés par cette figure :

\
\
l STt T o0 > MR
\ | \
; i ; Comparaison
| | | du temps de
] i ] calcul
\ : \
MD 4 ; »MDp ; » M D¢
\ \
\ \
\ \
Maillage «—— 28008 noeuds > 10472 noeuds >
Critere du
solveur 0.002K > 0.006K ———
temporel
Critere du
solveur <+ le 12 > le® ——»
matriciel

F1G. 4.9 — Bilan sur les modeles détaillés de 1’étude 2D

Les temps de calculs des différents modeles sont : Tcpy,mp, = 332317s, Tepu,mp, = 48673s et
TCPU,MDC = 16408s.

L’objectif est désormais de trouver un modele réduit (M R) qui présente un écart €pr maq inférieur
a 1% de AT, avec un temps de calcul trés inférieur & Topy mpe - L'écart €pr mar étant défini par :

€BR,maz = mazy (mazq (abs (Trir — Tvupy))) (4.11)
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III. Recherche des bases modales locales

Une base de branche locale est formée par ’ensemble des solutions du probléme de branche (équations
E.3 et E.4). L’écriture d’une formulation variationnelle (E.14) du probléme de branche permet d’utiliser
les éléments finis pour calculer les modes. Le probleme de branche devient alors un probleme matriciel
aux valeurs propres généralisé (E.52). Ce probleme matriciel est alors résolu en utilisant le code ARPACK
[47] suivant la démarche présentée en figure E.2.

Il y a deux bases de branche locales : la base de branche du processeur et la base de branche du
radiateur.

Les nombres de Steklov (¢) utilisés pour le calcul des bases de branche locales correspondent aux
choix par défaut donnés par E.22.

Les maillages utilisés pour le calcul des modes sont formés a partir du maillage utilisé pour les
modeles M Dp et M D¢. Le maillage du processeur comporte donc N1 = 1911 nceuds tandis que celui
du radiateur comporte N = 8561 nceuds. Les bases de branche discrétes comporteront done N
modes pour le processeur et N2 modes pour le radiateur.

Les modes les plus importants sont usuellement ceux de constante de temps les plus élevées. Cette
regle est approximative, elle est cependant acceptable la plupart du temps car les exceptions sont rela-
tivement peu fréquentes : sources impulsionnelles, ... Il semble alors intéressant de ne calculer que les
]\Nféq) premiers modes de branche (triés par ordre de constante de temps décroissante), ce qui revient a
pratiquer une troncature de Marshall [31].

Le code ARPACK servant a calculer les modes permet justement d’effectuer une telle troncature en
calculant les modes dans I'ordre décroissant des constantes de temps.

Il n’existe pas de critere a priori permettant d’assurer que le nombre de modes calculé est suffisant
pour atteindre une précision donnée. Cependant dans le cas présent, une solution de référence (modele
MDpg) est connue.

Il est alors possible d’étudier a posteriori erreur de décomposition par projection® du champ Th/p,,
dans la base. Ce point est traité dans les deux pages suivantes.

La décomposabilité dans la base tronquée est uniquement « un indicateur ». En effet ’écart obtenu
par simulation est différent de I’écart obtenu par projection au sens de 'opérateur Cj, :

e [’écart obtenu par simulation peut étre plus faible que I’écart obtenu par projec-
tion, en effet la projection au sens de l'opérateur C, ne donne pas les états qui
minimiseraient I’écart.

e L’inverse est aussi possible car les données utilisées sont celles spécifiées par 1'uti-
lisateur (voir parametre Nyq., en page 50). Le champ de température sauvegardé
donne une vision globale du systeme physique au cours du temps, mais les transi-
toires rapides sont potentiellement écartés. Si ces transitoires sont mal représentés
par la base modale alors un biais sera introduit lors de la simulation.

3au sens de l'opérateur Cyp, voir E.44
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II1.1. Cas du processeur

Les J\Nfél) = 1750 premiers modes sont calculés pour le processeur. La matrice des températures
sauvegardées pour ce domaine est notée ']I‘%?DB, elle comporte N @ lignes et Ngquy colonnes. Les états de
la décomposition modale tronquée (car ]\Nfél) <N (1)) sont déterminés grace a l'opérateur Cél) discrétisé
(opérateur matriciel (Cl(jl)) :

& t 1) (1
XO = 'vOcOTR, (4.12)

Ot V() est la matrice des modes tronqués du processeur (Q(l)), elle comporte N lignes et Nél)
colonnes.

La matrice des températures obtenue avec les n premiers modes est alors telle que :

TM (i, ) = Zi}(l)(i, k)« X (k, 5) (4.13)
k=1

L’écart maximum entre 'f[VFS}) et 'H‘S\?DB est Eg\i[)DB o

65\14)1)37" = MaTiigne (maxcolonne (abs ('ﬁ'g) - T%})DB))) (4.14)

0 50 100 150 200 250 300 350
Nombre n de modes de branche utilisés

F1G. 4.10 — Erreur de projection pour le processeur

Au sens de lopérateur C;l) et dans le cas du processeur, il apparait que les 50 premiers modes

permettent d’assurer une tres bonne décomposabilité du champ thermique de référence ('H‘%?DB ). €EMDp.n

est inférieur & 103K des que n > 312.
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II1.2. Cas du radiateur

Les Néz) = 5000 premiers modes sont calculés pour le radiateur. La matrice des températures
sauvegardées pour ce domaine est notée ']I‘ES)DB, elle comporte N @) lignes et Ngquy colonnes. Les états de

la décomposition modale tronquée (car ]\~](§2) <N (2)) sont déterminés grace a l'opérateur 6152) discrétisé

(opérateur matriciel (Cl(f)) :

& t 2)rm(2
X® = vOCHTY, (4.15)

Ot V@ est la matrice des modes tronqués du radiateur (9(2)), elle comporte N lignes et Néz)
colonnes.

La matrice des températures obtenue avec les n premiers modes est alors telle que :

T, 5) = > VA6, k) « X (k, 5) (4.16)
k=1

L’écart maximum entre 'ﬁ?) et ’I['g?DB est 65\2/[)[,3 o

eg\i)DBf’l = MaTiigne (maxcol(mne (abs (ﬁ'g) - ’ﬂ\?DB))) (4.17)
10° :
-1
g 10 7+ E
c
[31]
-0
v
w
1072} :
10_3 L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000

Nombre n de modes de branche utilisés

FiG. 4.11 — Erreur de projection pour le radiateur

Au sens de l'opérateur CZEQ) et dans le cas du radiateur, il apparait qu’il faut considérer plus de modes
de branche que pour le processeur, 1500 modes seront nécessaires pour assurer une bonne décomposabilité

du champ thermique de référence (’IF%?DB) . On obtient €prp, 5000 = 1.2 % 1073K.

Les bases modales qui ont été déterminées (pour le processeur et pour le radiateur) peuvent donc
décomposer les champs obtenus par le modele M Dp. 11 parait alors raisonnable de considérer qu’elles
sont suffisantes pour ’étude qui va suivre.
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IV. Réduction de la base de branche structurée et étude a pos-
teriort du parametre 3 de la fonctionnelle de saut de flux

Les bases de branche locales ont été déterminées, il est théoriquement possible de les utiliser direc-
tement dans un modele réduit.

En pratique le nombre de modes doit rester faible (compris entre 3 et 500), & cause de "augmentation
du temps de calcul (et de la mémoire nécessaire) avec le nombre de modes. Il faut donc réduire les bases
modales locales.

Parmis les différentes méthodes de réduction, la méthode de ’amalgame modal découplé* a montré
sa performance. Elle est basée sur un probleme linéaire et elle néglige les couplages entre modes. Avec
ces approximations, la procédure d’amalgame s’effectue en quelques secondes.

Dans des applications mono-corps, il est relativement facile de choisir le cas test d’amalgame. Une
difficulté supplémentaire apparait en multi-corps pour le choix de la condition relative & l'interface de
couplage.

Mais les résultats de la méthode modale proposée ne dépendent pas uniquement des bases modales,
ils dépendent aussi du parametre 3 de la fonctionnelle de saut de flux.

Une étude a trois jeux de parametres est ainsi menée :
e les parametres d’amalgame du processeur.
e les parametres d’amalgame du radiateur.
e le parametre § de la fonctionnelle de saut de flux.
La suite de cette section va commencer par la présentation du solveur modal. Ensuite les cas test

envisagés seront présentés, 'expérimentation numérique sera alors menée. La section se terminera par
une breve conclusion sur les résultats de 'analyse a posteriori des résultats.

4L’amalgame modal découplé a fait 1'objet de 1’article [43] et est présenté dans ’annexe F
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IV.1. Présentation du solveur modal

Le solveur modal n’est pas fondamentalement différent du solveur éléments finis. Cependant il est
nécessite beaucoup plus de lignes de code c++ que le solveur éléments finis. Le nombre de lignes de code
passe en effet de 800 lignes & 2200 lignes. Ceci est parfaitement compréhensible si I’on rappelle que le
solveur éléments finis est contenu dans le solveur modal et qu’il faut un grand nombre de compléments :
passage de 'espace des températures a ’espace modal (et vice-versa), criteres des solveurs plus com-
plexes, écriture de la fonctionnelle de saut de flux.

Le vecteur d’état initial est créé par projection du vecteur des températures dans l’espace modal, au
sens de Cp, (voir équation F.59) dans chaque sous domaine.

L’équation 3.48 est traduite sous forme matricielle. Le systéme matriciel est carré de dimension
N = Nl(l) + N1(2), avec Nl(l) le nombre de modes réduits du processeur et N1(2) le nombre de modes

réduits du radiateur. Dans la suite de I'étude N varie de 20 & 160.

Le systeme matriciel est donc de petite taille comparativement au systeme matriciel obtenu par la
méthode des éléments finis (dimension N = 10472). 1l est alors résolu par une méthode adaptée aux
problémes matriciels de petite taille : la méthode LD'IL [29].

Le choix des criteres dans l'espace physique est relativement naturel, il est par contre problé-
matique dans I’espace modal. Différents criteres ont été codés, le critere qui donne le meilleur compromis
précision/temps de calcul est le suivant :

o l'utilisateur définit un certain nombre de points d’observation M; dans le domaine
physique €.

e a chaque pas de temps, la température de ces points Ty, est calculée a partir des
états.

e un calcul partiel d’écart de température entre deux pas de temps est effectué a
partir des Ty .

e les criteres du modele M Dp sont alors appliqués.

Le critere du solveur modal est donc situé dans l'espace physique des températures. Il est partiel car la
reconstruction du champ de température sur ’ensemble du domaine a chaque pas de temps nécessiterait
trop de temps de calcul.

La matrice des températures est créée a la fin du calcul par recombinaison modale.

Remarques sur le schéma général de la page suivante :

e Le vecteur d’état initial est créé a ’aide la formule E.43 (voir page 134).

e La matrice des températures sauvegardées (T) est construite apres le solveur tem-
porel par recombinaison modale (grace & la matrice des états sauvegardés (X)).

62



CHAPITRE 4. PRATIQUE DU COUPLAGE PAR CONDUCTION EN 2D

t0=0;6t"=6tg; TO=Ty:i=0

!

Création de X° & partir de T

1 est incrémenté

Ecriture du systeme matriciel

5ti+1

= §tt

}

Calcul de Xit1

}

Calcul des Ty,

}
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Non
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FiG. 4.12 — Schéma général du pas de temps variable pour les modeles réduits
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IV.2. Présentation des cas tests

Les bases de branche sont réduites par corps avant d’étre étendues sur le domaine complet. La
procédure d’amalgame est basée sur un cas test (un par corps) qu’il faut définir. La méthode implique
que chaque cas test soit aussi proche que possible du probleme réel, tout en étant linéaire et indépendant
du cas test de 'autre corps. Les cas tests ne peuvent donc pas reproduire la spécificité du couplage
entre deux domaines. On choisit alors de tester différents choix a ’aide de simulations numériques. La
condition de contact est remplacée par une condition convective, mais avec un coefficient de convection
trés grand (par rapport aux coefficients de convection habituels). L’influence réelle de cette condition ne
pouvant étre déterminée que numériquement, plusieurs cas tests sont envisagés et une étude numérique
est ensuite menée pour chaque cas test.

IV.2.1. Cas tests du processeur

Le cas test du processeur est le suivant :

oTMm
W LT (O (7O (1)
VM e QM) D~ div (k0¥ (1)) 4 (4.18)
VM el —kVY (T<1>) on® = hey (T<1> - Teql) (4.19)
VM e 90O\ T, - kDY (T<1>) on) =0 (4.20)
vM e QY TW(M,0) = Ty(M) (4.21)

Les valeurs de ¢V, kW 7(1) et de To(l) sont celles du probleme physique. Le plan de symétrie et la
frontiere adiabatique sont prises en compte par un flux nul. La condition de contact avec le radiateur est
remplacée par une condition de convection (de coefficient heq1 fixe) avec un fluide dont la température
Teq1 est fixe.

iPlan de symétrie
|

: Tamb \
i h(T'a)
heql
Teql
,,,,,,,,,,i,e,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
| RTC
i

7 Z Wy

Fia. 4.13 — Cas test proposé pour le processeur

La condition de convection est censée étre représentative du radiateur. La température T,q; est alors
choisie égale a celle de 'ambiance T,p. Il reste alors le choix du coefficient de convection.

64



CHAPITRE 4. PRATIQUE DU COUPLAGE PAR CONDUCTION EN 2D

Un ordre de grandeur pour heq1 est donné par ’analogie des résistances thermiques en série :

1

heql

= Reqi = RTC + R. + R, (4.22)

Ou :
e RTC désigne la résistance thermique de contact
e R, désigne la résistance apportée par 1’épaisseur e du matériau qui est de l'ordre
de grandeur de T
e R, désisgne la résistance apportée par la convection thermique avec l'effet d’ailette.
s

o =
SF12 hmaz
convection maximal.

en considérant une efficacité d’ailette unitaire et le coefficient de

Ainsi un ordre de grandeur de heq; est :

1

Beqr = ~ 1000W.m 2. K ! (4.23)

e SF 1
RTC+ — 2
+ k + SF12 hmaz

Si le choix heq1 = 1000W.m™2. K ~! semble raisonnable, il parait intéressant de tester le choix suivant :

heqi = RTC (40000W.m~2.K~1). Enfin une troisieme valeur intermédiaire est arbitrairement choisie :
heqr = 10000W.m~=2. K1

IV.2.2. Cas tests du radiateur

La démarche est liée a celle du processeur, le cas test du radiateur est alors :

VM € Q® c<2>6g—f) = div (k@)z (T<2>)) (4.24)
VM el —k?V (T<2>) o n® = hey (T<2> - Tqu) (4.25)
VM eT, —k®v (T<2>) en® =y (T<2> - Tamb) (4.26)
VM € 90® \ (T, UT,) — kY T<2>) on® =0 (4.27)
YM € Q@ T (M, 0) = Ty(M) (4.28)

Les valeurs de ¢ k() et de Té2) sont celles du probleme physique. Le plan de symétrie et la frontiere
adiabatique sont prises en compte par un flux nul. La condition sur la frontiere convective est rendue
fixe (I’hystérésis est supprimé), le coefficient de convection est alors hgmp = 60W.m 2. K 1.

La condition de contact avec le processeur est remplacée par une condition de convection (de coeffi-
cient heqo fixe) avec un fluide dont la température T, est fixe. Les valeurs de heqo qui seront considérées
sont celles prises pour heq1. De maniere arbitraire Teq2 prend la valeur suivante : Tpgo = 40°C
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iPlan de symétrie
|

| Tomb

i hamp

| N

RTC s
| T
z V )

F1G. 4.14 — Cas test proposé pour le radiateur

IV.2.3. Les trois jeux de cas tests

Finalement trois cas test vont étre analysés, leurs parametres respectifs sont résumés dans le tableau

suivant :

Cas test heqt heg2 Teqr | Teg2
Wm2. K~ ! | Wm2 K 1| °C °C

1 1000 1000 20 40
2 10000 10000 20 40
3 40000 40000 20 40

TAB. 4.4 — Parametres des cas tests étudiés

IV.3. Effet du cas test

Les cas tests sont désormais figés, il faut désormais effectuer des simulations numériques pour
déterminer 'effet du cas test sur les résultats obtenus en fonction du nombre de modes conservés et de
la valeur du coefficient § de la fonctionnelle de saut de flux.

Dans un soucis de concision, les résultats vont étre présentés pour deux ordres de réduction : N =20
et N = 160. Dans chaque cas, le nombre de modes réduits est le méme pour chaque sous-domaine (donc

NV =N® =10 ou N = N = 80).
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IV.3.1. Résultats avec N = 20 (Nl(l) = N1(2) =

10)

L’écart® entre le modele détaillé M Dg et le modele réduit M R est noté €BR,maz

€BR,maz = Mazs (maxq (abs (Tvr — Tvpg))) (4.29)

Les résultats sont présentés en pourcentage de ’évolution thermique maximale AT},q, = 36.45K
(voir equation 4.2 et figure 4.8).

Les différentes simulations montrent que €gr man D€ varie pas de maniere significative lorsque 3 varie
de 0 & 1077, Une échelle logarithmique en 3 est alors utilisée sur Pintervalle [10~7,1073] :

45
R
40} e K
V- V—— - T /
- v
35+ ,
_ 30r | —=— Castest1 )/ 1
X -8~ Castest 2 )
Vé 25¢ —v- Cas test 3 J/ 1
€
E |
m
w
0—7 “‘1—6 “‘1—5 “‘1—4 - -3
10 10 10 10 10

FIG. 4.15 — Effet du cas test avec N = 20

L’analyse des résultats du graphique 4.15 montre que :

Les cas tests 1 et 2 donnent des résultats voisins qui sont meilleurs que ceux du
cas test 3.

Le cas test 3 ne permet pas d’obtenir un écart inférieur & 35% alors qu’avec les
deux autres cas test un écart inférieur a 10% est obtenu. Le choix du cas test est
donc important si N = 20.

L’introduction d’une fonctionnelle de saut de flux permet effectivement d’améliorer
les résultats. Il existe un optimum au parametre 3 et une valeur trop importante
de ce parametre dégrade fortement les résulats.

Le minimum obtenu pour €ggr maqe €st sensiblement le méme pour chacun des cas
tests 1 et 2, cependant la valeur optimale de (8 est fonction du cas test.

Pour N = 20, l'introduction de la fonctionnelle de saut de flux ne permet pas de
réduire ’écart d’un facteur supérieur a 2.

Le temps nécessaire a la simulation d’un modele réduit est dans tous les cas
supérieur a 23.4s et inférieur a 24.3s. Il est donc trés faiblement dépendant du
cas test et de la valeur de .

511 s’agit ici d’un rappel de la définition 4.11 donnée en page 57
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IV.3.2. Résultats avec N = 160 (Nl(l) = N1(2) = 80)

L’ordre du modele réduit est augmenté, il passe de 20 & 160. Comme dans le cas ou N = 20, €BR,max
ne varie pas de maniere significative lorsque 3 varie de 0 & 10~7. Une échelle logarithmique en 3 est
alors utilisée sur I'intervalle [1077,1071] :

25

—— Castest 1
-8- Castest?2
-v-- Castest 3 /

207

FIG. 4.16 — Effet du cas test avec N = 160

L’analyse des résultats du graphique 4.16 montre que :

e Les résultats sont peu influencés par le cas test choisi.

e [’augmentation de la taille du modele réduit de 20 a 160 n’améliore pas les
résultats s’il n’y a pas de fonctionnelle de saut de flux.

e L’introduction de la fonctionnelle de saut de flux permet d’améliorer de maniere
importante les résultats. Pour chacun des cas tests €pr,mas passe sous la barre
des 1% (ce qui correspond au cas du modele détaillé M D¢).

e Le temps nécessaire a la simulation d’un modele réduit est, de nouveau, tres faible-
ment dépendant du cas test et de la valeur de 3, dans tous les cas il est supérieur
a 198.1s et inférieur a 200s.

e Avec un choix optimal de (3, il est possible d’obtenir une précision meilleure que
celle du modele détaillé M De avec un temps de simulation 82 fois plus faible
(rappel : Tepu,mp., = 16408s voir page 57).
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IV.4. Conclusion sur la réduction de la base

De tres nombreuses simulations numériques ont étés menées. Les résultats des deux pages précédentes
sont confirmés :

e [’augmentation de l'ordre du modele réduit ne permet pas de réduire 1’écart
€BR,maz Sl N’y a pas de fonctionnelle de saut de flux.

e Le temps de simulation du modele réduit est tres faiblement modifié par ’'intro-
duction d’une fonctionnelle de saut de flux ou par un changement de cas test.

e Lorsque l'ordre du modele réduit est suffisamment important pour obtenir un
résultat précis, le choix du cas test n’est pas primordial. Pour un modele réduit
d’ordre faible il est préférable d’éviter le cas test 3 qui correspond & un cas test
extreme.

e Il existe une valeur optimale pour le parametre (3, cette valeur dépend de 'ordre de
réduction et dépend du cas test. Dans certains cas, I’écart entre le modele détaillé
et le modele réduit (epr,mas) augmente avant de diminuer (voir graphique 4.17
page 71).

e La précision du modele détaillé M Do peut étre obtenue avec un temps de calcul
82 fois plus faible.

La réduction de la base de branche structurée ne présente donc pas de grande difficultée. L’intro-
duction d’une fonctionnelle de saut de flux est pleinement justifiée par les résultats obtenus. Il reste
cependant une difficultée de taille : le choix de la valeur du parametre 3.

V. Choix a priori du parametre § de la fonctionnelle de saut de
flux

L’étude a posteriori des résultats montre qu’il existe une valeur optimale du parametre 3. Cette
valeur est fonction du cas test utilisé pour I'amalgame et de l'ordre du modele réduit. Aucune loi
permettant de choisir la valeur de 8 ne semble se dégager & partir des données obtenues en étudiant
Pécart €pr masz- Alnsi, pour I'instant, il faut connaitre une solution de référence pour pouvoir déterminer
la valeur optimale du parametre (3.

Or T'utilisateur ne désire pas effectuer de longs calculs pour déterminer la valeur optimale de g3, il
désire déterminer rapidement le champ thermique au cours du temps & l’aide de la méthode modale. A
défaut, un « indicateur » pour la détermination du parametre 3 a donc été recherché. Le seul indicateur
ayant donné satisfaction pour tous les modeles réduits (ordre et cas test) est celui qui va étre présenté.

Une famille de modeles réduits est construite a partir d'un méme modele réduit qui ne comporte
pas de fonctionnelle de saut de flux. Les différents modeles réduits ne different que par la valeur du
parametre [ de la fonctionnelle de saut de flux. A chaque modele modal (repéré par la valeur du
parametre 8 puisqu’il n’y a pas d’ambiguité) est associé un nombre v(3). Ce nombre est défini par :

(4.30)

19 = s (20

otn

La détermination de v pour une valeur de 3 nécessite donc de simuler le modéle modal correspondant,
puis de déterminer pour ce modele le maximum, sur les n itérations du calcul, du ratio entre :

e la norme de I’évolution du vecteur d’état lors de I'itération n : || X" — X7||,
e le pas de temps 0t™ utilisé pour I'itération n.

La détermination de v pour une valeur de § s’effectue donc sans la connaissance de la solution de
référence.
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Il est possible de tracer la courbe de « en fonction de [, le point intéressant est le suivant :

La fonction (/) présente un minimum pour une valeur de 8 proche de celle qui minimise
Pécart €prmaz- 11 est ainsi possible d’indiquer le meilleur modele réduit (i.e celui qui
minimise €gg mas) d’une famille de modeles réduits en tragant la courbe ~(3) pour cette
famille.

La valeur optimale du parametre 5 n’est donc pas prédite a ’avance, mais elle est indiquée grace a
I’étude de la fonction v(53).

En pratique, la courbe de v(3) est relativement plate et ne varie que faiblement, ainsi la courbe
tracée sera celle de la fonction « normalisée (i.e qui varie entre 0 et 1) » v*(3) définie par :

o (B) — ming((8)
V) = s () — mins () (4.31)

Le graphique 4.17 est établi a posteriori avec la connaissance d’une solution de référence. Au contraire
le graphique 4.18 est établi sans ['usage d’une solution de référence.

Pour une méme réduction, le minimum de la courbe de v*(8) indique bien le minimum de €gr maz-

VI. Conclusion sur la méthode de couplage en 2D

La démarche de couplage proposée permet d’obtenir un bon compromis précision/temps de calcul.
Si la précision recherchée est faible alors un modele réduit utilisant un faible nombre de modes sans
fonctionnelle de saut de flux est utilisable. L’augmentation du nombre de modes utilisés n’augmente
pas la précision des résultats en l'absence d’une fonctionnelle de saut de flux. L’introduction de la
fonctionnelle de saut de flux avec une valeur adaptée du parametre § améliore la précision les résultats
sans augmenter le temps de calcul. L’étude de la fonction v* permet d’indiquer la valeur optimale de 3.

Note complémentaire sur les temps de calcul :

e Le calcul de la base de branche est assez long mais est effectué une fois pour toutes,
le temps de calcul pour 'exemple 2D est de 891s pour le radiateur, 59s pour le
processeur. La démarche sera ainsi plus intéressante si on doit effectuer une série
importante de simulations.

e La procédure de 'amalgame modal découplé est tres rapide de l'ordre de la se-
conde.

e La création de la matrice des températures a partir de la matrice des états dépend
du nombre d’instants sauvegardés. Dans le cas présent avec 1000 sauvegardes, il
faut environ 3s.
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L’application développée dans ce chapitre correspond a la principale problématique qui avait initié
cette étude de couplage par sous-structuration. Il s’agit de permettre une réduction performante d’un
modele détaillé de grande taille. Ces modeles sont difficiles a traiter avec la méthode modale de branche,
a cause de la quantité de mémoire qui est indispensable pour le calcul et I'utilisation de la base branche.
En effet la base de branche est définie sur I’ensemble du domaine et le nombre de modes nécessaires
augmente avec la complexité géométrique.

Ce chapitre présente ainsi une application de la technique de sous-structuration modale dans un cas
tridimensionnel pour lequel le modele détaillé comporte un grand nombre de noeuds.

Bien que le modele détaillé ne comporte pas de résistance thermique de contact (RT'C), le couplage
rend nécessaire 'introduction d’une fonctionnelle de saut de température pour compenser l'erreur liée
a la réduction des bases. Le coefficient de pondération de la fonctionnelle peut étre interprété comme
une RT'C, sa valeur étant évidemment faible. Au dela de l'objectif de validation du code C++4, on
souhaite voir si I'introduction de cette RT'C permet de contenir le saut de température dans des limites
raisonnables au niveau des surfaces de coupure.

La configuration choisie est inspirée d’une étude expérimentale menée au LMEE, dans laquelle la
méthode modale de branche est utilisée pour identifier, en temps réel et par mesure non intrusive, une
dissipation volumique de flux de chaleur [49].
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Le chapitre commence par présenter le systeme thermique étudié, ainsi que les résultats obtenus a
I’aide d’un modele détaillé, puis ceux d’un modele réduit mono-corps.

Une démarche de sous-structuration est alors proposée. Deux cas sont étudiés :

e Les maillages sont identiques au niveau des frontiéres de contact. Dans ce cas,
la fonctionnelle de saut de flux a peu d’influence sur les résultats. Les résultats
obtenus par analyse modale sous-structurée sont meilleurs que ceux obtenus par
analyse modale mono-corps.

e Les maillages ne sont pas identiques au niveau des frontieres de contact. Dans ce
cas, les opérateurs de projection introduisent une erreur de projection. Il apparait
alors que contrairement au cas précédent, les résultats des essais numériques sont
tres sensibles a la valeur du facteur de pondération de la fonctionnelle de saut
de flux. Un choix optimal permet alors d’obtenir des résultats proches de ceux
obtenus avec des maillages identiques sur les surfaces de contact.

I. Présentation des résultats de article [49]

Le probleme inverse de chaleur est mal posé au sens de Hadamard [40]. Il est possible de stabiliser
I'inversion en utilisant une méthode de régularisation®. La méthode des pas de temps futurs de Beck [6]
est utilisée conjointement avec la méthode modale classique dans les articles [5, 42] et avec la méthode
modale de branche dans I’article [49)].

Une base de branche mono-corps est utilisée dans 1article [49], des résultats satisfaisants en inver-
sion sont obtenus avec des bases réduites d’ordre compris entre 5 et 100. Cependant ’analyse directe
(présentée brievement dans I’article) n’est pas précise (écart maximum supérieur & 30K dans certaines
zones du systéme physique étudié).

I.1. Présentation du dispositif physique

Le dispositif physique est un bloc d’acier parallélépipedique (voir figure 5.5 en page 78) de base
carrée (9.8cm X 9.8¢m x 16.4c¢m). Deux canaux, de diametre égal & 2, 4cm, dédiés & un refroidissement
par huile ont étés creusés longitudinalement dans le bloc. Deux cartouches chauffantes cylindriques, de
diametre égal a 2cm et de hauteur égale a 6¢cm, sont placées verticalement dans le bloc. Les surfaces
extérieures sont isolées, exception faite des deux plus grandes surfaces du bloc qui sont peintes en noir
(voir figure 5.1).

La puissance dissipée dans chaque cartouche est commandée par un programme informatique. Une
caméra infrarouge (modele A40 de Flir) permet une acquisition du champ de température d’une des
deux faces peintes en noir. L’acquisition des données thermographiques est effectuée en temps réel grace
au port haut débit Firewire (Norme IEEE 1394). L’inversion s’effectue avec un décalage temporel imposé
par la méthode des pas de temps futurs. La détermination de la sollicitation a I'instant t;; s’effectuant
avec la connaissance des températures aux pas de temps futurs txy14, avec r compris entre 1 et nyqz
OU Nynaq est le nombre de pas de temps futurs. Un décalage temporel supplémentaire est 1ié au temps de
calcul de 'algorithme utilisé, cependant ce temps est faible (de 0.01s & 0.65s suivant la taille du modele
modal utilisé) devant le décalage imposé par les pas de temps futurs (10s de pas de temps & multiplier
par le nombre de pas de temps futurs).

Le synoptique général du banc expérimental est donné en figure 5.2. Des thermocouples permettent
de mesurer les températures suivantes :

e Températures de I’eau et de ’huile aux entrées et sorties de I’échangeur de chaleur.
e Température de I'huile a la sortie du bloc d’acier.

I Trois méthodes de régularisation sont classiques [40] : la régularisation par pénalisation (Tikhonov), la régularisation
par troncature de spectre, la méthode de spécification de fonction ou méthode des pas de temps futurs (Beck).
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F1c. 5.1 — Photographie du bloc lors d'une expérience
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FiG. 5.2 — Synoptique du dispositif expérimental
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1.2. Résultats de ’analyse modale directe

La détermination de la base modale est délicate, en effet la mémoire RAM de 2Go ne permet pas
de déterminer plus de 4000 modes?. La troncature de Marshall (voir page 140) qui est alors réalisée est
trop importante : les 4000 modes sont insuffisants pour permettre une bonne décomposition du champ
thermique au sens de Cp (voir page 59), des modes dominants pour cette décomposition n’ont donc
pas été calculés. Idéalement il faudrait pouvoir calculer les modes dans l'ordre de leur dominance (voir
Péquation F.2), mais en pratique les modes sont calculés dans 'ordre de leur valeur propre.

Les différents modeles réduits conduiront toujours au méme résulat : I’écart moyen (modal-éléments
finis) sur l'ensemble du domaine est faible, mais le maximum de 1’écart est toujours supérieur a 30K

meéme avec un modele réduit d’ordre 100. L’écart maximal est systématiquement observé au centre des
cartouches chauffantes, ce qui n’est pas étonnant :

e Les cartouches chauffantes sont moins diffusives que le bloc d’acier.

e Les méthodes modales font intervenir un produit scalaire qui apporte une pondération
par le volume. Les cartouches chauffantes sont donc moins prises en compte que
le bloc dont le volume est prépondérant.

e La sollicitation du systeme ('apport d’énergie par effet joule) est localisée dans
les cartouches chauffantes.

Si I’écart maximum reste toujours élevé, I'écart moyen diminue fortement (voir figure 5.3) avec
I'augmentation de I'ordre du modeéle réduit. L’écart moyen est défini par :

€moy = MOYtemps (moyvolumc (T — TNI)) . (5.1)

Avec T le champ de température du modele élément fini, et Tﬁl le champ de température du modele
réduit & I'ordre N .

€moy(K)
w

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
M

Fi1G. 5.3 — Résulats de ’analyse modale mono-corps en 3D.

2Le maillage comporte 23139 nceuds. La mémoire RAM disponible sur I'ordinateur, 2Go, impose alors le nombre de
modes. La détermination de la base a été particuliecrement laborieuse, la numérotation des nocuds a été spécifiquement
optimisée car le code permettant ’inversion est mono-corps. Cette optimisation ne sera pas reprise par la suite.
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Comme le montre la figure 5.3, ’écart moyen diminue brusquement avec le mode réduit numéro 9. La
méthode de Pamalgame modal découplé (voir annexe F) a été utilisée pour la réduction : le mode maitre
associé au 9eme mode réduit est le 143éme mode de branche. La figure 5.4, présente quatre tranches du
143¢me mode de branche. Ce mode est localisé® en grande partie sur le centre des cartouches, ce qui
explique naturellement son effet sur I’erreur moyenne.

F1G. 5.4 — Vue du 143éme mode de branche a 'aide de quatre tranches

Remarque : dans la procédure d’amalgame (voir annexe F), les neuf premiers modes maitres sont,
dans Dordre, les modes de branche suivants : {1 ,18 ,5 ,171 ,27 ,165 ,55 ,8 ,143}. Deux des neuf
premiers modes maitres sont localisés dans les cartouches chauffantes, il s’agit des modes de branche
numéro 143 et 171. Le 143eme mode est donc le deuxieme mode maitre sélectionné par ’amalgame
et localisé dans les cartouches. Mais le 171éme mode de branche est plus précissément localisé dans la
partie supérieure des cartouches et non au centre des cartouches chauffantes.

/ V2dQ
Q) und)

/ V240
Q

3La définition de la localisation est, dans ce cas, la suivante : Locg2) q(3) = . Le mode est d’autant

plus localisé dans les cartouches que Locg(2) (3) est proche de 1.
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II. Présentation du support de 1’étude

I1.1. Géométrie

La géométrie est celle du bloc de larticle [49] :

Iy

e I'is

0®)

0@

9.8 cm

F1G. 5.5 — Géométrie du bloc

La désignation des corps et des surfaces est donnée dans le tableau suivant :

Notation

référence

Q)

0@

[91C))
Iy
Iy

bloc d’acier
cartouche chaufante gauche
cartouche chauffante droite
surfaces extérieures isolées du bloc d’acier
surfaces extérieures non isolées du bloc d’acier
surfaces du bloc d’acier en contact avec huile
surface de contact entre Q) et Q2
surface de contact entre Q) et Q)

TAB. 5.1 — Désignation des corps et des surfaces

78




CHAPITRE 5. PRATIQUE DU COUPLAGE PAR CONDUCTION EN 3D

11.2. Propriétés thermophysiques

Les propriétés thermophysiques choisies sont données dans le tableau suivant :

k c
Wm LK1 | Jm=3. K1
bloc d’acier 52 3840000
cartouches chauffantes 8 4200000

TAB. 5.2 — Caractéristiques des matériaux

11.3. Lois d’échange et puissances volumiques dégagées

Le bloc est refroidi par la circulation de I’huile. La température de ’huile T} et le coefficient de
convection dans ’huile hj, sont supposés constants avec Ty, = 300K et hy = 40W.m 2. K 1.

Les surfaces latérales sont considérées comme étant adiabatiques. Seules les deux surfaces les plus
grandes du bloc échangent de ’énergie avec l'air de la piece par convection et avec les surfaces solides
par rayonnement. La température de ’ambiance T, et le coefficient de convection dans air h, sont
supposés constants avec Tyms = 300K et hy = SW.m 2. K. Le rayonnement est estimé en considérant
que les surfaces radiatives sont grises (e = 0.9) et que le bloc est petit devant les dimensions de la piece.

L’apport volumique d’énergie par effet joule dans les cartouches chauffantes s’effectue suivant les lois
données dans le graphique suivant :

Puissance volumique 7 (W.m™3)

A
7
3.6 x 10 K - p
/ \ SN s cartouche droite
4 \ / \
)/ \ / \ cartouche gauche
\ /
// \\ // \\
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
O_L \
I I I I : » Temps (s)
3600 7200 10800 14400 18000

F1G. 5.6 — Evolution temporelle de la puissance volumique dissipée dans les cartouches

Le contact entre les cartouches et le bloc est supposé parfait, ce qui signifie que la résistance de
contact est nulle.
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11.4. Equations du probléeme

Le probleme physique est décrit par les équations suivantes :

VM € Q\ (Th2UT3) c%—f =div(kN(T)) + (5.2)

VMel; -kVy (T<1>) en® =0 (5.3)

VMeTl, -kVy (T<1>) on® = p, (T<1> - Tmb) +eo ((T<1>) Tamb) (5.4)
VM el; —kVy (T<1>) oen® = hy, (T<1> - Th) (5.5)

VM el -kVy (T<1>) W) = Oy (T<2>) on® ot TW =70 (5.6)
VM eTly; - kY (T<1>) on) = ;G (T<3>) on® ot TW =7G) (5.7)
VM €Q T(M,0) = Tum (5.8)

La constante de Stefan-Boltzmann est notée o, pour éviter toute confusion avec le décalage spectral
o utilisé pour le calcul des modes de branche (voir page 136).

I1.5. Horizon temporel et sauvegarde

Le temps physique simulé va de 0s & 18000s. Les sauvegardes se font a pas de temps fixe ¢ squvegarde-
Ce pas de temps est calculé de maniere a avoir Ngqy, = 180 temps de sauvegarde. Ainsi 1’horizon
temporel At = 18000s et le pas de temps de sauvegarde sont reliés par :

At

_ 5.9
NS(Z’LL’U + 1 ( )

5t,sauvegarde =

III. Etude mono-corps

La solution du probleme décrit par les équations 5.2 a 5.8 peut étre recherchée a I’aide d’un modele
élément fini mono-corps. Le modele que 1'on note M Djy; (Modele Détaillé Mono-corps) détermine un
champ de température sur I’ensemble du domaine : Thsp,,. Le maillage utilisé comporte Nysp,, = 23503
neeuds?, la taille des tétrahedres est aussi uniforme que possible.

L’évolution de la température maximale et minimale sur ’ensemble du domaine est présentée dans
la figure 5.7. L’amplitude thermique maximale est AT}, 4, = 654K.

La matrice des températures sauvegardées du modele M Dy est notée Tasp,,, elle comporte Nyp,,
lignes et Ngqup colonnes.

La taille du modele M Dy, rend délicate I’analyse modale du probleme, les besoins en mémoire RAM
deviennent problématiques. Une base modale comportant5 les No = 3000 premiers modes de branche
est déterminée, la matrice des modes tronqués (car Ny < N) est notée V.

4Des oscillations liées au non-respect du principe du min-max sont inévitables (sauf si la matrice de capacité thermique
est « condensée ») en 3D [41], ce qui limite la précision des simulations, la finesse du maillage doit étre déterminée en
conséquence.

5La mémoire RAM disponible sur ordinateur, 2Go, impose le nombre de modes. Il serait éventuellement possible de
calculer quelques modes supplémentaires, au prix de beaucoup d’efforts car il faudrait pour cela optimiser la numérotation
des noeuds dans le maillage.
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FiG. 5.7 — Evolution de la température maximale et minimale pour le modele M Dy,

En suivant les idées déja développées en page 59, il est possible d’étudier I’erreur de projection dans
la base modale. Les états de la décomposition modale tronquée sont déterminés grace a 'opérateur Cp
discrétisé (opérateur matriciel Cy) :

X = 'VCyTup,, (5.10)

La matrice des températures obtenue avec les n premiers modes est alors telle que :

To(inj) =Y V(i, k) +X(k, ) (5.11)
k=1

L’écart maximum entre Ty, et Tarp,, est erprpy,n :

EMDpyr,n = AT igne (maxcolonne (abs (ﬁn - TMDM))) (512)

La convergence dans la base modale est tres lente comme D'atteste la figure 5.8. La réduction de la
base est ainsi tres délicate, les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 5.3. Les écarts oar—a,maa
et o —M,moy entre le modele modal mono-corps d’ordre N, (noté M Ryy) et le modele détaillé M Dy
sont définis par :

100
OM =M maz (%) = mazy (mazq (abs (Tarry — Taby))) AT (5.13)
// abs (TMRM - TMDM) dQdt
tJQ 100
O'M—M,moy(%) = (5.14)

ATmaw
[at [ ac
t Q
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200
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F1G. 5.8 — Erreur de projection en mono-corps

N 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300

oM Moman(%) | 141109 | 9.2 | 7.0 | 57 | 4.9
oM —Mmoy(%) | 1.57 | 0.88 | 0.80 | 0.78 | 0.75 | 0.71
Tepu (s) 21 | 66 | 140 | 238 | 362 | 538

TAB. 5.3 — Résultats obtenus en analyse modale mono-corps

Le temps CPU nécessaire au calcul du modele M Dy est de 1105s. Avec un écart maximal o pr— pr maz
inférieur & 5% le gain de temps est ainsi seulement de 1'ordre de 2.

L’écart est indiquée en pourcentage de I’évolution thermique maximale, ici I’écart moyen est de 10.3K
pour un modele réduit comportant 50 modes. Or dans le graphique 5.3, I’écart moyen est inférieur a
2K pour le méme nombre de modes. Comment peut-on expliquer cette différence dans les résultats?
L’explication est tres simple : une seule cartouche chauffante dissipe de ’énergie et cette dissipation est
inférieure & 1.6 * 10"W.m =2 dans I'article [49].

Remarque importante : la méthode des éléments finis est tres bien adaptée & la prise en compte
de non-linéarités dans le volume (propriétés thermophysiques) et en surface (rayonnement, ...) : le temps
de calcul est tres faiblement affecté par le réassemblage des matrices éléments finis.

La méthode modale de branche est adaptée a la prise en compte des non-linéarités en volume et en
surface, mais cela est tres couteux en temps de calcul. Un compromis entre la précision et le temps de
calcul est obtenu en ne tenant pas compte des non-linéarités a chaque étape du calcul mais seulement
tous les 100 pas de temps (cas des résultats du tableau 5.3).

Dans le cas présent la seule non-linéarité est celle introduite par le terme de rayonnement. Le biais
introduit par les 99 pas de temps ou 'on ne tient pas compte de I’évolution de la condition d’échange
est faible (de l'ordre de 2K sur op—armag S0it 0.3% de AT qz).
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IV. Etude tri-corps I : cas de maillages conformes

Le gain de temps pour une précision acceptable est tres faible avec une méthode modale mono-corps.
Il est possible que le gain de temps soit plus important pour une méme précision avec une méthode
modale multi-corps. L’étude de la sous-structuration est dans un premier temps effectuée avec des
maillages conformes. L’étude avec des maillages non-conformes sera présentée dans la prochaine section
soit a partir de la page 91.

Du fait de la réduction modale, il est nécessaire de controler les sauts de température et de flux.
En effet la réduction modale pour chaque sous-domaine ne permet pas d’imposer rigoureusement la
continuité du champ de température sur I'ensemble d’une interface de contact. Deux coefficients de
pondération sont nécessaires dans la formulation variationnelle. Celui associé a la fonctionnelle de saut
de température peut étre interprété comme une résistance de contact. On retrouve le formalisme de
couplage développé au chapitre 3. Le choix du coefficient associé & la fonctionnelle de saut de flux sera
étudié par la suite.

IV.1. Le modeéle M D;sg

Le modele détaillé trois corps extraits M Dsg est obtenu par modification du modele détaillé mono-
corps M Dy :

e Les trois corps sont : le bloc d’acier et les deux cartouches chauffantes. Les
maillages de ces trois corps sont extraits du maillage du modele M Dj;. Les
maillages seront donc conformes au niveau des interfaces de raccord. Ceci im-
plique que les nceuds sont identiques sur les interfaces de raccord, les projec-
teurs entre maillages (voir annexe G) n’introduisent alors aucune erreur, de plus
PQH:[]P):[HQ =1d et ]P)gi,l]P)l*,g = Id.

e Les équations du modele M Dsg sont en partie celles du modele M Dj,. Les
équations 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 et 5.8 sont conservées. Par contre les équations 5.6 et
5.7 sont modifiées pour introduire la RT'C, elles sont remplacées par les équations
5.15 et 5.16.

Les nouvelles équations au niveau des interfaces de contact sont :

T]
(€] ) (COR X)) (2) (2) = [ I12
VM €T LAY, (T ) on LAY, (T ) on e (5.15)
7]
(€] ) 1 — 3 (3) 3 — [ IF
VM €T3 LAY, (T ) on LAY, (T ) on e (5.16)

Un biais est admis lorsque ’on introduit la résistance thermique de contact, ce biais rend possible la
réduction modale. Un compromis existe sur la valeur de la RT'C' (voir page suivante) :

e Sila RTC est trop grande (i.e supérieure & RTC = 10~4K.m2.W 1) alors I'écart
entre le modele M Dsg et le modele M Dy, sera important. Méme en admettant
qu’il soit alors facile de réduire le modele M D3, I'écart entre le modele réduit
MR3g et le modele M Dy, sera important a cause de la valeur choisie pour la
RTC.

e Sila RTC est trés faible (i.e inférieure & RTC = 1075 K.m2.W 1) alors 'écart
entre le modele M Dsg et le modele M D, sera tres faible. Par contre la réduction
modale devient trés délicate, car le faible saut de température admis au niveau
des interfaces de contact pénalise fortement les possibilités de réduction.

Ainsi de maniere semi-arbitraire, la résistance thermique de contact qui sera utilisée est égale a
RTC =10 K.m2. W1,
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IV.2. Aide pour la détermination de la valeur de la RTC

11 est possible d’évaluer I'ordre de grandeur du biais di a l'introduction d’une RT'C'. En effet 'ordre
de grandeur de ce biais est donné par ﬁsaut’mm qui est la valeur moyenne du saut de température au
travers de la RT'C lorsque la puissance dissipée dans une cartouche est maximale et que le régime est
permanent.

Soit Tmae = 3.6.107W.m =3 la puissance volumique maximale dissipée dans une cartouche. En régime
permanent, la conservation de I’énergie implique que AT sqyt mas Vérifie :

S-ATsaut max
max V= ’ 5.17
" RTC (5.17)

Ou V est le volume de la cartouche chauffante et S est la surface de la cartouche en contact avec le
bloc. Il est possible d’exprimer V et S en fonction du rayon R et de la hauteur H de la cartouche :

V=ILR*H et S=ILR?>+2ILR.H (5.18)

L’expression de AT squt,max €st ainsi :

Tmaz-BRTC.R.H

1
R+2.H (5.19)

AT'sautﬂnaz =

Pour la valeur choisie, 3. RTC = 10"°K.m?.W !, la formule 5.19 donne : Hsautmw =1.66K. Le
graphe suivant permet de montrer que le choix d'une RT'C = 10~4K.m2.W ! entrainerait un saut de
température de ’ordre de 16K donc beaucoup trop important.

18 T T 17T T T 17T LI N

16 |-

14 —

12 |-

10 |-

ATsaut,maac (K>

0 I L Ll [
le-07 1e-06 1e-05 0.0001

RTC(K.m2W~1)

F1G. 5.9 — Evaluation de Hsautmw en fonction de la RT'C par la formule 5.19
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IV.3. Résultats du modele détaillé M D;g

Les températures minimale et maximale au cours du temps les deux modeles détaillés M Dy, et
M Dsp, sont présentés dans la figure suivante :
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Fia. 5.10 — Températures minimale et maximale au cours du temps pour les deux modeles M D), et
MDsg

Il y a bien 4 courbes (2 pour chaque modele) dans le graphique 5.10, cependant ’écart entre les
champs de température des modeles M Dy, et M D3g est suffisamment faible pour que les courbes du
modele M Dsg soient (presque) dans « I’épaisseur du trait » des courbes du modeéle M D ;.

L’écart maximal entre les champs de température_des modeles M Dy et M D3g est tres faible, I’écart
maximum étant égal & 2.03K (Pestimation donnée AT g4yt maz = 1.66K est donc tres acceptable).

L’introduction de la RT'C introduit donc un écart qui est au plus de 2.03K soit 0.31% de 1’évolution
thermique maximale AT}, = 654K.

Le maximum de I’écart est obtenu au centre de la cartouche gauche, ce qui est cohérent étant donné
Pévolution temporelle de apport d’énergie (voir figure 5.6).

IV.4. Détermination des bases modales

La démarche qui suit a déja été appliquée en page 59. L’idée est d’étudier a posteriori I'erreur
de décomposition par projection (au sens de 'opérateur Cp, voir E.44 en 134) du champ de référence
dans la base modale. Les maillages utilisés sont ceux du modele M Dsg. Les champs de températures
des modeles modaux (notés M R pour Modele Réduit) seront comparés au champ de température du
modele éléments finis sous-jacent donc le modele M D3.

Les bases modales comportent® les Nél) = 3000, Kfém = 1470, Néi*) = 1476 premiers modes de
branche sur les N = 22377, N = 1476, N® = 1485 modes déterminables (il s’agit du nombre de
neeuds des maillages respectifs).

6La mémoire RAM disponible sur 'ordinateur, 2Go, impose le nombre de modes pour le bloc. Il serait éventuellement
possible de calculer quelques modes supplémentaires, au prix de beaucoup d’efforts car il faudrait pour cela optimiser la
numérotation des nceuds dans le maillage.
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A noter : le nombre total de nceuds dans le modele M Dsp, N + N2 4 NG) = 25338, est supérieur
au nombre de noeuds du modele M Dys, Nyp,, = 23503, car les nceuds des interfaces de contact sont
dupliqués.

La matrice des températures sauvegardées pour le domaine Q) est notée Tg\?DgE, elle comporte
N® lignes et Ngqyy colonnes. Les états de la décomposition modale tronquée (car Néi) <N (i)) sont

déterminés grace a l'opérateur Céi) discrétisé (opérateur matriciel (Cz(;i)) :

S 5 05) o~ (3) (i
X0 = 'vocPT(), (5.20)

O V est la matrice des modes tronqués du domaine Q@ elle comporte N@ lignes et Néi) colonnes.

La matrices des températures du domaine Q9 obtenue avec les n premiers modes est alors telle que :

i @ (i, k)« XD (K, 7) (5.21)

L’écart maximum entre 'ﬂf) et TS\Z}DSE est ES\Z}DSEJI :

Eg\i[)DgE,n = MATligne (maxcolonne (abs ('fffgf) — Tg\?DgE))) (5.22)

Les trois graphiques 5.11, 5.12 et 5.13 montrent que les bases de branche locales sont effectivement
capables d’assurer une bonne décomposition. Au sens de 'opérateur Cp, U'erreur de décomposition bien
inférieure & 1K (soit 0.153% de ’évolution thermique maximale AT,,,, = 654K) lorsque l'on garde
I'intégralité des modes calculés, pour chacun des trois sous-domaines.

Dans le cas des deux cartouches, on note la nécessité de garder tous les modes avant d’effectuer
I’amalgame modal. L’examen des figures 5.12 et 5.13 montre que la prise en compte des derniers modes
dans le calcul de l'erreur maximale entraine une chute brutale de celle-ci.

50

0.7

0.5 L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Nombre n de modes de branche utilisés

F1G. 5.11 — Erreur de projection pour le bloc
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F1a. 5.12 — Erreur de projection pour la cartouche de gauche
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FiG. 5.13 — Erreur de projection pour la cartouche de droite
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IV.5. Résultats de ’analyse modale
IV.5.1. Cas tests utilisés pour ’amalgame
A partir des bases de branche obtenues, composées respectivement des {3000,1470, 1476} premiers

modes de branche, la réduction modale s’effectue par la méthode de I'amalgame modal découplé.

Il a été montré, dans le chapitre précédent, que la sensibilité au cas test est faible. Ainsi contrairement
au chapitre précédent, la sensibilité au cas test ne sera pas approfondie.

Le cas test du bloc :

Pour le bloc, le cas test est défini par les équations suivantes :

VM e Q) c<1>8g—:) = div (k(l)z (T<1>)) (5.23)
vMeT, -kVy (T<1>) en =0 (5.24)
VMel, -kVy (T<1>) o2 = hoo (TW — Ty) (5.25)
VMel; —kVv (T<1>) on® = hy(TV — Tp) (5.26)
VM T — kI (TD) 0n® = hiso(TH) - Tia0) (5.27)
VM eTy; - (T 1>) o) = hyzo (T — Tis,) (5.28)
vM e QW TO(M,0) = T (5.29)

Dans le cas test du bloc :

La frontiere I'; reste adiabatique.

Pour la frontiere I's, la condition aux limites est linéarisée” et hog = 30W.m 2. K !
Pour la frontiere I's, la condition aux limites est celle du probleme physique.

Pour les frontieres de contact, deux conditions différentes sont utilisées pour tenir
compte de la différence des apports volumiques d’énergie : 12, = 10000W.m 2. K1,
hize = 1000W.m 2. K1 et Ti2q = Th3, = 00K . La valeur élevée du coefficient de
convection donne du poids aux frontieres de contact dont la surface est moindre
(notons qu’une valeur 10 ou 100 fois plus faible permet d’obtenir des résultats
comparables). Le rapport 10 entre his, et hi3, est justifié par la forte différence
dans ’évolution temporelle des apports d’énergie (créneau contre rampe voir figure
5.6).

Le cas test des cartouches :

Il y a un cas test identique pour les deux cartouches (ainsi seul celui de la cartouche gauche Q3 est
donné), celui-ci est défini par les équations suivantes :

VM € Q@ cWag—f) = div (k@)y (T<2>)) + Tonas (5.30)
VM €Ty — kY (T<2>) 0 1® = 1o (T® — Topp) (5.31)
VM € 90D\ Ty, - k®v (T@)) on® =0 (5.32)
VM e Q® TO(M,0) = Toms (5.33)

7La sensibilité & la valeur de hag est trés faible, en 'occurence 1’écart maximum entre deux modeéles réduits comportant
30 modes pour le bloc (et 10 par cartouche) est inférieur & 0.12K pour ha, variant de 14W.m~2. K~ & 58W.m~2. K 1.
Ces valeurs correspondent respectivement & celle obtenues par linéarisation de I'équation 5.4 pour T(1)) = 300K et pour
T = 954K.
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Dans le cas test des cartouches :
e La valeur retenue pour ’apport volumique d’énergie est la valeur maximale :
Tmaz = 3.7.107W.m ™3
e La frontiere 992 \ I'12 reste adiabatique.
o La frontiere I'15 est remplacée par une valeur acceptable® : hoy, = 50W.m 2. K 1.

IV.5.2. Résultats concernant I’écart entre les M R3r et les modeles détaillés

Les modeles modaux sous-structurés avec 3 corps et des maillages extraits (M R3g) devraient présenter
un écart faible avec le modele détaillé M Dsg. Or le modele détaillé M Dsg présente un écart faible avec
le modele détaillé mono-corps M Dy, celui-ci étant inférieur & 2.03K en valeur maximale. Ainsi les
modeles M R3p devraient présenter un écart faible avec le modele détaillé M D ;.

Résultats de 1’écart entre les M R3g et le M D3g :

Les écarts 03£—3E,maz €t 03E—3E,moy sont définis suivant le modele des écarts oar—armaz €6 Oar—ar,moy
(voir page 81).

100

03E—3E,maz (%) = maz, (mazg (abs (Tr Ry — TrDsy)))

// abs (TMRaE - TMD3E) dQdt
_JtJQ

100
03E—3E,moy(%) -

ATlfnaz
[t [ ac
t Q

Les résultats du tableau 5.4 sont obtenus sans fonctionnelle de saut de flux et en tenant compte des
non-linéarités toutes les 100 étapes :

(5.35)

e [’ajout d’'une fonctionnelle de saut de flux permet d’améliorer légerement les
résultats?. Cependant, contrairement au cas 2D, I’amélioration n’est pas assez
importante pour justifier une étude de la valeur du parametre de la fonctionnelle
de saut de flux.

e La prise en compte des non-linéarités toutes les 100 étapes permet d’obtenir un
bon compromis entre le temps de calcul d'une part et la précision d’autre part.

Ordre global 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300

N 30 | 40 | 50 | 80 | 90 | 100
N® 10 | 30 | 50 | 60 | 80 | 100
N® 10 | 30 | 50 | 60 | 80 | 100

035 38.maz(%) | 740 | 3.17 | 3.05 | 2.96 | 2.79 | 2.78
035 3E.moy(%) | 1.22 | 0.87 | 0.81 | 0.77 | 0.76 | 0.76
Tepu () 41 | 47 | 58 | 81 | 105 | 137

TAB. 5.4 — Comparaison M R3g et M Dsg

Ces résultats ne sont pas directement comparables avec ceux du tableau 5.3, car le modele modal est
alors comparé au modele détaillé mono-corps M Dj;. Ainsi un deuxieme jeu d’écarts va étre défini.

8La sensibilité & la valeur de ha1, est tres faible, en Poccurence I’écart maximum entre deux modeles réduits comportant
10 modes par cartouche (et 30 pour le bloc) est inférieur & 0.42K pour ho1, variant de 50W.m~1.K—1 4 5000W.m~—1. K1

9L’amélioration la plus importante a été obtenue pour le modele d’ordre global 50. Pour ce modele lorsque le parametre
de la fonctionnelle de saut de flux est optimal, les écarts sont : 03p_3E,maz = 7-34% et 03E_3E,moy = 1.19%
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Résultats de I’écart entre les M R3g et le M D), :

Les écarts 03— nr,maz €t 03E—M,moy Sont aussi définis suivant le modele des écarts oar—as,maz €t
OM—M,moy (VoOir page 81).

100

O3E—M,maz (%) = mazy (mazq (abs (Tvrgsy — TaiDa))) AT (5.36)
// abs (T]WRSE — TJWDM) det
tJQ 100
0'3E71\r{,moy(%) - (537)

ATm(l(IJ
/ dt / an
t Q

Ordre global 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300

N 30 | 40 | 50 | 80 | 90 | 100
N® 10 | 30 | 50 | 60 | 80 | 100
N® 10 | 30 | 50 | 60 | 80 | 100

035 M.maz(%) | 7.26 | 3.46 | 3.34 | 3.22 | 3.07 | 3.04
035 Mmoy(%) | 1.18 | 0.86 | 0.82 | 0.79 | 0.79 | 0.79
Tepu () 41 | 47 | 58 | 81 | 105 | 137

TAB. 5.5 — Comparaison M R3g et M Dy

Note : les résultats des tableaux 5.4 et 5.5 sont présentés pour les mémes modeles réduits, ce qui
justifie que les temps de calcul soient identiques.

Analyse des résultats obtenus
Il s’agit d’analyser les résultats des 5.3,5.4 et 5.5.

Concernant les tableaux 5.4 et 5.5 :

e Les erreurs moyennes sont tres proches, car ’écart entre les modeles M Dy et
M D3 est tres faible
e De méme pour les erreurs maximales, la différence reste toujours inférieure & 0.29%

de AT},qz, ce qui est cohérent puisque 1’écart maximal entre les M Dy; et M D3g
est égal & 0.31% de AT}, qz.

L’analyse des résultats des tableaux 5.3 et 5.4 est celle qui nous intéresse le plus :

e [’amélioration de la réduction apportée par la sous-structuration modale permet
d’obtenir, pour un méme ordre global, 03g—11,maz < OM—M,maz- L'ordre de gran-
deur de ’erreur moyenne restant le méme. La sous-structuration montre ainsi sa
capacité dans un cas ou la coupure est supposée fictive.

e Une erreur maximale inférieure & 5% est obtenue en 47s, le gain de temps est donc
de 23.
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V. Etude tri-corps II : cas de maillages non-conformes

La précédente section était dédiée au cas ou les maillages étaient conformes sur les interfaces de
contact. Or la méthode de couplage qui a été developpée ne rend pas nécessaire la conformité des
maillages au niveau des interfaces. De plus le code de calcul a été construit en intégrant des opérateurs
de projection (voir annexe G). Cette section donne des éléments sur le traitement d’interfaces présentant
une non-conformité.

Le traitement de maillages non conformes est particulierement important pour l'ingénieur. Il est
fréquent d’utiliser des maillages indépendants (car provenant de différents logiciels, de différentes en-
treprises, ...). Dans un tel cas, les maillages sont trés probablement non-conformes sur les interfaces de
contact.

Les trois corps (le bloc et les deux cartouches chauffantes) sont maillés séparemment. Le modele
détaillé construit avec ces maillages est noté M Dsg. Il y a alors 23306 noeuds au total dans le maillage,
ce qui est du méme ordre de grandeur que le nombre de noeuds du modele M Dy (23503) et du nombre
de nceuds du modele M D3 (25338).

Les bases modales comportent les {3000,1470,1476} premiers modes de branche comme dans le
chapitre précédant. Les cas tests utilisés pour la réduction sont inchangés.

V.1. Cas du modele détaillé M Dsg

Les courbes des température maximale et minimale au cours du temps du modele M D3g sont ra-
joutées a celles du graphique 5.10, ce qui donne le graphique suivant :
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Fia. 5.14 — Températures minimale et maximale au cours du temps pour chacun des trois modeles
éléments finis.

Siécart entre les modeles M D3 et M D)y était faible (1’écart maximum est de 2.03K), ’écart entre
les modeles M D3g et M Dy est tres important. L’écart élevé entre les modeles M Dsg et M Dy est di
pour une faible part a la RT'C' et pour une large part au biais introduit par les opérateurs de projection.
Il serait éventuellement possible d’améliorer le modele M D3g en lui ajoutant une fonctionnelle de saut
de flux!?,

10Suivant la démarche adoptée ici dans le cas de I’analyse modale et comme proposé dans [9]
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V.2. Résultats de ’analyse modale

Il est nécessaire d’utiliser une fonctionnelle de saut de flux dans les modeles réduits basés sur des
maillages séparés (M Rsg). En effet sans fonctionnelle de saut de flux, les résultats des modeles réduits
donnés dans le tableau 5.6, montrent que les écarts moyen et maximum entre les modeles M Rsg et M D s
sont trés grand. A Dinverse lorsque le parametre de pondération () de la fonctionnelle de saut de flux
est optimum (Fop¢) alors les écarts moyen et maximum entre les modeles M Rsg et M Dy obtenus sont
proches des écarts obtenus entre les modeles M Rsg et M Dyy.

La valeur optimale du parametre [3,,: est déterminée par une étude a posteriori qui nécessite de
connaitre la solution de référence (ici le modele M Rk qui est proche du modele M D). Les courbes ob-
tenues sont en tout point comparables a celles obtenues dans le cas bidimensionnel du chapitre précédant
(voir les figures 4.15 et 4.16 des pages 67 et 68).

La recherche d'un indicateur, pour la détermination de (3,,;, comparable & celui de 1’étude bidimen-

sionnelle (voir section V. en page 69) n’a pas encore été menée. L’indicateur du cas bidimensionnel n’a
d’ailleurs pas encore été testé.

Les écarts présents dans les tableaux 5.6 et 5.7 sont définis par :

100
035 M,maz (%) = maz; (mazq (abs (Tarrys — Tvpyy))) AT (5.38)
// abs (TMRgs — TMDM)det
tJQ 100
035~ M,moy (%) = (5.39)

ATmaw
/ dt / an
t Q

Ordre global 50 100 150 200 250 300

N 40 | 40 | 50 | 80 | 90 | 100
N® 5 30 | 50 | 60 | 80 | 100
N® 5 30 | 50 | 60 | 80 | 100

35— Mmaz(%) | 52.85 | 58.71 | 58.62 | 58.56 | 58.32 | 57.95
35— Mmoy(%) | 35.71 | 41.28 | 41.01 | 41.74 | 41.94 | 40.97
Tepu (s) a1 | 47 | 58 | 81 | 105 | 137

TAB. 5.6 — Comparaison M Rss (sans fonctionnelle de saut de flux) et M Dy

Ordre global 50 100 | 150 | 200 | 250 | 300

N 40 | 40 | 50 | 80 | 90 | 100
N® 5 | 30 | 50 | 60 | 80 | 100
N® 5 | 30 | 50 | 60 | 80 | 100
Bopt 34.0 | 35.0 | 35.5 | 36.0 | 35.8 | 36

035—M,maz(%) | 6.42 | 5.00 | 4.33 | 4.70 | 4.57 | 4.57
035—M,moy(%) | 1.57 | 0.86 | 0.71 | 0.71 | 0.68 | 0.73
Tepu (s) 45 54 66 93 120 | 154

TAB. 5.7 — Comparaison M Rss (avec un parametre de pondération (3) optimal pour la fonctionnelle
de saut de flux) et M Dy
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Note : les temps de calcul affichés dans le tableau 5.6 sont identiques a ceux du tableau 5.5. Ceci
malgré un nombre de noeuds légerement différent.

En pratique dans le cas de la sous-structuration, le temps de calcul est fortement 1lié au temps
pris pour la création des opérateurs de projection et des fonctionnelles de couplage. Ces trois temps
dépendent du nombre de noeuds présents sur U'interface et non du nombre de nceuds présents dans le
maillage.

Le code a été implémenté pour le cas général ou les interfaces sont non-conformes. Il serait possible
de gagner quelques secondes sur les simulations des modeles M D3p et M R3p en écrivant une table de
correspondance des noeuds!! (entre les nceuds de surfaces des deux maillages d’'une méme interface). Il
a été fait le choix de rester le plus général possible et de ne pas coder cette table de correspondance.

De plus, le temps mis pour résoudre le systeme matriciel ne dépend que de la taille de celui-ci (donc
l'ordre global du modele). En effet, le solveur matriciel utilisé en modal est le solveur direct LD'LL [29].
Le nombre de pas de temps de calcul évoluant tres peu, il est alors compréhensible que les temps de
calcul soit tres proches entre les différentes simulations (pour un méme ordre global). La précision a la
seconde est alors insuffisante pour différencier les temps de calcul.

Lorsque la fonctionnelle de saut de flux est introduite dans le modele M R3s (cas du tableau 5.7), le
temps de calcul augmente (pour un méme ordre global) car il faut déterminer les matrices qui décrivent
la fonctionnelle de saut de flux.

VI. Conclusion

Nous avons montré comment traiter la conduction thermique dans un solide homogene découpé
artificiellement en plusieurs parties. Ici I’exemple est tridimensionnel. Les bases étant incomplétes une
correction de saut de température s’avere nécessaire méme pour ce cas de contact parfait. Le coefficient
de pondération de la fonctionnelle de saut de flux peut étre vu comme une résistance thermique de
contact fictive. On retrouve alors le formalisme déja développé dans le chapitre 3. L’introduction de
la résistance thermique induit nécessairement un biais. Il faut considérer une RT'C' faible pour limiter
la valeur de ce biais, ce qui est logique du point de vue physique. L’évaluation a priori d’une valeur
numérique pour cette RT'C est possible suivant les idées développées en page 84.

L’introduction d’une fonctionnelle de saut de flux dans le modele modal sous-structuré basé sur
des maillages conformes ne s’avere pas nécessaire. Au contraire son 'utilisation dans le modele modal
sous-structuré basé sur des maillages non-conformes est une nécessité. Dans le cas ol le parametre
de la fonctionnelle de saut de flux est optimal alors les résultats obtenus avec le modele modal sous-
structuré basé sur des maillages non-conformes sont comparables & ceux obtenus avec le modele modal
sous-structuré basé sur des maillages conformes.

L’ingénieur désirant utiliser des maillages non-conformes (utilisation de différents logiciels, ...) pourra
donc utiliser la méthode de couplage proposée.

A ordre global donné, les résulats des modeles modaux multi-corps montrent qu’il est effectivement
possible de réduire l'erreur maximale (la référence étant constituée par un modele mono-corps, et I’erreur
d’origine est celle du modele modal mono-corps correspondant. Ceci malgré 'introduction d’'une RT'C
fictive dans le modele, cette RT'C' introduisant déja un écart avec le modele détaillé.

La sous-structuration permet alors d’augmenter de maniere significative le gain de temps : pour un
écart maximal inférieur & 5% le gain de temps est de 'ordre de 2 en mono-corps et de 'ordre de 23 en
multi-corps.

11En remplacement des opérateurs de projection.
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Conclusion

Ces trois années de recherche ont permis d’aboutir aux objectifs fixés qui étaient de développer et
d’analyser une technique de sous-structuration modale.

Un travail amont particulier a été mené pour rendre la formulation analytique de la technique de
sous-structuration la plus concise possible. Nous avons aussi cherché a bien dissocier ’aspect fonctionnel
de la méthode de sa transcription informatique qui passe par une discrétisation spatiale. En particulier
nous n’avons imposé aux géomeétries des interfaces qu’un minimum de restrictions.

Nous attendions de la technique mise en ceuvre des gains substantiels de temps de calcul et la
réduction de l’espace mémoire nécessaire. C’est une des raisons d’étre de la réduction de modele.
Cependant de nombreuses étapes sont ajoutées par rapport aux méthodes variationnelles classiques :
détermination et réduction de la base modale, écriture de I’équation d’état et résolution de celle-ci, re-
construction des champs de température. Toutes ces étapes ont fait ’objet d’une attention particuliere
afin d’optimiser ’ensemble de la chaine de calcul.

Le travail qui est présenté dans ce manuscrit comporte deux volets :

e Un volet analytique en partie basé sur des travaux antérieurs (menés dans le cadre
de T'analyse modale classique) qui ont été largement adaptés & l'utilisation de la
base de branche. C’est I'existence de la base de branche et plus particuliérement
de sa condition de Steklov a la frontiere qui rend possible les couplages d’interfaces
multidimensionnelles complexes.

e Un volet d’expériences numériques qui montre la pertinence de I’approche adoptée.
Elle permet aussi de mettre en lumiere de fagon pratique certains points théoriques
qui peuvent apparaitre délicats comme le choix des valeurs numériques des facteurs
de pondération des fonctionnelles du saut de flux.

En ce qui concerne la démarche théorique :

Le chapitre 2 qui présente (partiellement) ’état de 'art en analyse modale montre les limites de
l'utilisation des modes associés a des conditions limites physiques figées. Il était donc indispensable pour
mettre en ceuvre la sous-structuration de maniere efficace d’utiliser de nouvelles conditions. C’est la
raison du choix des bases de branche qui sont associées a une condition aux limites de Steklov. Le chapitre
3 développe la théorie du couplage dans une approche fonctionnelle. Une formulation variationnelle tres
générale, qui permet de s’affranchir de toute discrétisation spatiale est proposée.

Les modeles devant étre réduits, les bases sont bien entendu incompletes. Une correction est alors
nécessaire. Elle s’opere par le biais de fonctionnelles de saut de température et de flux sur les interfaces.
S’agissant de la fonctionnelle de saut de température, son apparition est naturelle lorsqu’il y a physi-
quement une résistance de contact entre deux corps. Le choix des fonctionnelles de saut est vaste [9].
Nous proposons dans ce mémoire des fonctionnelles dont les propriétés mathématiques garantissent une
certaine cohérence avec le reste du modele (symétrique, positive, ...).

Si I'utilisation de la base de branche promet la perspective de produire un « bon » raccord entre les
éléments du systeme elle présente toutefois certains inconvénients. Il en est ainsi du couplage des états
d’excitation des modes de branche. L’équation d’état perd le caractere diagonal strict associé aux modes
classiques. On conjecture a ce stade que les dominances de certains modes produiront un découplage
numérique des états, point qui sera confirmé sur des exemples pratiques. Ce couplage nécessite aussi
d’adapter la technique de réduction. La technique d’amalgame propre a notre équipe de recherche a été
conservée en y apportant des modifications. L’objectif était de ne pas générer un surcroit de temps de
calcul. A ce stade « il ne restait plus » qu’a programmer la méthode.

En ce qui concerne la mise en ceuvre de la démarche théorique :

Les travaux antérieurs menés au LMEE étaient effectués avec des logiciels commerciaux (MATLAB
et FEMLAB). Ce choix avait été fait pour tester rapidement la pertinence des algorithmes et les idées
théoriques sans avoir a supporter la contrainte d’un important développement logiciel. Les expériences
numériques avaient alors confirmé les éléments théoriques présentés dans le chapitre 2. Cependant pour



aller plus loin, le choix des logiciels commerciaux trouvait ses limites (changement de version, codes peu
ou pas documentés, interface avec nos propres programmes délicate et peu performante, ...). L’une de ces
limites, la plus pénalisante, était imposées par MATLAB qui ne permettait pas d’utiliser plus de 400Mo
sur les 2Go disponibles. Un comble pour la technique de sous-structuration qui ambitionne de traiter
des grands systémes qui génerent d’importants maillages. Ainsi lorsque je suis arrivé au LMEE, il a été
décidé que I’équipe’ allait intégralement écrire un code adapté & la méthode modale de branche. Je m’y
suis tres largement investi. Ce code est actuellement fonctionnel. Il se charge de 1’ensemble des calculs
a deux exceptions pres : le pré et post processeur. Autrement dit il faut fournir un maillage « éléments
finis » et les résultats des calculs doivent étre visualisés avec un logiciel graphique adapté?. La gestion
de la mémoire est désormais optimale, en tout état de cause l'intégralité de la RAM disponible sur
une machine donnée peut étre utilisée. Le code a servi a produire ’ensemble des simulations dont les
résultats sont présentés dans ce manuscrit.

On trouvera peu d’éléments dans ce mémoire sur la mise en ceuvre informatique. La lecture des
32425 lignes de code en C++4 ne présente que peu d’intérét. La description des nombreuses « astuces »
de programmation pour optimiser le code risquerait de masquer 'essentiel®. Il faut toutefois en dire un
mot. En effet la concision de la formulation analytique, qui se résume dans ce manuscrit a quelques
pages tres denses, contraste avec le temps passé & sa mise en oeuvre numérique. La transcription de
I’algorithme en code informatique a représenté une bonne part de ces trois années de theése. Mais cette
étape qui demande de la diplomatie* lors du choix du langage, qui est parfois ingrate lorsqu’il s’agit
de « déboguer » le code ou qui nécessite beaucoup de coordination entre les chercheurs puisque écrit
a plusieurs, est absolument indispensable pour passer de lidée a l’application. Sans elle I’étude des
exemples numériques des chapitres 4 et 5 n’existerait pas.

En ce qui concerne la pertinence de notre approche :

La démarche théorique et sa mise en ceuvre informatique doivent étre validées sur des cas d’applica-
tion pratiques. Ceci fait I'objet des chapitres 4 et 5 de ce mémoire. Nous avons montré qu'’il est possible
de traiter les couplages d’un systeme constitué de plusieurs corps en contact thermique imparfait a 'aide
de la sous-structuration modale de branche. Les résultats obtenus montrent la pertinence de la méthode
de couplage proposée en termes de précision et de gain de temps. Notre approche pouvait présenter
cependant un inconvénient pour 'utilisateur : elle introduit un parametre de pénalisation du saut de
flux dont le choix est délicat. Une étude menée a posteriori, sur les cas que nous avons traités, a montré
qu’il existe une plage de valeurs optimum pour ce parametre. Pour que la méthode soit véritablement
opérationnelle, nous avons proposé un indicateur permettant sa détermination a priori. La recherche
de cet indicateur présente 'avantage de n’utiliser que le modele modal réduit. Son calcul est donc tres
rapide. Il a été testé avec succes sur le cas traité en bidimensionnel (chapitre 4).

Le chapitre 5 développe sur 'exemple support d’une géométrie tridimensionnelle. L’ utilisation de
la méthode pour séparer un modele homogene de grande taille en plusieurs sous-modeles de taille plus
réduite. Il faut pour cela admettre un écart dans la modélisation au niveau des coupures fictives (inter-
faces de contact entre les différents sous-domaines). La fonctionnelle de saut de température est alors
déterminée par l'utilisateur qui choisit la valeur de la résistance thermique de contact (virtuelle) qu’il
juge admissible. L’évaluation a priori d’une valeur numérique pour cette RT'C est possible suivant les
idées développées en page 84. En tridimensionnel, si les maillages sont adaptés alors la fonctionnelle
de saut de flux a peu d’effet. La méthode est alors plus efficace qu'une méthode modale mono-corps
classique. Si nous nous plagons du point de vue d’une utilisation dans le milieu industriel, il est fort
probable que les maillages constituant les différents éléments du systéme ne soient pas concordants au
niveau des frontieres de raccordement. Dans ce cas I'interpolation apportée par les opérateurs de projec-
tion engendre un écart complémentaire a celui lié a 'introduction d’une résistance thermique de contact
et a la réduction modale. Une fonctionnelle de saut de flux permet alors d’améliorer les résultats, pour
finalement obtenir une précision équivalente au cas des maillages conformes.

LQuatre enseignants chercheurs (1PU, 3MCF) plus moi méme.

2Au sein du LMEE une mise en commun de ce type d’outils est envisagée avec I’équipe de Modélisation en Dynamique
des Structures (Z.Q. Feng).

3Ces « astuces » contribuent toutefois pour beaucoup & ce que le gain de temps de calcul théorique escompté grice &
la réduction modale et a la sous-structuration ne soient pas annihilées par une mise en ceuvre informatique sans finesse.

4Chaque programmeur ayant ses propres haibtudes : C, C++, Fortran,...



Un bref bilan et quelques perspectives :

Les travaux effectués demandent bien sir a étre confirmés sur d’autres géométries. Il serait souhai-
table de conforter la méthode de choix a priori du parametre de la fonctionnelle de saut de flux sur
de nouveaux exemples. Des progres sont encore possibles pour réduire les modeles par amalgame. Le
traitement d’enceintes thermiques devrait étre envisagé. Ici les aspects du rayonnement entre parois
devront étre pris en compte et imbriqués dans le processus de réduction et de sous-structuration. Des
tentatives analytiques ont été tentées mais le chemin est encore long avant de les voir se concrétiser dans
le code de calcul.

La technique est cependant d’ores et déja utilisable en conduction multi-corps bi ou tridimensionnel.
Elle autorise le traitement effectif de systemes comportant un tres grand nombre d’éléments et de noeuds
de discrétisation. Le code développé est compatible avec I'utilisation d’un ordinateur domestique actuel
pour peu qu'il dispose d’assez de RAM (2Go et plus). L’origine des maillages est libre car il n’est pas
nécessaire qu’ils soient conformes au niveau des interfaces de contact. L’utilisation de maillages générés
par différents logiciels industriels est donc possible. La méthode apporte un gain de temps significatif
pour les exemples traités, ouvrant ainsi d’intéressantes perspectives en identification et en commande
temps réel.
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Annexe A

Théoremes de Green-Ostrogradsky

Le théoreme de Green-Ostrogradsky est bien connu des physiciens au moins dans le cas des fonctions
de H(Q). Il porte différents noms : théoreme de Gauss, théoréme de la divergence, théoréeme de Green...
Cette annexe présente de maniere tres simple, les différents théoremes de Green-Ostrogradsky utilisés.

I. Cas de I’espace H'(()

Soit un ouvert borné 2 de frontiere J§2 et de normale extérieure unitaire ngg :

00

Non
Fic. A.1 — Domaine 2 avec sa fronti¢re et sa normale

Le théoreme de Green-Ostrogradsky le plus simple est alors :

Vu € (H'(Q))® /

[ divwyan = / e nyg d(O9) (A1)

o0

1l existe de treés nombreuses variantes du théoreéme A.1. La version qui nous intéresse étant le théoréeme
A 4. Pour I’établir, il faut utiliser la relation suivante :

Yue (HY(Q)® Yve HYQ) div(vu) = v div(v) + (Y(v)) eu

(A.2)

A.2 est intégré sur le domaine 2 et les termes sont réorganisés :

Vu € (HY(Q))® Yve HY(Q) /de (uw)v dQ = /de (vu) dQ — /Q (Y(v)) ®u dQ (A.3)
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A.3 est modifié a I'aide de A.1, pour obtenir le théoreme de Green-Ostrogradsky qui sera utilisé pour
établir les formulations variationnelles si les fonctions appartiennent a I'espace H'(S2).

Vu € (HY(Q)? Yo e HY(Q) /
Q

div(g)vdﬂ:—/

ueV(v)dQ+ / vu @ ngg d(0N) (A4)
Q

o0

II. Cas de ’espace H'(Q,T)

Les théorémes A.1 et A.4 ne sont valables que pour I'espace H!(Q), I'introduction d’une résistance
de contact introduit une surface de discontinuité I'. Il faut alors disposer d’un théoreme de Green-
Ostrogradsky pour I'espace H!(,T). Ce théoréme est peu présent dans les ouvrages de mathématiques,
il est surtout présenté dans des ouvrages de physique [8].

Avec les notations du paragraphe II.1. (page 37), le théoréme de Green-Ostrogradsky A.1 réécrit
pour I'espace H(Q,T) est :

Vue (H' (Q,1))° /

[ div(wa - /8 e nagd(09) - /F [u] .pdD (A.5)

Dans cette relation [u]. représente le saut de u au niveau de la surface I' dans le sens de la normale
al :np

A.5 se démontre & partir de A.1, la démarche est explicitée dans le cas ou le domaine 2 est constitué
de deux sous-domaines Q) et Q).

Fic. A.2 — Domaine € constitué de deux sous domaines Q) et Q2

Il faut commencer par écrire A.1 pour chacun des sous-domaines :

Vu € (Hl (Q<1>))3 /Qm div (w) dQD :/mmg.@(l) d(aQ(l)) (A.6)

Vu € (Hl (Q<2>))3 /Q  div () d0® = /6 mg.@(?) d(89(2)) (A7)

11 faut alors remarquer que la frontiere de contact Fglz) est égale a I'intersection de QM) et de 9Q?) :
Iy = (090) N (90®)

On sépare les frontieres des domaines en deux parties : 9Q(1) = ((’“)Qm \1"512)) + l"%) et 002 =
(89(2) \1"512)) + l"%). A.6 et A.7 deviennent alors respectivement A.8 et A.9.
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3
Vge(Hl (Q<1>)) / div (w) A = / wen® dHQM) + / wen® darl)  (A.8)
QW aQMN\I L) iy

3
Vu € (Hl (Q<2>)) div (u) A = wen® A0 + [ wen® darl) (A.9)
Q@ @\ iy

Ensuite il faut sommer A.8 et A.9, en remarquant que Q = Q1) + Q@) et que 9N = (89(1) \1"512)) +

(89(2) \1"512)), tout en précisant u™) (ou u(?) lorsque cela est nécessaire :

Vu e (H' (Q))3 / div (1) dQ =
Q
(A.10)
uen® d(o9Q) + u) o n dl“%) + u® en? dl—‘%)
(1) (1)
a0 r{} r

12

Il faut choisir 'orientation de np : np = n(Y, dans ce cas [u]p = u® — u® (pour mémoire n(?) =
—n(). Ce qui établit le théoreme A.5, qui serait aussi obtenu avec le choix np = n(® (et dans ce cas
[[Q]]F = - 2(2)).

Le théoréme recherché pour I'espace H'(,T)) est obtenu en utilisant A.2 dans A.5 :
Vu e (H' (Q,F))3 Vo € HY(Q,T) / div (u) vdQ =

@ (A.11)
- /Q (V(v)) e udQ + /89 vu @ ngad(0Q) — /1“ [vu]p .ppdl
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Annexe B

Le théoreme spectral

I. Le théoreme spectral

Le théoreme spectral est présenté dans un grand nombre d’ouvrages mathématiques. Il est cependant
recommandé de consulter 'ouvrage [1] qui a été écrit pour des ingénieurs et qui est plus accessible que
[15].

Le théoréme spectral & utiliser est le théoreme 7.3.2 page 219 de [1] :

Soit le probléme variationnel de valeurs propres suivant (ou probléme spectral) : trouver
AeRetueV\ {0} tels que

a(u,v) =A<u,v>g YweV (B.1)

Soit V' et H deux espaces de Hilbert réels de dimension infinie. On suppose que V' C H avec
injection compacte et que V' est dense dans H. Soit a(.,.) une forme bilinéaire symétrique
continue et coercive sur V. Alors les valeurs propres de B.1 forment une suite croissante
(Ak)k>1 de réels positifs qui tend vers 'infini, et il existe une base Hilbertienne de H (uy)g>1
de vecteurs propres associés, c’est-a-dire que

up €V, et a(ug,v) = g <ug,v>g YweV (B.2)

De plus, ( 4 est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(., .)

k
\//\_k>k21

II. Exemple d’utilisation du théoreme spectral

L’utilisation rigoureuse du théoreme spectral est tres délicate. En grande partie a cause de la nécessité
d’avoir une injection compacte de V' dans H. Le théoreme de Rellich permet de démontrer que 'injection
de H'() dans L?(2) est compacte. Cependant les théorémes de Green ne sont pas valides dans L?(€2).
A la demande d’Alain Neveu, Frédéric Bourquin a effectué ’ensemble des démarches qui permettent
d’utiliser le théoreme spectral pour le probleme des modes branche. Son texte est inclus dans les 3 pages
suivantes, ce qui rend la paternité de la démonstration a son auteur.

Cela démontre que les modes de branche forment une base de H!(Q). De la méme maniere, il serait
démontré que les modes de Fourier forment une base de Hp ().
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The so-called branch modes solve the Steklov eigenvalue problem

{fAu+ozu:)\u w
%qLapu:)\pu y

here v = Qw, but this is no limitation on this point.

A tentative variational formulation of 1 would write

/ VuVv + auv + / apuy = /\(/ uv + / puv) (2)
w o w Y

let w7 = uj, and u = u — Ru”, where R stands for the harmonic extension operator in the
sense of

—ARu+ aRu =10 w
Ru=u ¥

(3)

then 2 writes

find (N u,u”) € R x Hi(w) x HY2(y)  s.t.

/ VuVo + auv +/ VRuVRvY + aRu'Rv” + / apuTvT = )\(/ (@ +Ru")(v+ Rv”) + / puTv7) (4)
w w v w v

which is of the standard form by just setting

a((@,u),(v,07)) = / VuVo + auv +/ VRu'VRvT + aRuIRv™ + / apuTv?
w w y
W@ ), (o,0) = [@+ RN+ RN + [t (5)
Jw ¥

Ellipticity and continuity follow from standard arguments, and in particular from the reg-
ularity theory of elliptic equations. For the sake of completeness, an extended proof is given
below.

Let us start with the bilinear form a(,). is continuous on the space V = H{(w) x HY?(5)
due to the usual trace theorem. It is coercive over the space V' because it is bounded from below
by the usual scalar product on the space V. Moreover, the quantity [ VRuYVRv” +aRu"RvY
is equivalent to the standard norm over the space H'/?(y).
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As for the form b(, ), the right space involved is now H = L?(w) x L?(v). Its continuity over

H directly follows from the trace theorem in H 1(w) and triangular inequality.

As for its coerciveness, we need the following lemma ensuring the continuity of the operator

R : L%(y) — L*(w). Actually we have much more (compactness).

Lemma 1 : The operator R : L*(y) — L*(w) is continuous whenever the solution w to the

Dirichlet problem over w

~V2w=f w
w=0 Ow (6)

satisfies w € H%“(w) whenever f € L*(w).

Proof : Let f € L?(w) denote an arbitrary function and consider a function v € H 3. Then

Ru is defined n the usual sense as a function of the space H'(w). Moreover, a simple integration
by parts shows that

Lva:Av(;Z (7)

if 7 denotes the unit outer normal vector to w along dw.
Let

Lp=- [ o5 0

This is clearly a linear form which is well defined for every f € L?(w) because of the regularity

assumption. Moreover, we have

LN < Clloll 2y lwll 540 (9)

(@)

where C' denotes a generic positive constant.

Because of the variational continuity of w with respect to f and of the regularity assumption,

the mapping f — w is continuous from L?*(w) to H %+€(w) due to the closed-graph theorem.
Therefore, it follows from the previous estimate that

LI < Clollgey 1l (10)
Therefore, using [|Rv| 12, = sup / Ruf, we get
JeL2 (W) fllp2¢,y=1"w
[Roll2goy < C ol 20, (11)

Since H %(7) is densely embedded in L?(7), the operator R can be extended to a continuous

operator from L?(7) into L?(w).

QED.

We are now in a position to prove the coerciveness of b(, ). A simple calculus shows that

b(5,07), (3, 07)) :/; 1724-/‘0(731}7)2+./7p(v7)2+2/wz77€v7 (12)

hence, from Schwarz inequality,
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(o). (50 = [ (R / p(07)? - 2@,/ [y (13)

Now let

a:/wz’)2 b:fvp(v“’)2 dz/u;(Rv'Y)2 (14)

and let Q = b((v,v7),(9,v7)). What follows aims at establishing that Q > C(a® + b?) for
some positive constant C.
Thus 13 writes

Q>a’+d*+b* — 2ad (15)

First recall the continuity of the operator R : L?(y) — L?(w) if the boundary of the do-
main w is smooth enough. Hence, d < ab for some positive a. From this estimate and from the
obvious inequality |ad| < % (ea2 + d;) for every positive ¢, it follows that

1
Q>ad*(l—e)+b*+d*(1—-) (16)
€
and, for € < 1,
1
Q>ad*(1l—e)+b*(1+a(l —-)) (17)
€
1
Therefore, choosing € = ﬁ, it follows that 1 + (1 — %) = % and 1 — e = %ﬂ, hence
2 2
1 3 2 | 32
Q2 miny, (e ) (18)

QED.

Because the space V' is continuously and compactly embedded into the space H, the standard
abstract theory of self-adjoint compact operators shows that problem 4 possesses a countable
family of solutions (Ap, @, u}) € RY x H}(w) x HY?(y) such that the family (ig,u)) forms an
orthogonal basis of both spaces Hj(w) x H'/?(y) and L*(w) x L?(v). The orthogonality holds
with respect to the scalar products a(,) and b(,).

Branch modeshapes are the fields g + ’Ruz They do satisfy 2 as well as 1 in a weak sense.
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ANNEXE C. SEPARATION DES VARIABLES

La méthode de séparation des variables & fait I'objet de quelques lignes dans le chapitre 2. Cette
annexe explicite la démarche sur un exemple. Il s’agit d’une volonté pédagogique vis-a-vis des lecteurs
les plus jeunes qui n’ont pas forcément étudié cette méthode.

I. Présentation du probleme

Il s’agit de chercher le régime permanent d’une plaque homogene de conductivité k constante :

y
A
7/
L, /
h
Tamb
0 Ti LI > X
Fia. C.1 — Plaque de [0, L] x [0, L]
Les équations du probleme thermique sont :
V(z,y) € [0, Ls] x [0, L,] AT(x,y) =0 (C.1)
Ve e[0,L,] T(x,0)=1T; (C.2)
oT
Va € [0, L] a—y(m,Ly) =0 (C.3)
oT
oT
Vy € [07 Lu] - ka_x(Lmu y) = h(T(L;Eu y) - Tamb) (05)

L’équation de la chaleur se limite alors a C.1 puisqu’il s’agit de trouver un régime permanent, les
conditions aux limites sont de trois types :

e La condition C.2 est une condition de température imposée ou condition de Diri-
chlet

e C.3 et C.4 sont des conditions de flux imposé (ici nul) ou condition de Neumann

e (.5 est une condition de Fourier

La température imposée T; est telle que T; < Tymp, Tamsy étant la température de ’ambiance. Il n’y
a pas de condition initiale étant donné qu’il s’agit de la recherche d’un régime permanent.
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II. Mise sous forme adimensionnelle

Le probleme est adimensionné les nouvelles variables z*,y* et 8 sont telles que :

x
x
T — Tamb
0= .
111 - Tamb (C 8)
Les équations C.1-C.5 deviennent alors :
1 9% 1 0%
V(z*,y*) € [0,1] x [0,1] — + = =0 C.9
vz* €[0,1] 6(z*,0) = (C.10)
00
* 1 1) = A1
wre 5@ 1)=0 (C11)
Yy* € 10,1] %(1,y*) + Bif(1,5") =0 (C.13)
Le nombre de Biot présent dans 1’équation C.13 est défini par :
Bi = hiw (C.14)

III. Hypothese des variables séparables

Les variables sont supposées séparables, il faut alors rechercher les couples de fonctions (fy, (z*), gn(y*))
dont le produit hy(z*,y*) = fun(2*)gn(y*) vérifie C.9. Les fonctions trouvées devront vérifier les condi-
tions aux limites C.11 C 12 et C.13.

La condition C.10 ne sera vérifiée que par la décomposition suivante :

Zanfn gn(y") (C.15)

Ce qui permettra de calculer les a,,
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IV. Recherche des couples (f,(z*), g.(y"))

ho(2*,y*) = fu(z*)gn(y*) vérifie C.9 donc :

Y y?) € 0,11 < 0.1] 75 e )on(”) + 5 fale)gl(y) = 0 (C16)

En supposant que f,(z*) et que g,(y*) ne s’annulent pas, 'expression C.16 peut s’écrire :

Ve e DX 0] - i) = 0 )

Ainsi une fonction ne dépendant que de z* est égale & une fonction ne dépendant que de y*. Il n’existe
qu’une possibilité, les deux fonctions sont égales & une constante.

On pose alors p,, tel que :

1 " (z* 1 g
W) e 0l o] - ) L
z Jn y On

(y*i =p? (C.18)

Remarque : il est aussi possible de supposer que la constante est négative et dans ce cas, il faut écrire
—p? ala place de p? dans C.18.

Dans ces conditions f,(z*) et g,(y*) vérifient :

Vo* € [0,1]  f2(a*) + (Lepn)? fu(z*) =0 (C.19)
vy* € [0,1] gn(y*) — (Lypa)’gn(y*) =0 (C.20)

Les équations différentielles C.19 et C.20 sont classiques elles admettent les solutions générales sui-
vantes :
Va* €[0,1] fu(z*) = Ay sin(Lypna™) + By, cos(Lypna™) (C.21)

Vy* €10,1] gn(y™) = Cypsinh(Lypny™) + Dy, cosh(Lypny™) (C.22)

V. Détermination des constantes de A,, B,,,C,,, D,, pn

Les constantes A,,, By, Cy, Dy, pr, sont déterminées a 'aide des conditions aux limites.

Ay, doit étre nul. En effet si 'on impose que h,(z*,y*) = fn(z*)gn(y*) vérifie C.12, alors :

O fn(@)gn(y")

9 (0,%) = AuLapugaly”) (C23)

Or g,(y*) n’est pas nulle sur [0, 1]. Donc A,, = 0.

C.11 implique une relation entre C,, et D, en effet :

Ofn(r)gn(y*) (

dy 2%, 1) = fu(@") [CnLypp cosh(Lypn) + DnLypy sinh(Lypn)] (C.24)

Or f,(y*) n’est pas nulle sur [0, 1]. Donc :

CyLypr, cosh(Lypy) + DpLypp sinh(Lyp,) = 0 (C.25)

Soit apres simplification : C, = —D,, tanh(Lypy,)
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Ce qui permet de simplifier I’écriture de g, (y*) :

gn(y*) = Cysinh(Lypny™) + Dy, cosh(Lypny™) (C.26)
= —D, tanh(Lypy)sinh(Lypny™) + D,, cosh(L,pny™) (C.27)
= D, [—tanh(Lyp,)sinh(L,pny*) + cosh(Lypny™)] (C.28)
_ Dy cosh(Lypn) cosh(Lypny*) — sinh(Lypp) sinh(Lypny”)] (C.29)
N cosh(Lypp) '
D,, cosh(Lypn (1 — y*
_ COs ( 'ljp ( y )) (0'30)
cosh(Lypr)
Ainsi 'expression de g, (y*) devient :
Drcosh(Lypn(1 —y*))
n(y*) = C.31
9n(y") cosh(Lypn) (C.31)
C.13 implique que p,, soit solution de I’équation transcendante suivante :
Lypn tan(Lypy) = Bi (C.32)
En effet :
00T In) (1 )+ Bifu(1)gu(y") = By [~ Lepusi(Lupn) + Bicos(Lupn)] (C33)

Or Bphgn(y*) n’est pas nul done L, p, sin(Lyp,) = Bicos(L,p,) ce qui implique que p,, soit solution
de C.32. Sans ordinateur C.32 peut étre résolue graphiquement suivant la démarche proposée en section
VIII.

Désormais la décomposition C.15 s’écrit (8, = anBpDy) :

cosh(Lypn(1 —y*))
cosh(Lypn)

O(z*,y*) = Z B cos(Lypna™) (C.34)
n=1

Les coefficients (,, seront déterminés a l'aide de C.10. Mais pour cela il faut montrer une propriété
d’orthogonalité.

VI. Les fonctions sont orthogonales entre-elles

Un produit scalaire < f, g > est introduit, son expression est :
1
<fg>= [ FE)gla)is (C.35)
0

Si pp, et pp, deux solutions distinctes de C.32 alors cos(Lypnz*) et cos(Lzpma™) sont orthogonales
vis-a-vis du produit scalaire C.35 :

1
< co8(Lgpna™), cos(Lypma™) >= / cos8(Lypnx™) cos(Lypma™)dz™ =0 (C.36)
0

La démonstration de C.36 est un simple exercice de calcul intégral qui est effectué en section IX.
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VII. Détermination de (3,

Il ne reste plus qu’a déterminer les 3,. La décompostion C.34 doit donc vérifier la condition aux
limites C.10. Ce qui implique que :

> Bmcos(Lypma*) =1 (C.37)

L’utilisation judicieuse de la C.36 va permettre de conclure. C.37 est multipliée par cos(L.p,x*) et
est intégrée sur [0,1] :

1
/ Zﬁmcos 2PmT") cos(Lypnx )dx*:/ cos(Lypnx™)dz” (C.38)
0

Il est facile de reconnaitre le produit scalaire C.35 :

< Z Bim c08(Lypma™), cos(Lyppz™) >=< 1,cos(Lyppz™) > (C.39)

m=1
Le terme de gauche dans C.39 se simplifie a I'aide de C.36 d’ou :

< B cos(Lypnz™), cos(Lypnz™) >=< 1, cos(Lypnz™) > (C.40)

La valeur de 3,, est donc donnée par :

< 1,cos(Lypnx*) >

b < cos(Lyppa*), cos(Lyppr*) > ( )
Apres les calculs présentés en section X., I'expression de 3, est :
2B
p ((Lzpn)? + Bi? + Bi) cos(Lypp) (C-42)
L’expression de (z*, y*) est alors :
i 2Bicos(Lgppz*) cosh(Lypn (1 — y*)) (C.43)
“— ((Lapn)? + Bi? + Bi) cos(Lzpn) cosh(Lypn) '
Ce qui permet d’établir I’expression de T :
= Bicos(Lgpnz*) cosh(Lypn(1 —y*))
T =Tomp+2(T; — Toum - - C.44
b+ 2 ngl (Lypn)? 4+ Bi? + Bi) cos(Lypr) cosh(Lypyp) ( )
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Complément I : Méthode graphique pour I’équation trans-
cendante

Sans ordinateur, il faut recourir a une méthode graphique pour résoudre 1’équation transcendante
C.32. Les p, seront les abscisses des intersections entre les courbes des fonctions suivantes :

i1 : 2z — tan(Ly2)

(C.45)
. Bi
ig:z — T.: (C.46)
Soit graphiquement pour les valeurs numériques suivantes L, = 3m et Bi = 2,
3 T
|
|
|
|
25 - 1
\
|
|
\
|
2
|
\
\\
\
15 |\
\
\\
1 L
0.5
0 \
0 0.5

FiG. C.2 — Tracé des fonctions permettant de déterminer graphiquement les racines de C.32

Sur ce graphique, il est possible de déterminer les 5 premieéres racines de C.32 (pour L, = 3m et
Bi=2):

e p1~04
o po 1.2
o p3 2.2
o py~ 32
o p5~ 4.2
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IX. Complément II : démonstration de 'orthogonalité C.36

Soit p,, et p,, deux solutions distinctes de C.32, il faut démontrer que

< cos(Lypnz™), cos(Lypmz™) >=10 (C.47)

Il s’agit d’un simple exercice de calcul intégral :

1
< co8(Lgpnz™), cos(Lypmz™) > = / cos(Lypnx™) cos(Lypma™)de” (C.48)
0
1t
= 3 / cos(Ly(pn — pm)x™) + cos(Ly(pn + pm)x*)dz™ (C.49)
0
- L[sntlelon= pn)e’)  nlLelo +pm>x*>r (C.50)
1 i Lz n~— Mm i Lz n m
_ 1 [Sm( (on = pm))  sin(La(pn + p ))} (C51)
2 L.(pn — pm Ly (pn + pm)

Il faut donc montrer que le numérateur de C.51 est nul soit que :

P [sin(Le(pn — pm)) + sin(Le(pn + pm))] + pm[sin(Le(pn — pm)) — sin(Lz(pn + pm))] =0 (C.52)

Or d’apres les formules d’addition :
Sin(Lg(pn — pm)) + sin(Ly(pn + pm)) = 28in(Lgpp) cos(Lgpm,) (C.53)
sin(Lo(pn — pm)) — sin(La(pn + pm)) = —28in(Lypm) c08(Lapn) (C.54)
C.52 est donc équivalent a :

P SIN(Lypp) co8(Lypm) — pm sin(Lypm) cos(Lypn) =0 (C.55)
Or p, et p,, sont deux solutions distinctes de C.32, ce qui implique les deux relations suivantes :

PnSIN(Lypn)cos(Lypm) = Li c08(Lypn)cos(Lypm,) (C.56)

x

PmSIN(Lypm)cos(Lypn) = Li c08(Lypm)cos(Lypr) (C.57)

x

C.56 et C.57 impliquent C.55. Dés lors C.52 est vraie ce qui démontre C.47.
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X. Complément III : Détail du calcul de 3,

Il s’agit ici d’effectuer les calculs menant de C.41 a C.42 :

< 1,cos(Lyppx*) >

fn = < c08(Lypna*), cos(Lyppx*) >
1
/cos(men:v*)d:v*
_ 0
= 1
/(cos(sznx*))de*
0
{sin(menz*)} !
men 0
1
1 2L pnx*
[,
0 2
B 2 sin(Lzpn)
Lypn x*+sin(2menx*) !
2men 0
B 2sin(L,pp)
N sin(2L.pn)
Lepn 14+ ————=
g ( " 2Lgpn >
2sin(L,py)

Lypn + sin(Lypp) cos(Lypr)

pn est racine de C.32 donc L, py, sin(Lyp,) = Bicos(Lypy) deés lors :

P

Ce qui établit C.42.

2B1

Lypn

COS(LIM( pn + sin(Lzpp) c08(Lgpn))

2B1

(prn)Q

COS(men) + P Sln( P )

2B1

(prn)2 ((Sin(Lan))2 + (COS(Lan))Q)
cos(Lzpn)
2B1

+ Bicos(Lypn)

Bi%2cos(Lypn) + (Lzpn)? cos(Lyprn) + Bicos(Lypn)
2Bq

(Lopn)? + B2 + Bi) cos(Lapn)

(C.58)

(C.59)

(C.60)

(C.61)

(C.62)

(C.63)

(C.64)

(C.65)

(C.66)

(C.67)

(C.68)
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ANNEXE D. ANALYSE MODALE « CLASSIQUE »

Il s’agit ici de montrer rapidement la démarche de I’analyse modale classique dans le cas d’un systeme
thermique purement conductif avec des conditions aux limites de Fourier. La prise en compte des condi-
tions aux limites de Neumann ou de Dirichlet est présentée dans [30], la prise en compte du transport
est présenté dans [17]. Les méthodes de réduction modale sont ici totalement oubliées, une présentation
complete est présenté dans [38].

I. Le systeme thermique envisagé

La forme du domaine physique n’est pas limitée. Le domaine est noté €2, sa frontiére est notée 0f et
la normale extérieure unitaire au domaine est notée nyq, :

00

%o}
F1G. D.1 — Domaine ) avec sa frontiere et sa normale

Le systeme thermique envisagé est un systéme thermique conductif, sans transport, linéaire. Les
propriétés thermophysiques et le coefficient de convection ne dépendent que de Iespace : ko(M),co(M)
et ho(M)*. Les propriétés thermophysiques ne sont donc pas fonction de la température et le coefficient
de convection ne dépend pas du temps.

Les équations du probleme sont donc :

VM e Q 00%—1; = div(koNT) + 7 (D.1)
VM € 9Q —koN(T)enyg = ho(T — Tewt) (D.2)
VM eQ T(M,0) = T,(M) (D.3)

Le coefficient de convection ho(M) ne peut pas dépendre du temps, par contre le champ de sollici-
tation du probleme Te.;(M,t) peut dépendre du temps. Le terme source 7(M,t) peut dépendre sans
restriction du temps et de 'espace.

Le probleme est donc classique, sa solution peut étre recherchée a 'aide des méthodes classiques
(différences finies, volumes finis, éléments finis) sans grande difficulté. Mais ce probléme peut aussi étre
résolu a l'aide d’'une méthode modale comme vont le montrer les lignes qui suivent.

Le champ initial est presque quelconque, pour plus de détail se référer a la remarque de la page
suivante.

11’indice 0 est indiqué par soucis d’homogénéité avec I’annexe E sur les modes de branche.
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II. Séparation glissant/dynamique

En analyse modale classique, il est nécessaire d’effectuer la séparation du champ thermique en deux
termes : le champ dynamique T} et le terme glissant T},. Le champ glissant va étre défini, puis le champ
dynamique sera défini a ’aide du champ glissant.

II.1. Le champ glissant : T,(M,t)
Le champ glissant est équivalent a tout instant au régime permanent qui serait atteint par le systeme
si les sollicitations (7 et Tey¢) gardaient une valeur constante & partir de cet instant.

Une autre définition du champ glissant est la suivante : le champ glissant est le champ qui s’établirait
a chaque instant si la capacité thermique était nulle.

Le champ glissant est donc défini par les deux équations suivantes :
VM e Q div(koVTy) +7=0 (D.4)

VM €90 — koV(T,) @ gy = ho(Ty — Teat) (D.5)

Il n’y a pas de troisieme équation étant donné qu’il s’agit a chaque instant d’un régime permanent. Le
champ glissant dépend du temps si une des sollicitations (T, m) varie au cours du temps. La méthode
modale ne pourra étre performante que si la recherche du champ glissant est rapide. Il existe plusieurs
situations ou la détermination du champ glissant est rapide :

e Le probléme thermique est un probleme de relaxation thermique, 7, ne dépend
pas du temps et une seule détermination sera nécessaire.

e Le champ glissant peut étre déterminé analytiquement. C’est le cas si la géométrie
est simple et si les sollicitations sont simples. De maniere classique le champ glis-
sant est alors déterminé par la méthode de séparation des variables.

I1.2. Le champ dynamique : Ty(M,t)

Le champ dynamique est défini par :

VM eQ TyM,t) < 7, t) - T,(M,¢) (D.6)

Ce qui permet d’établir les équations du champ dynamique :

oT, ) T,
VM € Q coa—td = div(koNTyq) — Coa—tg (D.7)
VM e 0 - kOZ(Td) ®Nyny = hoTy (D8)
VM € Q Ty(M,0) = Ti(M) — T,(M,0) (D.9)

Remarque :

Le champ dynamique se décompose dans la base des modes de Fourier (voir pages suivantes)
si le champ dynamique initial est décomposable dans la base des modes de Fourier. En général
cette restriction n’est pas problématique, car cela impose uniquement que T;(M) — T, (M, 0)
appartienne & l'espace H}(Q).
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III. Les modes de Fourier

Le probleme de Fourier va étre défini. Ensuite il sera mis sous forme variationnelle et des opérateurs
intégraux seront définis. L’application du théoréme spectral (voir annexe B) permettra de montrer que
les modes de Fourier forment une base de H(£2). La définition de cet espace fonctionnel sera donnée.
Enfin les propriétés d’orthogonalité vérifiées par les modes de Fourier seront rappelées.

II1.1. Définition des modes de Fourier

Les modes a utiliser pour le probleme thermique considéré sont les modes de Fourier. Les modes
de Fourier (2, V.I) sont les solutions du probleme aux valeurs propres de Fourier défini par les deux
équations suivantes :

VM € Q  div(koNVE) = 2FcoVE (D.10)
VM €99 — koY (ViF) engg = hoViF (D.11)
zF' est la valeur propre du mode tandis que V(M) est la fonction propre ou vecteur propre du

mode. La valeur propre est un scalaire et le vecteur propre est un champ du domaine 2. Le probleme
va étre mis sous forme variationnelle ce qui permettra d’utiliser le théoreme spectral.

I11.2. Formulation variationnelle du probleme de Fourier

L’équation dans le domaine D.10 est multipliée par une fonction test v € H*(£2) et est intégrée sur
le domaine 2 :

Yv e HY(Q) / div (ko¥ (V;F)) v dQ = / 2 coVEv dQ (D.12)
Q Q
Le théoreme de Green-Ostrogradsky A.4 est appliqué a D.12 :

Yo e HY(Q) —/QkQZ(U)oZ(VZ—F)dQ-l—/

vko VY (Vf).@md(aﬂ)zzf/com% dQ  (D.13)
on Q

La condition aux limites de Fourier D.11 alors utilisée pour simplifier le probleme :

Yo € HY(Q) /

| ko¥(v) e ¥ (Vi) aa + /

ho v VFd(09) = —2F / coViFv dQ (D.14)
o0 Q

D.14 est la formulation variationnelle du probleme de Fourier.

I11.3. Introduction des opérateurs intégraux

Les opérateurs intégraux Ap et Cr sont définis a partir de la formulation variationnelle D.14, ils
permettront d’utiliser le théoreéme spectral :

Ar(fog) = / KoY(f) o ¥ (9) A + / ho f g d(09)
Q o0 (D15)

Cr(f.9) :/Q ¢o f gdo

Ces deux opérateurs sont bi-linéaires, symétriques, définis et positifs.

Le probleme de Fourier défini par les équations D.10 et D.11 est donc équivalent au probléeme varia-

tionnel suivant :
Vo e HY(Q) Ap(ViF,v) = —2FCr(VE v) (D.16)
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II1.4. Espace fonctionnel des modes de Fourier
Les modes de Fourier forment une base de HL(2) qui est définit par :

Hp(Q)={feH'(Q) | VM €dQ —kNfeny,=hf} (D.17)

Le lecteur intéressé pourra consulter 'annexe B.

IT1.5. Les conditions d’orthogonalité vérifiées par les modes de Fourier

Suivant les idées qui seront présentées en section II1.4. page 133, il est possible d’obtenir les deux
conditions d’orthogonalité pour les modes de Fourier.

Les modes de Fourier sont orthogonaux vis-a-vis des opérateur Cr(f,g) et Ap(f,g) :

Cr(VE V) =85 (D.18)
Ar(ViT, ‘/]F) = —2{ 0 (D.19)

Ces deux propriétés vont permettre de montrer que les équations d’états sont découplées.

Le champ dynamique se décompose dans ’espace des modes de Fourier :

Ta(M, 1) = iﬂ?f(ﬂViF(M) (D-20)

La condition d’orthogonalité D.18 permet de déterminer les états initiaux, en effet :

k=1
= f}x? 0)Cr(VE, V) (D.22)
k=1
= 2/ (0)Cp(Vy", Vi) (D.23)
= 2F(0) (D.24)

II1.6. Calcul des modes

Les modes peuvent étre calculés numériquement d’'une maniere similaire au calcul des modes de
branche (voir section IV. page 135).

IV. Les équations d’états

L’écriture des équations d’états s’effectue de la maniere suivante :

e Les équations du champ dynamique sont mises sous forme variationnelle.

Le champ dynamique est projeté dans ’espace des modes de Fourier.

La fonction test v est remplacée par un mode de Fourier VkF .

Les propriétés d’orthogonalité permettent de simplifier le probleme.
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IV.1. Formulation variationnelle des équations du champ dynamique

L’équation D.7 dans le domaine € est multipliée par une fonction test v € Hi(£2) et est intégrée sur
le domaine 2 :

T,
Vv € Hp(Q) / coﬂudg div(koNTy)vdQ — cohvdﬂ (D.25)
o Ot Q o Ot

Le théoreme de Green-Ostrogradsky A.4 est appliqué a D.25 :

Vv € Hp(Q) / co%vdﬂ =
& or, (D.26)
—/ koV (v) e ¥V (Ty) dQ + / vkoV (Ty) @ ngad(092) — / co—2vd2
Q 80 o Ot

La condition aux limites de Fourier D.8 alors utilisée pour simplifier le probleme :
1 Iy 0T,
Yo € Hp(Q) co—de =— | koV(v) eV (T;)dQ — vhoTyd(09Q) — | co—"0d2  (D.27)
ot Q 89 o Ot

Les opérateurs Ar et Cp sont reconnus dans D.27. La formulation variationnelle sera donc définie a
I’aide des opérateurs déja introduits.

La formulation variationnelle des équations du champ glissant est donc :

oT, 0Ty,
voe @) Cr (Gho) = - Aeo) - o (F20)

VM e Q Ty(M,0) = T,(M) — T,(M,0)

(D.28)

IV.2. Obtention des équations d’états

Le champ glissant T, est remplacé par sa décomposition D.20 dans D.28 (en oubliant provisoirement
la condition initiale).

o> < afvE = oT,
1 i=1"1 "1 — _ Fy F _
Yu € HF(Q) Cr <7at ,v> AF (l_g - x; [/z ,v) Cr ( a9t ) (D29)

Les opérateurs Ap et Cg sont bi-linéaires, il est donc possible de sortir la sommation des opérateurs :

Yo € Hi(Q Zc (8:0 Vi : >_—ZAF (zFVF v) - Cp <‘9§; v> (D.30)
=1

; F ; . ) . Ox]VF dzf g .
Les fonctions propres V;” sont uniquement fonction de l’espace ainsi 5 = V. La bi-
linéarité des opérateurs Ap et Cp permet de sortir les états de ceux-ci, d’ou :
Vv € Hp(Q) i Cr (V) do/ z—i(AF (viF v)xF)—CF Ty v (D.31)
" i=1 . dt i=1 . ' ot '

Pour finir les modes VkF sont utilisés comme fonction test? v

> daf > oT,
Vk € N* § j<cF (V" vi) (“’1”; ) = _§ (Ar (VW) 2f) —cr (a—;,VkF> (D.32)
1=1 =1

2En effet les VF formant une base de H1 (Q)7 toutes les fonctions v de cet espace sont décomposables dans la base des
modes de Fourler La condition Vv € H (Q) est alors remplacée par la condition Vk € N*
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L’équation D.32 se simplifie en utilisant les conditions d’orthogonalité D.18 et D.19, dans un premier
temps la sommation est éliminée :

dzF oT,
vk e N* Cp (VF, V) d_f =—Ar (VE,VE) 2f —Cp (8—; V,f) (D.33)

Dans un second temps D.33 est simplifiée car Cp (VkF, VkF) =1letCp (VkF, VkF) =z}

dzf aT,
Vk € N* &:zfzf‘—(fp (8—;,‘/}5‘) (D.34)

L’indice muet k est remplacé par ’indice ¢ et la condition initiale est rappelée :

. . daf F_F My r
Vi e N T zi x; —Cp (va; (D.35)

Vie N* zF(0)=Cp (Ta(M,0), ViF)

La formulation variationnelle D.35 est composée des équations d’états et des conditions initiales.
La dynamique de chacun des états est indépendante de tous les autres, les équations d’états sont donc
découplées. Par analogie avec les systemes matricielles, I’équation du champ dynamique est alors qualifiée
de diagonalisée.

V. Résumés des points essentiels

La méthode modale classique s’applique & une large gamme de systemes thermiques linéaires. Les
modes étant calculés numériquement, il est possible de traiter des géométries complexes. Les équations
d’états sont découplées ainsi le calcul des états peut se faire état par état. Il est ainsi possible de calculer
progressivement la solution. La méthode est tres rapide pour peu que le calcul du champ glissant soit
rapide.
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ANNEXE E. BASE DE BRANCHE

Les points les plus essentiels sur la base de branche sont les suivants :

e L’ensemble des modes de branche du corps 2 forment une base de H*(£2).

e Les modes vérifient deux conditions d’orthogonalité.

e Le calcul numérique des modes d’un domaine §2 quelconque est possible.

e La base de branche présente des dominances, il est ainsi possible de la réduire.

Les propriétés des modes de branche font I'objet de cette annexe, 'annexe suivante présentera les
différentes possibilités de réduction de la base de branche.

La base de branche va étre présentée pour un systeme thermique sans transport, les transferts
thermiques s’effectuent alors uniquement par conduction. La prise en compte du transport dans la base
de branche est certes possible [34, 37, 26] mais n’a pas été utilisée dans cette these.

I. Définition des modes de branche

Les données fondamentales permettant de définir les modes de branche sont exposées avant l'intro-
duction du probleme de branche. Une comparaison avec le probleme de Fourier sera menée.

I.1. Remarques préalables

Soit un domaine 2 de frontiere 92 et de normale extérieure unitaire nyq, :

00

Noq
F1G. E.1 — Domaine (2 avec sa frontieére et sa normale

Les transferts de chaleur s’effectuent uniquement par conduction sans transport, la géométrie du
domaine Q peut alors étre quelconque’.

Le domaine peut étre hétérogene, il peut étre constitué de plusieurs matériaux sous réserve que le
contact entre les matériaux soit parfait.

Le probleme de branche va étre défini par rapport a des caractéristiques thermophysiques moyennes
(ko(M), co(M)) qui serait celles considérées dans une linéarisation du domaine. Les caractéristiques
thermophysiques (k(M,T), ¢(M,T)) réelles vérifient alors :

VM eQ k(M,T)=ko(M)+k(M,T) (E.1)

VM eQ (M, T)=co(M)+c1(M,T) (E.2)

IDans le cas ot il y aurait du transport solide ou fluide, il faut en plus que la frontiere soit fixe [34], il y a alors certaines
limites sur les systémes qui peuvent étre pris en compte.
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1.2. Le probleme de branche et la condition de Steklov

Le probleme de branche associé au domaine 2 est constitué des deux équations suivantes :
VM € Q  div(koV (Vi) = zicoVi (E.3)

VM € 092 — koVV; e Ny = ZzCV; (E4)

Le probleme de branche est donc un probléeme aux valeurs propres généralisé. Les vecteurs propres
Vi(M) sont des champs spatiaux définis sur I’ensemble du domaine €. z; est la valeur propre associée
au vecteur propre V;(M). Le couple (z;, V;) est appelé mode de branche.

La condition aux limites E.4 est appelée condition de Steklov. Contrairement aux conditions aux
limites classiques (Fourier, Dirichlet), la condition aux limites de Steklov n’est pas physique.

La condition aux limites de Steklov est donc abstraite, elle fait apparaitre la valeur propre z; du
mode (z;, V;). Le nombre de Steklov ((M) est une pondération qui assure I’homogénéité dimensionnelle
et I'équilibre numérique entre E.3 et E.4. Le nombre de Steklov s’exprime en J.m~2.K~! (ou encore en
kg.s72. K1) et doit étre positif.

Le choix du nombre de Steklov sera analysé en détail dans le paragraphe I1.4. Il est cependant possible

de signaler qu’en pratique :

(E.5)

| (. sila frontiere n’est pas adiabatique
(M) = { 0 sinon

Avec (. la valeur choisie pour le nombre de Steklov. La valeur 0 est utilisée pour les frontieres
adiabatiques du probleme physique car ces frontieres étant a flux nul, il est alors préférable d’imposer
que les modes vérifient rigoureusement cette condition.

I.3. Les modes de Fourier et modes de branche

Il ne faut pas confondre le probleme de branche avec le probleme des modes de Fourier :
VM € div(koV (Vi) = zicoVi (E.6)
VM € 0Q —koVV;eny, =hV; (E.7)
Les équations E.3 et E.6 sont identiques. Par contre les équations E.4 et E.7 sont tres différentes. La

condition aux limites imposées dans le probleme de Fourier ne dépend pas de la valeur propre, 'espace
généré par les modes de Fourier est alors 'espace Hp(€2) :

HEQ) = {f € HNQ) | YM€0Q —koVfeny, = hf} (ES)

L’espace H(£2) ne contient ainsi que les fonctions qui vérifient effectivement la condition aux limites
E.6. Ce qui limite fortement le domaine d’application d’une base de Fourier.

A Dinverse la condition de Steklov fait intervenir la valeur propre du mode. Chaque mode vérifiera
alors une condition dite de Fourier? mais différente de celle des modes qui auront une valeur propre
différente. En conséquence ’espace généré par les modes de branche est 1’espace H'(Q) sans aucune
restriction si ¢ n’est pas nul.

2Toutefois, il importe de signaler que z;{ n’est pas assimilable & un coefficient d’échange car les valeurs propres du
probléme de branche sont négatives ou nulles : z; < 0 (voir équation E.23)
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II. Formulation variationnelle du probleme de Branche et uti-
lisation du théoreme spectral

Le théoreme spectral présenté en annexe B est basé sur une formulation variationnelle du probleme
aux valeurs propres. Dans un premier temps la formulation variationnelle du probléme de branche est
établie. Dans un second temps les opérateurs Cy, et A, sont définis. L’utilisation du théoreme spectral
permet alors de conclure que les modes forment une base de H'(£2). Finalement le principe de moindre
dégénérescence [13] appliqué aux opérateurs Cp et Ap permet de montrer qu’il existe un choix par défaut
pour le parametre de Steklov.

I1.1. Etablissement de la formulation variationnelle

L’équation dans le domaine E.3 est multipliée par une fonction test v € H*() et est intégrée sur le
domaine (2 :

Yo e HY(Q) / div (kN (V;))v dQ = [ zicoViv dQ (E.9)
Q Q

Le théoreme de Green A .4 est appliqué a E.9 :

Fo¥(v) o Y (V) dQ + /

kovV (V) @ nyqd(09) = / zicoViv dQ) (E.10)
0

Q

Yo e HY(Q) —/

Q

La condition aux limites de Steklov E.4 alors utilisée pour simplifier le probléeme :

! — v) e ; —
v e HY(Q) /Qkoz() ¥ (V) de /

zi(Viv d(09) = / zicoViv d§2 (E.11)
o Q

Les termes intégrant la valeur propre z; sont placés du méme c6té et la valeur propre est sortie des
intégrales, ce qui établit la formulation variationnelle du probleme de branche.

Vo € HY() /QkOZ(v) oV (V,)dQ = —z; { CViv d(092) + /Q coViv dQ} (E.12)

o0

I1.2. Introduction des opérateurs A, et C,

Deux opérateurs sont définis a partir de E.12 :

Ao(f.9) = /Q T (f) o Y (g) dQ

(E.13)
Cif9) = [ cfgaem)+ [ cofg a0
a0 Q
Le probleme de branche s’écrit alors :
Yo e HY(Q) Ay(Vi,v) = —2:C(Vi,v) (E.14)

Les opérateurs A, (et Cp) sont bi-linéaires, symétriques, définis et positifs.
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I1.3. Les modes de branche forment une base de H'(Q)

L’utilisation du théoreme spectral est délicate, le lecteur intéressé est renvoyé a l'annexe B. Ce
théoréme démontre que ’ensemble des modes de branche forment une base de H'(£2) & la condition que
¢(M) soit non nul sur ’ensemble de la frontiere.

Dans le cas ou le nombre de Steklov est nul sur une partie de la fontiere que ’on note 9€2,,; alors
I’ensemble des modes de branche forment une base de ’espace suivant

{fve H(Q) | VM € 0Qnu Y(v)eny, =0} (E.15)
Dans la méthode modale classique, les modes vérifiaient la condition aux limites homogenes du champ

dynamique... En conséquence les équations d’états sont découplées, mais seuls les systemes thermiques
linéaires sont envisageables.

Les modes de branche ne vérifient aucune condition aux limites particuliere (pour peu que (M)
soit non nul). Il y aura alors une seule équation d’état qui couplera la dynamique de tous les états. Par
contre les systemes thermiques non-linéaires pourront étre traités.

I1.4. Choix par défaut du parametre de Steklov

Le choix du parametre de Steklov s’effectue selon les idées du principe de moindre dégénéresence
(voir [13] page 168) habituellement utilisé en analyse dimensionnelle.

Selon ce principe les deux termes intégraux de C, doivent avoir un poids a priori équivalent :

Co(f.g) = /6 clga(on) + /Q cofg dQ (E.16)

Il est possible de définir une longueur de référence I,. par :

/ dQ
I, 2 (E.17)

H(C(M))d(09)
o0

La fonction H sert a supprimer la partie de la frontiére ol le nombre de Steklov s’annulle :

() = {

1siz>0
0 sinon

(E.18)

La capacité thermique de référence est la moyenne volumique de la capacité thermique réelle :

/ Con
_Ja_ (E.19)

Cr
/ dQ
Q

En pratique ((M) est soit constant soit prend deux valeurs (¢, est la valeur choisie pour () :

. si la frontiere n’est pas adiabatique
(M) = { (C) sinon v ! (E.20)
Le rapport des deux termes dans E.16 est en ordre de grandeur tel que :
Cfg d(09) ¢
e (E.21)

/ cofgdo Ol
Q
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Ce

crly

D’apres le principe de moindre dégénérescence, il est préférable que soit de 'ordre de 1.

Ainsi le choix par défaut du parametre de Steklov est (4 avec :

/ CQdQ
Q

H(¢(M))d(99)
o2

Cd =cply, = (E22)

Différentes études ont été menées avant d’écrire les articles [36, 35, 43]. Dans chacune de ces études,
il a été montré que les meilleurs résultats étaient obtenus avec (. € [0.5(4, 2¢4]. Ainsi en pratique, la
valeur choisie pour ¢ est systématiquement (4.

III. Compléments sur les modes

III.1. Signe de la valeur propre

11 est possible de déterminer le signe de la valeur propre a I’aide du quotient de Rayleigh. En effet A4,
et Cp sont définis et positifs, ainsi A, (V;, Vi) > 0 et Cp(V;, Vi) > 0 si V; n’est pas nul. Or par définition
la fonction propre d’'un mode est non nulle. Ainsi z; est tel que :

Ap(V3, Vi)

< .
(Vi Vi) — ’ (E.23)

zZi = —
Le quotient présent dans E.23 est appellé quotient de Rayleigh.

I11.2. Tri des modes

Les modes sont triés suivant leur valeur propre. Le premier mode est donc le mode plat?* de valeur
propre nulle. Ce choix assure que z; < z; pour j > 1.

II1.3. Dimension de la valeur propre

La valeur propre s’exprime en s~ !. Il est alors classique de définir une constante de temps 7; par :

1
Ti=—— (E.24)

Zq

Dans le cas de 'analyse modale classique, la valeur propre 2/ apparait directement dans les équations
d’états : D.35. Dans le cas de I’analyse modale de branche, les fonctions propres interviennent seules
dans I’équation d’état 2.14. Les valeurs propres sont ainsi assez peu utilisées explicitement en analyse
modale de branche, elle peuvent toutefois servir de critére dans une troncature de Marshall (annexe F).

3Quelques modes de branche sont présentés graphiquement dans Pannexe H.
4Le mode plat n’est pas présent dans la base de Fourier hormis dans le cas ot toutes les frontieres sont adiabatiques.
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I11.4. Propriétés d’orthogonalité des modes

Il est possible de construire les bases modales de maniere a obtenir les deux relations d’orthogonalité
suivantes :

Vi,j e (N*)? Cy(Vi, Vi) = b (E.25)
Vi, j € (N¥)? Ay (Vi, V) = —2i6; (E.26)

En effet, les relations E.25 et E.26 sont automatiquement vérifiées (aprés normalisation des modes)
si z; # z;. Mais dans le cas contraire (i.e z; = z;), il faut rendre les modes orthogonaux car ceux-ci ne
le sont pas forcément.

I11.4.1. Démonstration dans le cas ou les valeurs propres sont disctinctes

Il s’agit de démontrer que :
si z #2z; alors Cp(V5,V;)=0 (E.27)
si z #z; alors A (V;,V;) =0 (E.28)

En premier lieu, il faut démontrer E.27, pour cela le probleme de branche sous forme variationnelle
E.14 est écrit pour deux modes (z;, Vi), (25, V;) tels que z; # z; :

Yo e HY Q) Ap(Vi,v) = —2Cp(Vi,v) (E.29)
Yo e HY(Q) Ay(V;,v) = —2;Co(Vj,v) (E.30)

E.29 est vraie pour toute fonction v de H'(Q), elle I'est donc pour V;. De méme E.30 est vraie avec
V; utilisé comme fonction test v. Ainsi E.29 et E.30 deviennent :

Ab(Vj, Vi) = —=2;Co(V;, Vi) (E.32)

La différence des deux relations précédantes permet d’écrire :

Ab(Vle) _Ab(v;vV]) = _chb(vvjv‘/;)'i_zicb(vivvj’) (E'SS)
En tenant compte de la symétrie des opérateurs Ay et Cp (Ap(V;, V) = Au(V}, Vi) et Co(V3,V;) =

Cp(V;,V3)), E.33 devient :

Ab(VJ’VZ) _-Ab(vj’vi) = _chb(vjvvi) +Zicb(vj’vi) (E'34)

Des lors :
0= (2 — 2)Cp(V}, Vi) (E.35)

Or par hypothese z; # z; donc cela démontre E.27
Il reste & démontrer E.28, pour cela il suffit d’utiliser E.27 dans E.31.

II1.4.2. Cas ou plusieurs modes ont la méme valeur propre

Dans le cas du carré avec des parametres constants, de nombreuses valeurs propres sont d’ordre 4.
Il existe alors 4 modes qui ont la méme valeur propre. Le cas des valeurs propres multiples n’est donc
pas purement théorique.

Les relations E.25 et E.26 ne seront vérifiées que si les modes ont été rendus orthogonaux (il est
possible d’utiliser le procédé d’orthogonalisation de Schmidt).
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En effet les modes de branche ne sont pas forcément orthogonaux deux-a-deux vis a vis de Cp, et de

Ap comme le démontre cet exemple :

Soit z; une valeur propre d’ordre 2, et un couple de solutions {(z;, Vi), (i, V;)} vérifiant les

deux relations d’orthogonalité E.25 et E.26.

Chaque élément du couple {(z;,V; + V;),(2;,V;)} est aussi une solution de probleme de

branche, par contre ce couple ne vérifie pas les relations d’orthogonalité proposées.
Dans le reste de ce manuscrit, il est implicitement supposé que les modes de branche vérifient les deux
relations d’orthogonalité E.25 et E.26. Si tel n’était pas le cas, le calcul des états initiaux devrait étre
revu (la relation E.44 ne serait plus vraie) et le couplage entre les états augmente.

I11.4.3. Normalisation des modes

Pour finir E.25 et E.26 nécessitent que les fonctions propres V; soient normalisées. En effet si (z;, V)
est une solution du probléme de branche, alors (z;, aV;) Pest aussi pour tout «a € R*.

Si la fonction propre V;! ne vérifie pas Cy(V;!, V;!), alors il est possible de la normaliser :
1
e % (E.36)
En effet :
C(Vi, Vi) = G ( v v

1 Vi
, d = Cy [ V!, ——= | (E.37
Ve (VL V) ¢cb(%1,ml>> N RN < cb<m1,ml>> (B.37)

2
! 1
- VAN T C Vl? Vl - 76 V17 Vl — 1 E38

< Cb(‘/;lu‘/;l)> oV Vi) G (VI VD) (Vi Vi) (E.38)

IT1I.5. Calcul des états initiaux

La relation d’orthogonalité E.25 permet de déterminer les états initiaux a partir de la connaissance
du champ de température initial T; de H(Q).

En effet tout champ de H*(Q) est décomposable dans la base de branche :

Ty =Y ax(0)Vi (E.39)
k=1
La quantité Cy(T;, V;) est alors calculée en utilisant la bi-linéarité de 'opérateur Cp et E.39 :
C(Ti, Vi) = Gy <Z 21 (0)Va, w) (E.40)
k=1
= D Cak(0)Vi, Vi) = Y ak(0)Co(Vi, Vi) (E.41)
k=1 k=1
= > ak(0)dki = :(0) (E.42)
k=1

Les états initiaux sont donc déterminés par la formule suivante :
zi(0) = Cy(T3, Vi) (E.43)

Remarque : E.43 peut s’étendre sans difficulté pour permettre une détermination des états a n’importe

quel instant :
w(t) = Co(T (1), Vi) (E.44)
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Avec :

T(t) = i 2 (Vi (E.45)
k=1

E.44 sera utilisée pour étudier la décomposabilité des champs de température du processeur et du
radiateur (voir pages 59 et 60). E.43 est utilisée pour déterminer les états initiaux de chaque simulation,
elle est donc beaucoup plus utilisée que E.44.

IV. Calcul des modes

Le calcul des modes peut s’effectuer de maniere analytique dans le cas de géométries simples, c’est
le cas de I'article [36]. Mais la plupart du temps, il est nécessaire d’utiliser une méthode numérique. Les
lignes qui suivent explicitent la démarche dans le cas des éléments finis.

IV.1. Obtention d’un probléme matriciel aux valeurs propres généralisées

Le probleme de branche sous forme variationnelle E.14 est :

Yo e HY(Q) Ay(Vi,v) = —2:C(Vi,v) (E.46)

La méthode des éléments finis définit une base comportant N fonctions de forme ; a support local.
Les ¢; sont linéairement indépendantes, l'espace vectoriel engendré par les ¢; est donc de dimension N
et est noté H} (). L’approximation interne consiste alors & remplacer H'(£2) par le sous-espace H} (€2).

Dans le cadre de I'approximation interne, le probleme de branche devient (V; y € H5(Q)) :
Yoy € H}V(Q) Ab(‘/in,vN) = —ZinCb(Vi’N,UN) (E47)
Le probleme E.46 posseéde une infinité de solutions (z;, V;), tandis que le probleme E.47 possede N
solutions (z; v, Vi,N)-

Il existe un effet 1lié au maillage qui influence les modes déterminés numériquement :

o Les solutions numériques (z; v, V; n) de E.47 ne sont pas (en général) solution de

E.46 :

Jhe H'(Q) Ay (Vin,h) = —2z,8C (Vin, h) (E.48)
Une telle fonction h n’appartient pas & Hj () car sinon il y aurait contradiction
avec E.47.

e Les premieres solutions (dans ’ordre des valeurs propres décroissantes) présenteront
une bonne convergence (i.e |z; — z; n| et ||[V; — VZ-7N||H1(Q) sont faibles). A l'inverse
les dernieres solutions sont uniquement des artefacts numériques.

Le probleme E.47 peut se mettre sous forme matricielle. Pour cela, les matrices Ay et C;, sont définies
par (Pindice ¢ désigne la ligne et I'indice j désigne la colonne) :

(Av)ij = Ab(pi, ¢5) (E.49)
(Co)ij = Colwis p5) (E.50)

Les matrices Ay et C; sont donc définies, symétriques et positives.

V;, N est une fonction de H3 (£2), elle peut s’exprimer en fonction des 5. Un vecteur V; est alors
associé a la fonction propre V; n. La k-ieme composante du vecteur V; étant le coefficient de ¢y, :

N
VM eQ Vin(M)=> (Virer(M) (E.51)
k=1
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E.47 est alors équivalent au probleme suivant :

AV = —2; NCpV; (E.52)

E.52 est un probléeme matriciel aux valeurs propres généralisées. Des algorithmes numériques perfor-
mants permettent de résoudre ce probleme.

IV.2. Le code ARPACK et son utilisation

Le code ARPACK [47] librement disponible sur internet fournit les outils spécifiques au calcul des
solutions de E.52. Les éléments théoriques utilisés par ARPACK sont détaillés dans les références sui-
vantes : [47, 12].

Le code ARPACK utilise la méthode des sous-espaces d’Arnoldi sur le probleme suivant :

(Ap + U(Cb)_l(Cij =u; V; (E.53)

L’utilisation judicieuse du décalage spectral o permet de calculer les modes par lots. Les vecteurs
propres de E.53 sont des vecteurs propres de E.52. Les valeurs propres de E.52 sont reliées & (o, u1;) par :

1
ZiN =0 — — (E.54)
Hj

Le décalage spectral est tel que les indices ¢ et j ne sont pas égaux en général. M appels & ARPACK
vont permettre de déterminer M lots de Netgpe vecteurs propres. Si un décalage optimal est utilisé
a chaque étape alors les M Netqpe premiers modes sont alors déterminés car ARPACK est capable de
calculer les modes par ordre de valeur propre décroissante. A chaque étape ARPACK effectue une
orthonormalisation de Schmidt, une orthonormalisation finale n’est donc pas nécessaire en général.

Le code ARPACK a été écrit de maniére a imposer le minimum de contraintes a 'utilisateur. Le
code ARPACK utilise une interface de communication qui ne nécessiste que des passages de vecteurs.
Deux routines sont alors nécessaires pour fournir & ARPACK le résultat des opérations : (A, +0Cp) 1Y
et CpX. L’utilisateur est alors totalement libre sur le choix du stockage des matrices et sur I’algortihme
permettant la recherche de la solution X de (Ap + 0Cp)X =Y.

Les matrices Ay et Cp sont stockées de maniére optimale sous forme creuse [23] (sparse matrix
en anglais). L’inversion est basée sur lalgorithme LU, ce choix est justifié par le fait qu'un nombre
relativement important d’inversions seront effectuées.

Deux registres mémoires complémentaires servent a stocker les vecteurs propres en cours de calcul
et les vecteur d’Arnoldi calculés. Le nombre de vecteurs d’Arnoldi est spécifié par 'utilisateur, il est fixé
de maniere arbitraire & 3 Nesape-

La figure E.2 présente la démarche utilisée dans le code c++. Le décalage initial og importe peu
tant qu’il est strictement positif, généralement og = 0.1. Le critere de convergence earpack est interne
4 ARPACK, il porte sur les valeurs propres. En général earpack est choisi égal & 10712,

Remarque importante : dans 'objectif de simplifier les notations, I'indice « , N » caractérisant
I’approximation interne d’ordre N disparait. Les modes propres calculés par la méthode des éléments
finis ne sont donc plus notés (z; v, Vi, n) mais sont notés (z;, V;)

136



ANNEXE E. BASE DE BRANCHE

o =o0g ; etape =0

Création de Ay et de C,

Calcul de M, = A, + oG,

Registres mémoires

Appel ’ARPACK

critere €eArpACK

/AN

etape est incrémenté
o =min(z N)

Calcul de X tel que
M, X=Y

Oui

Y
Y =C,X
5N =0
etape < M 7
Non
Fin

Fi1Gc. E.2 — Démarche de calcul des modes
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ANNEXE F. REDUCTION MODALE

L’équation d’état 2.14 couple tous les états dans le cas de I'analyse modale de branche, il est donc
irréaliste de simuler un systeme thermique a ’aide d’une base modale comportant un grand nombre de
modes. La réduction modale qui consiste a ne plus utiliser la base de branche compléte mais une base

réduite {Z, \N/l} permet de mener des calculs a partir de la formulation modale.

Dans le cas de la méthode modale classique, les équations d’états D.35 sont découplées. L’utilisation
d’une base modale complete est alors possible, mais 'usage d’une base réduite améliore le temps de
calcul.

Les méthodes de réduction dans ’espace d’état ont été développées depuis longtemps par les auto-
maticiens [7]. Le lecteur intéressé par les méthodes de réduction en analyse modale classique consultera
les documents suivants : [48, 30].

Les méthodes existantes concernant la réduction de la base de branche sont : la troncature de
Marshall, 'amalgame modal couplé et I’amalgame modal découplé. La procédure d’amalgame couplé
nécessite une simulation du systeme, elle est ainsi tres lente et n’est plus utilisée.

Cette annexe va détailler les deux méthodes de réduction utilisées dans le cas de la base de branche :
la troncature de Marshall et ’amalgame modal découplé (qui sera désormais désigné par ses initiales :
AMD).

I. La base de branche calculée et la troncature de Marshall

Marshall[31] a proposé la réduction qui porte son nom en 1966. La troncature de Marshall consideére
que les modes les plus importants sont ceux qui ont les constantes de temps les plus élevées. Un critere
temporel T..;; est alors considéré et seul les modes tels que 7; > 7.+ sont conservés. La troncature
de Marshall est donc trés simple mais présente I'inconvénient de conserver (en général) des modes
peu énergétiques (I’énergie est définie par ’équation F.2) et d’éliminer potentiellement des modes tres
énergétiques dont la constante de temps serait inférieure a 7..¢.

I.1. Troncature de Marshall imposée par le maillage

Le calcul numérique des modes par la méthode des éléments finis est basé sur 'utilisation d’un
maillage. Il est alors théoriquement possible de calculer N modes si le maillage est d’ordre N. Les
modes calculés sont alors ceux de plus grande constante de temps. Une troncature de Marshall est ainsi
imposée par le maillage.

I.2. Troncature de Marshall liée au choix de 'utilisateur

En pratique seul les Kfo premiers modes sont calculés a 'aide ’ARPACK sur les N modes possibles.
Une troncature de Marshall complémentaire a celle imposée par le maillage est alors réalisée.
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II. Notion de dominance

La troncature de Marshall est uniquement basée sur les constantes de temps, & 'opposé, '’AMD
utilise un critere basé sur I’énergie des modes.

L’énergie de la réponse dynamique du systeme est notée & et s’exprime par :

tmam
7% / Cy(T, T)dt (F.1)
0

L’énergie ou dominance du mode (z;, V;) est notée Z; et s’exprime par :
9, % / (2:)2dt (F.2)
0

L’énergie est ici une définition d’automaticien sans lien direct avec une énergie thermodynamique.
L’horizon temporel usuellement utilisé en automatique est [—oo, 00] ou [0, o0], la définition présentée
(avec un horizon temporel égal & [0, tq,]) est liée & Putilisation particuliere qui sera faite de 1’énergie.

2 s’exprime en fonction des Z; :

9= i 7; (F.3)

F.3 se démontre en projetant le champ 7" dans I’espace modal et en tenant compte de la bi-linéarité
de Cp et de la condition d’orthogonalité E.25.

9 = /0 Cy(T, T)dt (F.4)
/tmam e (inVi,Z%Vk> a (F.5)
0 i=1 k=1

= Z (Z </0 - xixkcb(Vi,Vk))> (F.6)

i=1 \k=1

1 (?I (/Otm xixkéik)> (F.7)
1 ( /O e m?) (F.8)

|
.Mg

3

I
M8

.
Il

I
Mg
G|
©

N
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-

Remarque : les états sont couplés par ’équation d’état, ainsi des modes ayant une dominance faible
pourraient étre nécessaires dans une simulation modale.

I1.1. Energie de I’écart de la réponse dynamique

Soit T (T) le champ de température d’'un modeéle modal comportant un grand (petit) nombre de
modes. L’énergie de 1’écart de la réponse dynamique est notée & et s’exprime par :

& = /Otm e (T-T,7-7T)d (F.10)
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III. L’amalgame découplé

L’amalgame modal a été adapté & l'analyse modale classique par Oulefki [38]. L’AMD adapté aux
modes de branche est le fruit des auteurs de article [43].

III.1. Introduction a ’amalgame

L’AMD s’applique a une base modale calculée numériquement. Du fait de la troncature de Marshall
effectuée lors du calcul de la base, celle-ci comporte les Ny premiers modes de branche (z;, V;).

L’utilisateur définit un cas test linéaire et choisit la dimension 1\71 de la base des modes amalgamés
(Zi, Vi). L’AMD utilise le cas test linéaire en négligeant! les couplages entre modes ce qui permet de

déterminer analytiquement les états x;(t).

L’AMD détermine Nl modes maitres parmis les ]\70 modes de la base d’origine. Les NO — ]\71 modes
restants sont alors appelés modes esclaves. Le p-ieme mode maitre est noté (zp,1, Vp1)-

Un sous-espace propre est alors affecté a chaque mode maitre. Les modes esclaves sont affectés les
uns a la suite des autres dans un unique sous-espace propre. Les p sous-espaces propres comportent alors
np modes dont 1 mode maitre et n, — 1 modes esclaves. Les modes esclaves associés au mode maitre
(2p,1, Vp,1) sont notés (zp k, Vp.i) avec k € [2,np].

Les Ny modes de branche sont affectés & un unique sous-espace propre, ainsi :

N
Ny = Z nyp (F.11)
p=1

Le p-ieme mode réduit (Ep, Vp) est construit par combinaison linéaire des vecteurs propres du sous-

espace associé au p-ieme mode maitre.
Zp = Zp1 (F.12)

‘720 = Zap’kv7k (F.13)
k=1

Les coeflicients «a, j, sont déterminés en considérant que :

e L’état du mode amalgamé z,, est égal a I’état du mode maitre correspondant x,,
lorsque la base n’est pas réduite.

o Les coefficients «ap ; sont tels que I’énergie de I’écart & soit minimisée. Il y a
alors un choix a effectuer sur la valeur & considérer pour t,,4,, ce point sera revu
ultérieurement.

Les modes amalgamés sont ensuite normalisés par rapport a Cp, ils sont orthogonaux deux-a-deux
par rapport a C,. Attention les modes amalgamés ne sont pas des modes de branche et ne sont pas
orthogonaux par rapport a Ajp.

II1.2. Eléments nécessaires pour la procédure d’amalgame

La procédure d’amalgame sera présentée en détail des que les éléments nécessaires a la procédure
d’amalgame auront étés présentés.

1Si les couplages entre modes ne sont pas négligés alors "amalgame est dit couplé et il faut déterminer numériquement
les états au cours du temps. L’amalgame couplé est trés lent et n’est plus utilisé.
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II1.2.1. Expression de I’énergie de ’écart

Le champ de température T" déterminé par le modele modal utilisant les NO premiers modes de
branche (z;, V;) est :

T=> zV; (F.14)
i=1

11 existe une bijection entre les (p, k) et 4, il est donc possible d’écrire sans ambiguité que :
1\71 Np
T=>Y" (Z 2y iV k) (F.15)
p=1 \k=1

Le champ de température T déterminé par le modele modal utilisant les N1 modes amalgamés
(ZP,VP) est :

Ny
T=> %V (F.16)
p=1

Il est possible de remplacer YN/p par son expression F.13 :

1\71 Np ]\71 Np
T= > (ip DV, Jc) => <Z Tpay iV, k) (F.17)
p=1 k=1 p=1 \k=1

La procédure d’AMD fait I'hypothese que la dynamique (ou état) Z,, du p-ieme mode amalgamé est
égale a la dynamique x,; du mode maitre lorsqu’il n’est pas amalgamé d’ot :

1\71 np
T=>%" (Z apyka:pylvp,k> (F.18)

p=1 \k=1

L’écart entre le champ T et le champ T s’exprime alors par :

=1 \k=1

1\71 Np
T-T= (Z (Tpk — QpkTp1) Vp_,k> (F.19)
p

La relation d’orthogonalité E.25 est équivalente a :

V(p,q)e[l,ﬁlﬂ Vke[l,n,] Vie[ling Co(Vor Vas) = 0pqdn (F.20)

Il est possible de montrer que ’énergie de I'écart & s’exprime alors par :
Nl Np
g:ZZé@k (F.21)
p=1k=1

L’énergie de I’écart du k-ieme mode du p-iéme sous-espace étant définie par :

tmax
Epk = / (Tp — ap,kxp,l)2 dt (F.22)
0
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La démonstration de F.21 est simple. Dans un premier temps, il faut remplacer T° — T par la
décomposition F.19 dans la définition de ’énergie de 1’écart F.10. La bi-linéarité de C; et la relation
d’orthogonalité F.20 permettent de simplifier '’expression obtenue.

t'm,az ~ o~
& = / C (T T, T - T) dt (F.23)
0
tmaz Nl Tp ﬁl Ngq
= / G| Y <Z (Tpk — Ofp,kxp.,l)Vp,k> > <Z (g1 — Oéq,lfl?q,l)‘/zz,z) dt (F.24)
0 p=1 \k=1 qg=1 \i=1

Nl n j\?l "q tmax
= Z Z Z Z/ (Tpk — O kTp,1) (Tg1 — Qq1%q,1) Co (Vp,i V) dt (F.25)
0

p=1k=1q=1 =1

Ny np tmaz )
-3y / (2 — p gy 1)t (F.26)
0

p=1k=1

Ny np

= > > Gk (F.27)

p=1k=1

II1.2.2. Valeur optimale des coefficients d’amalgame

L’AMD cherche & minimiser I'énergie de I'écart F.21, or les &}, 1 sont positifs par définition. Il faut
donc minimiser chacun des &, .

Il faut donc étudier les variations de &}, en fonction du coefficient d’amalgame o, j.

L’expression F.22 de &, 1, est développée :

tmam
Epr = / (Zp — pp1)” dt (F.28)
0

tmaz tmax tmax
= / (gcp,k)Q dt — 2ap7k/ Tp12pkdl + (Oép,k)2/ (acp,l)2 dt (F.29)
0 0 0

La dérivée de &) en fonction de o, 1 est :

dé&p i

tmaz tmax
= —2/ Tp12Tp kdt + 2ap7k/ (xp,1)2 dt (F.30)
dap i 0 0

L’intégrale fot e (xp71)2 dt est strictement positive : il est évident qu’elle est positive, et de plus xp 1
désigne I’état d’un mode maitre?.

Ainsi :
dé,
lim &,p=00 et lim —2k = (F.31)
Qp k=0 Qp, k=00 Qp k
dé,
lim &r=00 et lim  —2k = (F.32)
Qp k—00 Qp k00 Qp |

?Dans la démarche de ’AMD, les états sont connus analytiquement (F.45, F.46). Pour qu’un mode ne soit pas excité, il
faut que z;(0) et que A(V;) soient nuls. En pratique z;(0) est souvent nul, car le champ initial est plat et dans ce cas seul
21(0) n’est pas nul. Par contre A(V;) est tres rarement nul. Il faudrait ainsi que la base réduite comporte un tres grand
nombre de modes pour que A(V}, 1) puisse étre nul. Or la dimension de la base réduite est faible, ainsi le cas pathologique

ol fyme® (2p,1)% dt est nulle ne se rencontre jamais.
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Le tableau des variations de &} en fonction de oy, 1 est :

Qp,k —00 Qp .k opt oo
dé;
=opk | o — 0 + 00
dOzp_’k
0 o0
@@p,k \ /
min(&p k)

11 existe donc un mimimum pour &), en fonction de oy, ;. Ce minimum est atteint lorsque a, ;, prend
la valeur optimale o,k opt :

tmax

tmax
Tp1Tp kdl / Tp,1Zp kdl
0 0
Op,k,opt = = (F.33)

tmax @
[
0

Le coefficient d’amalgame d’un mode maitre est ainsi égal a 1 : o1 = 1. Et alors &,1 = 0, ce qui
n’est pas étonnant.

1I1.2.3. Expression de &, i opt
Si ap i prend la valeur optimale o, . opt alors 'expression F.22 de &), ;. se simplifie en :

Ep kyopt = Dpk — (apykyopt)z Dpa (F.34)
En effet :

tmam
Epkopt = / (Tp, — ap7k70pt$p71)2 dt (F.35)
0

tmaz tmax tmax
= / (fp,k)Q dt — 2ap7k70pt/ Tp,1Zp kdt + (ap7k70pt)2/ (9517,1)2 dt (F.36)
0 0 0

tmax tmax
tmax </ xpxlxp)kdt) (/ xpxlxp)kdt)
= / (zps)” dt — 222 0

tmazx tmaz
/ (.”L'p)l)Q de / (.”L'p)l)Q de
0 0

2

tmaz
o (/ 9cp,1:vp7kdt)
= / (zp1)” dt — 220 (F.38)

t'VTLO/(IT
/ (xp,l)z de
0

tmaz tmax
= / (xp_,k)Q dt — ap k.opt / Tp1Tp rdl (F.39)
0 0

2 2

(F.37)

_|_

[}

(=)

tmam t’V?’LO/(IT
=/0 ()2t — (0 o)’ / (1) dt (F.40)
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II1.2.4. Détermination analytique des états

I2AMD est qualifié de découplé car il néglige les couplages entre modes dans I’équation d’état 2.16,
qui devient alors :
. ~ dl‘l (t)
vie [1LN] C(vivi) S = = (K (Vi, Vi) + B (Vi Vi) wslt) + A (V2)

dt (F.41)

Vi e [{1, Noﬂ 2;(0) = Cy (T3, V)

Le cas test est linéaire, les opérateurs C, KC, B et A sont donc fixes. De plus C est un opérateur défini
et V; est non nul, il est alors possible de diviser par C(V;, V;). Le probleme F.41 est ré-écrit :

~ dx; (t
Vi € H:l, NO:H xdt( ) = mlxl(t) + n;

(F.42)

vie [1,8] @i(0) = (T V)

Les m;, n; sont des constantes dont ’expression est :

K(Vi,Vi) + B(Vi, Vi)
i = F.43
" C(V,, Vi) (F.43)

A(V;)

P = F.44
eV (549

La constante m; est nécessairement négative car les opérateurs IC, B et C sont positifs. Il existe une
solution analytique a F.42 :

vie [1.N () = gemit — 1 F.45
i € [[ , oﬂ x;(t) = ae - ( )
Avec : B "

Vi € Hl,Noﬂ a; = z:(0) + - (F.46)

Les états sont désormais connus analytiquement.

II1.2.5. Expression analytique de &}, . opt €t de ap i opt

Il s’agit ici d’exprimer &} k opt €t 0 kopt €n fonction de my i, Np K, ap i €t de tpq,. Il faut donc
calculer les différentes intégrales qui interviennent dans F.33 et dans F.34. Soit les intégrales suivantes :

fgmaz (,Ti)2dt (@1) et fgmm ,Til'jdt.

L’énergie du i-eme mode s’exprime analytiquement par :

tmam
9, — / (2:)2dlt (F.47)
0
tmax n \ 2
_ / <al_emit__1) a (F.48)
0 m;
tmaz 2@'”’ i 2
_ / afe%“t— i gmat (_1) dt (F.49)
0 m; mg
2 2 tmam
a;  om.t 2a;n; it ng
_ it 2dilhi AL I F.50
l2mz‘e m? ¢ +(mi> L Y
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L’expression analytique de Z; est donc :

a? . 2a;n; e g 2
-@’i = 2—,”% (62 itmaz _ 1) - T3 (6 itmaz _ 1) + <E) tmam (F5]‘)

L’hypothese de découplage des modes a rendu possible le calcul analytique des états et donc de
I'énergie de ceux-ci. L’expression analytique de &; montre qu’il faut que t,,4, soit fini®. Il faut alors
trouver un compromis acceptable sur la valeur de t,,,, qui permette un équilibre entre les différents
termes de F.51. D’apres les tests effectués pour I'article [43], le choix ¢4, = 572 donne de bons résultats.

Le calcul analytique de fotm” x;x;dt est effectué dans les lignes suivantes :

tmaz tmaz . .
/ zixzydt = / (aiemit — &> (ajemjt - ﬁ) dt (F.52)
0 0 i m;

tmaz
) . a;n; ) n;a; . n;n;
= azajelmitmalt _ ol gmit _ U pmat ) gy (F.53)
0 m; my; mim;
a;a; ) ) a;n; ) n;a; ) n;n; e
= 736(7”14””1)’5 ) gmat | ) gmyt TV g (F.54)
m; +m; mi;m; mim; m;m; |,

Soit :

tmaz
a;a; . X a;n; .
[ syt = O (s 1) - S (gt 1)
0

m; + m; m;m;
¢ J n al J non (F.55)
i t i
oy (emj mazx __ 1) + ma
m;m; m;m;

Le calcul analytique de «,  s’obtient en utilisant F.55 pour calculer le numérateur et F.51 pour
calculer le dénominateur :

tmax
ZTp,1Zp, kAt

p kesopt = =2 7 (F.56)
P,

Le calcul analytique de &), ;, s’obtient en utilisant F.51 pour calculer 2, et Z, 1, le calcul de oy, i opt
étant obtenu a l'aide de F.56 :
2
Epksopt = Dok — (W e,opt)” Dp,a (F.57)

Les termes exponentiels (¢™itma= ) sont numériquement négligeables la plupart du temps, car m;
est négatif. La valeur de e™itmas est inférieure & 0.01 dés que —4.5 > m;taz. Cependant la plupart du
temps ne signifie pas que c’est toujours le cas, il ne faut donc pas supprimer les termes exponentiels?.

3Dans le cas contraire les modes tels que n; # 0 auront une énergie infinie.
4Contrairement & ce qui a été écrit dans [43] (equations 52 et 53)
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I11.3. La procédure d’amalgame

La procédure d’AMD débute sur la base d'une base de branche tronquée comportant Kfo modes de
branche. L’ordre N7 de la base réduite est fixé par 'utilisateur. L utilisateur détermine aussi le cas test.
Etape 1 : détermination des coefficients m;, n;, a; et choix de 4.

L’ensemble des coefficients m;, n;, a; sont calculés par rapport au cas test choisi grace aux
formules F.43, F.44 et F.46. Le temps d’intégration est fixé par défaut a 57y, il est possible
de changer cette valeur, mais ce choix est acceptable par défaut.

Etape 2 : détermination du premier mode maitre.

Le premier mode maitre est le mode qui possede la plus grande énergie (%;). Le calcul de
I’énergie est déterminé a ’aide de la formule F.51

Etape 3 : détermination des ]\71 — 1 autres modes maitres.
Le processus qui suit est répété ]\71 — 1 fois :

g modes maitres sont déterminés. Les sous-espaces propres sont provisoirement
formés comme proposé a 1’étape 4. Le mode qui contribue le plus a I'énergie de
Pécart est choisi comme (g + 1)-éme mode maitre.

Etape 4 : Création des ]\71 Sous-espaces propres.

Chaque mode esclave est affecté dans le sous-espace propre ou il contribue le moins a ’énergie
de lécart. Pour cela il faut calculer la contribution & I’énergie de I'écart (&, i opt) pour chaque
mode maitre a ’aide de F.57.

Etape 5 : Calcul des No — N; coefficients d’amalgame.

Les coefficients d’amalgame des modes esclaves sont calculés a 1’aide de F.56. Le coefficient
d’amalgame du mode maitre est égal a 1.

Etape 6 : Calcul des modes amalgamés non normés
Les modes amalgamés non normés sont calculés a ’aide de la combinaison linéaire F.13.
Etape 7 : Normalisation des modes amalgamés

Les modes amalgamés sont normalisés par rapport a Cp. La base amalgamée sera alors
orthonormale par rapport a Cp.

I11.4. Propriété utile de la base amalgamée

Les modes amalgamés sont orthonormaux par rapport a Cy ce qui implique qu’il existe un équivalent
a E.44 pour les modes amalgamés. Si le champ T est décomposable dans la base des modes amalgamés
alors :

N,
T=> &V (F.58)
k=1

Les états (initiaux ou non) peuvent étre déterminés a 1’aide de Cy :

Zi(t) = Co(T(t), Vi) (F.59)
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ANNEXE G. EXPRESSIONS MATRICIELLES

Cette annexe vise a donner les éléments utiles pour pouvoir implémenter une méthode modale de
branche multi-corps dans un code éléments-finis.

I. Cas mono-corps

Dans un premier temps, il est utile de comprendre 'implémentation de la méthode modale dans le
cas ou il y a un seul corps.

I.1. Les matrices du modele détaillé
Les matrices du modele détaillé sont celles des opérateurs C, IC, B, elles sont associées au vecteur lié
a A (voir page 29). Le schéma temporel choisi est implicite ce qui donne :
Tn+1 .
CT = KT —BT" ! + A (G.1)

T" est le vecteur des températures a ’étape n. Les matrices C, K, B ne sont pas invariantes du fait
de la prise en compte de non-linéarités : elles sont évaluées par rapport a un champ de température.
Pour des raisons de simplicité, les matrices sont évaluées en fonction de T™.

S’il y a N nceuds dans le maillage alors les vecteurs colonnes T®, T®+1 A comportent N lignes et
les matrices C, K, B comportent N lignes et N colonnes.

Le systéme matriciel & résoudre (I'inconnue étant T"*1) est :

(C+ (K +B)5t™) T = CT" + Ast" (G.2)

I.2. Les matrices du modele réduit

Soit V la matrice des modes. Le champ de température T s’exprime par :

T" = VX" (G.3)

Dans le casouil y a N modes et N noeuds, la matrice des modes comporte N colonnes et N lignes.
T est remplacé par T dans G.2
(C + (K 4+ B)6t") T = CT" + Ast" (G.4)

L’utilisation de G.3 permet de faire apparaitre le vecteur d’état :

(C+ (K +B)6t") VX" = CVX" + Ast" (G.5)

L’équation matricielle G.5 comporte plus d’équations que d’inconnues. Il est souhaitable de réduire
le nombre d’équations au nombre d’inconnues N, pour cela G.5 est multiplié & gauche par 'V, ce qui
donne le systéme matriciel recherché (I'inconnue étant X7+1) :

(*V(C+ (K + B)st") V) X" = *VCVX" + *VASt" (G.6)

L’équation matricielle G.6 comporte autant d’équations que d’inconnues. Les vecteurs colonnes X",
X1 "WA comportent N lignes, les matrices "V (C + (K + B)d§t™), “VCV comportent N lignes et N
colonnes.

La multiplication par *V est comparable & une minimisation au sens des moindres carrés. L’écart lié
a la réduction modale est réparti sur I’ensemble du domaine physique. De plus G.6 est une formulation
matricielle de ’équation d’état 2.16 obtenue numériquement a l'aide d’une utilisation des matrices
éléments finis.
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II. Cas multi-corps

S’il y a plusieurs corps couplés par des interfaces de contact, alors il y a un maillage pour chaque
corps. Lorsque le maillage s’effectue de maniere indépendante (par rapport aux autres coprs), les nceuds
des frontieres communes ne coincident pas. Des opérateurs de projection permettront alors le transfert
du champ de température d’un corps vers un autre au niveau des interfaces de contact. Ces opérateurs
seront présentés en section III. La démarche de couplage va étre exposée dans le cas ou il y a deux corps
en contact :

Fic. G.1 — Domaine Q constitué de deux sous domaines Q) et Q2

I1.1. Les matrices du modele détaillé

Il est possible de définir un probléme mono-corps pour chaque corps, avec un flux lié & la condition
de couplage par conduction :

((Cl + (Kl + Bl)étn) T?Jrl = (Clr_[wll + A16t" +Cein (Tgill - T?Jrl)étn (G7)
(CQ + (KQ + Bz)dtn) T;H_l = (CQT? + Ayot"™ + CCdQ(T?i]é — T?*l)dt” (GS)

L’indice 1,2 désigne respectivement le corps Q) Q). Les matrices Ceq1 et C.go traduisent le
couplage par conduction, elle sont en tout point similaires aux matrices éléments finis qui décrivent une
condition convective. Ty_.; désigne le vecteur des températures du corps 2 projeté sur le corps 1, la
dimension de ce vecteur est donc égale au nombre de nceuds du maillage du corps 1.

La condition de contact est prise en compte de maniéere implicite, comme pour les autres termes.
Cependant une prise en compte implicite est obligatoire car dans le cas de résistances de contact tres
faibles (71{; py désigne la température du corps i au point P) :

e une prise en compte explicite conduit a :
1) +1 +1
VP e Th =Thp et T =T0 p (G.9)
Ainsi la température au niveau de U'interface n’évolue pas.
e une prise en compte implicite conduit a :

vPerl) ril =

ey =Tt (G.10)

(2,

Ce qui est cohérent avec une condition de contact parfait.

ce qui est obligatoire si I'on désire pouvoir traiter le cas de résistances de contact tres faibles.

Les projecteurs P1_,5 et Po_,; (voir sous-section III.1. en page 153) sont tels que : Ta—,1 = Py,1To
et Tl_,g = ]P)l_,QTl.
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Les équations G.7 et G.8 sont regroupées dans un seul systeme matriciel :

Cy + (Kl + By + Ccd1)5tn —0t"Coq1Pa_i1 T?Jrl . (ClT;'ll + A6t"
—0t"CegoP1 2 Ca + (K + B + Ceg2)dt™ T3 ) 7\ CoTh + Aétn
(G.11)

L’inconnue du systeme est le vecteur global des températures qui est composé par les vecteurs des
températures des deux corps : T} et T

Les matrices C.q1,C.q2 traduisant le couplage par conduction sont estimées par rapport a T™ comme
pour les autres matrices. La matrice C.4; comporte N7 lignes et N7 colonnes, N7 étant le nombre de
neeuds du maillage du corps 1. De la méme maniére la matrice C.4o comporte No lignes et N colonnes,
Ny étant le nombre de nceuds du maillage du corps 2.

I1.2. Les matrices du modele réduit sans la fonctionnelle de saut de flux

Le systeme matriciel du modele modal est obtenu en suivant la démarche proposée en mono-corps
soit : 1
My Mo X7 Ny
< My, Moao Xott )7 N (G.12)

M11 = tV1 ((C1 + (Kl + IB31 + Ccdl)atn)vl
Mz = —"V16t"Cea1 P21V

Moy = —"V30t"CegoP1 .2 V1

MQQ = tVQ ((CQ + (KQ + BQ + Ccd2)5tn) VQ
N; = tV1(C1V1X7f + tV1A16tn

N, = thCQVgX? + tVQAQétn

Avec :

(G.13)

I1.3. Les matrices du modele réduit avec la fonctionnelle de saut de flux

La fonctionnelle de saut de flux est prise en compte de maniere implicite et introduit 4 nouvelles
matrices qui sont Cy14211,C truz12,Crruz21€t Crruz22. Le systeme matriciel du modele modal est :

Wl ) (Xp Y (N
= G.14

Les vecteurs N1 et N2 ne changent pas, par contre les matrices M1, M2, Mia1, Moo sont modifiées
pour obtenir M4 wflve wflee wpflee .

M1 ="V, (C1 + (K1 + By + Cear + Cprue11)3t") Vi
M2 = V166" (C fruzrz — Coar)Pa—1 Vo
Mﬁw = "V25t™(C fruzo1 — Cear)P1-2V1
ML = V5 (Co + (Ka + Ba + Ceaz + Crruz22)0t™) Vo

(G.15)

Les matrices Cyyzi; sont obtenues par la méthode des éléments finis a partir de ’expression de la
fonctionnelle de saut de flux 3.47. Le flux est estimé par interpolation linéaire, la valeur de la conductivité
est déterminée a l'aide de T7 et de T5.
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III. Projection entre maillages

Dans le cas ol tous les noeuds des frontieres entre les deux domaines sont communs, les projecteurs
ne sont constitués que de 0 et de 1. Les deux projecteurs Py_; et P;_,5 sont alors transposés 'un de
Pautre.

Dans le cas général, il faut transférer les champs de température au niveau des interfaces de contact.
Les maillages sont générés sans imposer de contrainte de raccordement, ils ne comportent pas le méme
nombre de nceuds en surface, et possedent des erreurs de discrétisation’.

Voici un exemple de deux maillages qui ne se raccordent pas géométriquement et qui n’ont pas le
méme nombre de nocuds dans les zones ou les frontieres se raccordent :

av;
ZATATAY /\/

E‘;‘«my

YSISINISIN

Fi1G. G.2 — Zoom sur l'interface entre deux maillages non-conformes

Ce probleme n’est pas trivial, il ne posséde d’ailleurs pas de solution exacte. La démarche retenue
est fortement inspirée de la these de Jiao [25] : le probleéme est formulé de la maniere suivante :

A chaque neeud Node d’un maillage Meshy, on recherche le point P,ss, (nceud ou point
d’une arréte) dans un maillage Meshs qui se trouve & une distance minimale du nceud Node
considéré. Le point P, est alors qualifié de point associé a Node. La valeur a transférer
pour le nceud Node est alors la valeur du champ dans le maillage Meshs au point P,sse-

Ce probleme possede une solution unique.

III.1. Cas 2D

En 2D, la distance minimale d’un point a une arréte est :

e La distance du point & son projeté orthogonal P sur 'arréte si celui existe?.
e La plus petite distance entre le point et un des sommets de I'arréte.
L’algorithme permettant de déterminer le point associé P,sso au noeud Node est :

e Détermination de la distance minimale entre le nceud Node et toutes les arrétes
du maillage Meshs.

e L’arréte qui présente la distance calculée la plus faible est sélectionnée.

e Le point associé P,s, est alors le projeté orthogonal P s’il existe ou un des som-
mets de l'arréte sélectionnée.

Il suffit donc de disposer d’une méthode permettant une détermination informatique du projeté
orthogonal d’un point sur une droite pour pouvoir mettre en ceuvre la méthode en 2D.

L Ainsi, méme si les deux maillages correspondent exactement & la méme frontiere géométrique, il est possible qu’ils ne
soient pas en contact ou qu’ils se chevauchent légérement.

2Le projété orthogonal d’un point sur la droite (AB) existe toujours par contre il peut se trouver en dehors du segment
[AB]
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Le projecteur Py_.1 sera construit en recherchant le point associé de chacun des nceuds de la frontiere
du maillage Mesh;. Chaque ligne de la matrice du projecteur comporte au plus 2 éléments non nuls :

e Dans le cas ou le point associé est le sommet d’une arréte, alors ce sommet est un
neeud du maillage Meshs. La ligne de la matrice du projecteur est alors composée
de zéro et d’un élément non nul dont la valeur est 1.

e Sinon le point associé est le projeté orthogonal sur une arréte. Dans ce cas, deux

éléments de la ligne de la matrice du projecteur sont non nuls, leur valeur est k
(point A) ou 1 — k (point B) (voir G.16 et figure G.3).

III.1.1. Recherche du projeté orthogonal sur une arréte

Soit P le projeté orthogonal sur le segment [AB] du point M :

F1a. G.3 — Projection orthogonale de M sur [AB]

Le scalaire k est défini par :
— —_—

AP =FkA (G.16)
La connaissance de k& permet de déterminer P. Le produit scalaire est linéaire, ainsi :
—_— - — — — — — _— —
AM-AB:(AP+PM).AB:AP.AB+PM.AB (G.17)
— — —_— ——
Or PM et AB sont orthogonaux, ainsi PM e AB = 0, 'expression G.17 se simplifie en tenant compte
de G.16 : . L
AM e AB= AP e AB=kABe AB (G.18)
Des lors k peut se calculer a ’aide de la formule suivante :

—_— —
. _ AM e AB

ABe AB

Le projeté orthogonal P appartient au segment [AB] si et seulement si k € [0, 1].
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I11.2. Résultat de la projection

Il y a deux projections a effectuer :

e celle du maillage 1 vers le maillage 2 : figure G.4.

e celle du maillage 2 vers le maillage 1 : figure G.5.

Fic. G.5 — Zoom sur la projection du maillage 2 vers 1

I11.3. Cas 3D

Les idées sont les mémes qu’en 2D :

e Recherche de I’élément frontiere (triangle) le plus proche du point considéré.
e Détermination du point associé dans cet élément frontiere.

e Calculs des coeffcients des trois points.

Le point associé peut étre un sommet, le projeté orthogonal dans le triangle s’il existe, ou I'un des
projetés orthogonaux sur les arrétes s’ils existent. Graphiquement cela se traduit par :

b1

F1a. G.6 — Illustration de projection 3D
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L’élément de surface considéré est le triangle asazay du tétrahédre ajasasas. Tous les points situés
dans le volume du prisme droit asasaqb1bobs possedent un projeté orthogonal compris dans 1’élément de
surface, c’est le cas du point M;. A l'inverse le projeté orthogonal du point My sur I’élément de surface
n’existe pas, de méme pour son projeté sur 'arréte asas.

Par rapport au cas 2D, il ne manque qu’un seul outil permettant de déterminer le projeté orthogonal
dans un triangle.

ITI1.3.1. Recherche du projeté orthogonal sur un triangle

Soit P le projeté orthogonal du point M dans le plan défini par le triangle asazas. Soit 7 la normale
unitaire au triangle asasaq, alors :

—  ——

— 203 N asay

 |azaz A azay)

(G.20)

. ;= — —_—  ——
Soit la normale non normée 75 telle que ny = a1as A a1a3 :

(Y3 — y2) (24 — 22) — (ya — y2) (23 — 22)
Mo =| (x4 —x2)(23 — 22) — (w3 — w2) (24 — 22) (G.21)
(3 — 22)(ya — y2) — (Y3 — y2) (T4 — 2)

. . 3 .z . . v
La normale unitaire est déterminée par normalisation de 7' :

—
n

— 2
n = G.22
73] (G-22)
e pu— - s . N
Les vecteurs PM et m sont colinéaires d’ou
PM = (PM e 7). 7 = (Pas ® 7 + asM ¢ ). 70 (G.23)

5 — 57 — N
Or Pas et m sont orthogonaux donc Pas @ 7 = 0, des lors :

—

PM = (

2

o). T (G.24)

Notons que as peut étre remplacé par n’importe quel point du plan (azasas) dans cette derniere
expression. La détermination du projeté orthogonal sur le plan (agasas) est donc simple.

Il reste a déterminer si le projeté orthogonal P se situe dans le triangle ajasas. Pour cela, il est
préférable d’utiliser la méthode de ’élement de référence en 3D (méthode classique en éléments finis
[45]). La transformation linéaire P qui permet de passer de 1’élément de référence aux coordonnées
physiques a pour expression :

T =21+ (v2 —21)§ + (v3 — 21)n + (T4 — 71)C
P=| y=y1+ W2 —y){+ (yz —yi)n+ (ya —y1)¢ (G.25)
z=1z1+4 (22 — 21){ + (23 — 21)n + (24 — 21)C

Ainsi :
T — §
y—y1 | =Jp | n (G.26)
z—2 ¢

La matrice jacobienne est inversible puisque que son déterminant est égal & 6V olume(ajazasay). Il
est ainsi possible de calculer les valeurs de £,n,( a partir des coordonnées du projeté orthogonal P. Le
projeté est dans le triangle si £,n et ( sont compris entre 0 et 1.
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Annexe H

Les cing premiers modes du processeur

Un mode est formé d’une valeur propre et d’'une fonction propre. La fonction propre est un champ
spatial : il s’agit donc d’une donnée en tout point de l'espace. La représentation graphique des modes
est relativement aisée dans le cas bidimensionnel. C’est pourquoi les cinq premieres fonctions propres
du processeur présenté au chapitre 4 en page 48 (figure 4.1) sont représentés graphiquement dans cette
annexe. Les graphiques sont en élévation, 1’élévation est localement égale a la fonction propre.

Le premier mode de Branche est toujours le mode dit plat (voir figure H.1). En effet la valeur propre
est toujours nulle (27 = 0) et est associée & une fonction propre constante sur 'ensemble du domaine.

N

opow np ingeA

FiG. H.1 — Premier mode de branche du processeur

Les autres fonctions propres ne sont pas constantes sur le domaine, elles sont continues (pas de
saut,...) et leur évolution spatiale est réguliere. Au fur et & mesure de augmentation de 'ordre, les
oscillations spatiales augmentent comme ’atteste les quatre figures des pages suivantes.
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0.1

0.05

apow np anasjep
o

Fi1G. H.2 — Deuxiéme mode de branche du processeur

0.1

o
o
a

opow np 1ndjep
S
P,
[6)]

F1a. H.3 — Troisieme mode de branche du processeur
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0.05

apow np IN9JeA

0.1

0.05

-0.05

apouwi np inajep

-0.05

FiGc. H.4 — Quatriéeme mode de branche du processeur

-0.1

Fia. H.5 — Cinquiéme mode de branche du processeur
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Résumé

Cette étude concerne la simulation de systemes thermiques comportant plusieurs domaines & l'aide
d’une méthode d’ordre réduit adaptée au mono-corps.

Les modeéles modaux réduits sont construits a partir de modes de branche. Ceux-ci sont déterminés a
I'aide d’un modele détaillé et permettent la prise en compte de non-linéarités. La réduction est effectuée
par la technique de ’amalgame modal découplé qui permet de fagon automatique et immédiate d’obtenir
une base réduite qui ne comporte qu’un faible nombre de modes a partir de la base initiale.

Le couplage entre les différents domaines s’effectue par l'intermédiaire d’ une résistance thermique de
contact. On montre la nécessité de faire intervenir un terme supplémentaire de pénalisation de saut de
flux qui vient améliorer les résultats.

Les simulations numériques effectuées sur des cas tests (microprocesseur et radiateur en 2D, bloc
métallique avec cartouches chauffantes en 3D) montrent la pertinence de la méthode.

Mots clés : Calcul numérique, thermique, éléments finis, décomposition de domaines, méthodes
modales, non-linéaire, résistance thermique de contact

Abstract

This study concerns the simulation of thermal systems with multiple fields with a reduced-order
method suited to a single body.

Reduced models are constructed from modal branch eigenmodes. They are determined using a de-
tailed model and allow the inclusion of non-linearities. The reduction is carried out by the simplified
amalgam method which allows an automatic and immediate way to obtain a reduced basis which contains
only a small number of modes from the original basis.

The coupling between the different areas is carried out through a thermal contact resistance. It shows
the need to involve an additional flux jump penalty term to improve the results.

The numerical simulations carried out on test cases (microprocessor and radiator in 2D, metal block
with hot cartridges in 3D) show the relevance of the method.

Keywords : scientific computing, heat science, finite elements, domain decomposition, modal me-
thods, non-linear, thermal contact resistance

Titre en anglais : Substructuring thermal systems by branch eigenmodes



