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Introdu
tionLa biologie des systèmes au niveau 
ellulaire vise à 
omprendre les systèmes biologiquesprenant en 
ompte les pro
essus molé
ulaires, les transdu
tions de signal, les intera
tionsentre 
ompartiments intra-
ellulaires,... L'avan
ée des méthodes de génomique et de post-génomique a engendré, 
es dernières années, une avalan
he d'informations 
on
ernant lesintera
tions molé
ulaires. Une exploitation possible de 
es données 
onsistent à abstraireles détails pour faire un modèle qui intègre un maximum de 
onnaissan
es. Cette abs-tra
tion peut se faire par l'élaboration de modèles mathématiques dont le but est de
omprendre et de prédire les 
omportements globaux [1, 2, 3, 4℄.A 
ause des 
y
les de rétroa
tion dans les 
haînes d'intera
tions, l'intuition ou lessimples dédu
tions de bon sens fondées sur des 
onnaissan
es, né
essairement partielles,sont très souvent de mauvaises lignes dire
tri
es. Entre autres, la 
onnaissan
e d'unedouble intera
tion, positive et négative, sur une même 
ible ne permet pas de déduireintuitivement le devenir de la 
ible en question et 
e
i se 
omplexi�e ave
 les 
y
les quipeuvent engendrer soit la multistationarité soit l'homéostasie [4, 5℄. Or, avant de fairedes prédi
tions sur un modèle, il faut s'assurer que le modèle abstrait suit bien les 
om-portements 
onnus. Des simulations automatisées, exé
utées à partir de 
e modèle sontalors indispensables pour 
omprendre de façon pré
ise le fon
tionnement global. Néan-moins, 
elles-
i peuvent s'avérer insu�santes pour établir formellement des prédi
tionspertinentes. Ce
i amène à distinguer deux 
atégories de formalismes de modélisation :
• 
eux qui sont assez puissants pour en
oder pré
isément les 
onnaissan
es biolo-giques, au détriment de toutes appli
ations de preuves et de véri�
ation, 
'est-à-dire qu'il n'est pas possible de véri�er formellement qu'un modèle satisfait une oudes propriétés biologiques données. Ces formalismes engendrent même parfois dessimulations di�
iles à mettre en ÷uvre, 
'est le 
as, par exemple des équationsdi�érentielles [6, 7, 8℄ ;
• 
eux qui permettent d'exé
uter à la fois des simulations et des preuves, mais 
eux-
i obligent à faire d'importantes �simpli�
ations�, plus exa
tement des abstra
tions
ompatibles ave
 les propriétés étudiées. C'est le 
as dans la modélisation des ré-seaux métaboliques ave
 des modes élémentaires [9, 10, 11℄, ou dans la modélisationde réseaux de gènes ave
 l'appli
ation des méthodes de model-
he
king, i.e de véri-�
ation de propriétés sur un modèle [12, 4, 13℄.Les réseaux de Petri hybrides fon
tionnels, appelés HFPN pour Hybrid Fun
tionalPetri Nets [14, 15, 16, 17℄ 
onstituent a
tuellement un des formalismes les plus puissantspour la biologie des systèmes, parmi 
eux fournissant des simulations totalement auto-matisées. Ils o�rent un maximum de �exibilité : modélisation de la produ
tion et de la



Introdu
tion
onsommation de ressour
es, modélisation de pro
essus dis
rets et 
ontinus et dé�nitionde la quantité 
onsommée ou produite sous forme de fon
tions de l'état du système. Cette
lasse étendue des réseaux de Petri [18℄ est appropriée pour la simulation dans le 
ontextede la biologie des systèmes. De nombreux systèmes 
omplexes ont déjà été modélisés enutilisant 
e formalisme [17, 19, 20, 21℄.Lors de l'étude de modèles biologiques, nous avons fréquemment besoin de validerdes propriétés spé
i�ques. Ces propriétés peuvent être des hypothèses que les biologistessouhaitent établir a�n d'approfondir leur re
her
he, il peut également s'agir de 
omporte-ments ré
urrents observés via de nombreuses simulations et que nous souhaitons prouver
omme invariants de notre système. Dans les deux 
as, les 
haînes de 
ausalité sont si
omplexes que l'a

umulation de simulations ne permettent pas d'obtenir une preuve.Des preuves formelles établies ou véri�ées par un ordinateur deviennent don
 né
essaires.Les logiques temporelles utilisant des automates dis
rets ou hybrides jouent un r�le
entral dans les formalismes de modélisation des systèmes dynamiques où les preuves sontautomatisables. Les réseaux de régulation géniques ave
 des niveaux d'expression dis
rets
orrespondent au formalisme de modélisation le plus avan
é dans l'automatisation despreuves [4, 22, 23, 24, 25, 26, 27℄, et l'é
ole de René Thomas a été le point 
lé de 
esu

ès [28, 29, 30, 31, 32, 33℄.La motivation à long terme de la re
her
he dé
rite dans 
e manus
rit est d'étendreau formalisme des HFPN la méthodologie de véri�
ation formelle asso
iée au formalismede René Thomas. Cette extension est en fait quasi-impossible sur un formalisme aussiexpressif que les HFPN : l'expression quantitative du temps ainsi que les fon
tions o�rentun tel pouvoir d'expression qu'ils sont les prin
ipaux obsta
les à l'exé
ution de preuvesformelles.Dans 
e manus
rit, nous dé�nissons une pro
édure de preuves automatisée pour unesous-
lasse des HFPN exprimant quantitativement le temps, mais sans fon
tions. Cettesous-
lasse est appelée réseau de Petri hybrides temporisés [34, 35℄ et notée THPN pourTimed Hybrid Petri Nets.Etant donné que les pro
essus modélisés dans les modèles HFPN ou THPN sont sou-vent 
ontinus et quantitatifs, les pro
édures 
lassiques de model-
he
king, 
omme 
elle pro-posée par l'appro
he René Thomas [4, 12℄, ne semblent pas adaptées. Nous nous sommesdon
 orientés vers des pro
édures de model-
he
king temps-réel, et plus spé
i�quementsur 
elle développée par Raskin et S
hobbens dans [36℄. Cette pro
édure est basée surla logique temps-réel Event-Clo
k ainsi que sur le produit d'automates temps-réel Event-Clo
k. Le travail dé
rit dans 
e manus
rit introduit une extension de la logique Event-Clo
k ainsi qu'une 
onversion 
ompatible de nos modèles THPN en automate Event-Clo
k.Cette 
onversion en automate permet alors d'exé
uter des raisonnements automatisés sur
es modèles.Organisation du do
umentCe mémoire s'organise en six 
hapitres :
• Le Chapitre 1 présente le formalisme des HFPN, il détaille la sémantique et meten avant les avantages et in
onvénients d'un formalisme aussi expressif. Ce 
hapitre14
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tionprésente également la sous-
lasse des HFPN, les réseaux de Petri hybrides tempo-risés, notés THPN et détaille l'algorithme de 
onstru
tion d'un graphe d'évolutionà partir d'un modèle. Ce graphe d'évolution ré
apitule les tra
es obtenues lors del'exé
ution du réseau de Petri. Ce 
hapitre rappelle également toutes les notionsindispensables atta
hées aux THPN.
• Le Chapitre 2 dé�nit la syntaxe de notre logique temporelle permettant d'exprimerdes propriétés biologiques (i.e. l'ensemble des formules bien formées), ainsi que lasémantique asso
iée (i.e. l'ensemble des modèles asso
iés à la signature et les règlesde satisfa
tion d'une formule bien formée). Cette logique, que nous avons appeléeCTEL pour Continuous-Time Evolution Logi
 en anglais, utilise des nombres réelsmesurant le temps. Nous verrons que CTEL 
orrespond à un 
adre logique su�sam-ment expressif dans de nombreux 
as biologiques.
• Le Chapitre 3 présente la pro
édure 
omplète de Model-Che
king permettant deprouver formellement qu'une formule CTEL bien formée est satisfaite par un modèleTHPN donné. Notre pro
édure se divise en quatre grandes étapes.1. La première étape de notre pro
édure 
onsiste à 
onvertir les tra
es de notremodèle THPN, synthétisées sous forme de graphes d'évolution, en un auto-mate temps-réel : un automate Event-Clo
k [37℄. Nous présentons don
 un al-gorithme de 
onversion d'un graphe d'évolution en un automate Event-Clo
k.Le langage de l'automate ainsi obtenu 
orrespond à l'ensemble des tra
es desgraphes d'évolution.2. La deuxième étape 
onsiste à 
onstruire l'automate Event-Clo
k asso
ié à lanégation de la propriété étudiée, exprimée sous forme de formule CTEL. Lelangage de 
et automate 
orrespond alors à l'ensemble des tra
es satisfaisantla négation de la propriété. La méthode permettant la 
onstru
tion d'un telautomate à partir d'une formule logique est rappelée dans 
e 
hapitre.3. Nous dé�nissons alors un produit d'automates permettant de transformer lesétiquettes des ar
s. On l'appelle le produit-LT, pour Label Transformation.L'automate résultant du produit-LT de l'automate asso
ié au THPN ave
 
eluiasso
ié à la négation de la propriété re
onnaît le langage à l'interse
tion deslangages des deux automates de départ.4. La dernière étape 
onsiste alors à déterminer si le langage de l'automate pro-duit est vide ou non. En e�et, étant donnée la prise en 
ompte de temps réeldans nos modèles, la détermination du vide d'un automate n'est pas immé-diate. La pro
édure de détermination du vide est fondée sur la 
onstru
tion del'automate de région dé�ni, pour la première fois, par Alur pour les automatestemporisés dans [38℄. La dé�nition d'automate de région a alors été étendueaux automates Event-Clo
k par Rakin et S
hobbens dans [36℄. L'automatede région 
onstruit suivant 
ette pro
édure, re
onnaît exa
tement le langageatemporisé de l'automate produit.Ainsi, dans le 
as où le langage de l'automate produit n'est pas vide, on 
on
lutque le modèle ne satisfait pas la propriété étudiée étant donné qu'il partage15
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tionau moins une tra
e 
ommune ave
 la négation de 
ette propriété. Par 
ontre,on 
on
lut à la satisfa
tion de la propriété par notre modèle si le langage del'automate produit est vide.
• Etant donné l'obje
tif d'automatisation annon
é 
i-dessus, la pro
édure de model-
he
king dé�nie dans le 
hapitre pré
édent est entièrement algorithmique et peutêtre automatisée. Le Chapitre 4 dé
rit notre prototype de plate-forme logi
ielle quenous avons appelée BioPetri. Le manuel d'utilisation est présenté en détail dans 
e
hapitre.
• Dans le Chapitre 5, nous appliquons notre pro
édure de model-
he
king sur uneproblématique biologique. En 
ollaboration ave
 le laboratoire de Développement etEvolution de Paris Sud, nous nous sommes intéressés aux mé
anismes molé
ulaires
ontr�lant la métamorphose 
hez le têtard Xenopus tropi
alis. Cette étude s'est dé-roulée en trois parties. Dans un premier temps, nous nous sommes 
on
entrés sur la
ompétition existant entre deux enzymes de r�le opposé. Suite à 
es résultats, nousavons modélisé, en parallèle, les réseaux de régulation entraînant deux mé
anismesinverses lors de la métamorphose : la pousse des pattes arrières et la résorption dela queue. En�n, dans la dernière partie, nous exploitons les données trans
ription-nelles obtenues dans le laboratoire de Développement et Evolution a�n de délimiterle réseau de régulation responsable du passage de l'état larvaire à l'état adulte.
• Le développement de notre appli
ation biologique a mis en exergue une limite 
las-sique à toute appro
he par model-
he
king. Les paramètres d'un modèle biologiquesont soit 
onnus dans la littérature soit estimés de façon plus ou moins arbitraire.Pour aider à la détermination de 
ertains paramètres, il serait utile de développerun outil qui donne des 
ontraintes sur un ou plusieurs paramètres in
onnus du mo-dèle pour que 
elui-
i satisfasse une propriété 
onnue supposée vraie. Il s'agit d'unmodel-
he
king paramétrique, puisque la réponse n'est pas binaire mais fournit les
ontraintes sur les paramètres pour que la propriété soit satisfaite. Le Chapitre 6présente une extension paramétrique de notre pro
édure de model-
he
king dé
ritedans le Chapitre 3. Cette extension 
onsiste à 
onstruire des graphes d'évolutionsymboliques qui sont alors 
onvertis en automate Event-Clo
k paramétriques.
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Chapitre 1Avantages et limites des Réseaux dePetri Hybrides Fon
tionnels
1.1 Les Réseaux de Petri pour la biologieLes réseaux de Petri [39℄ permettent la des
ription et la modélisation de systèmes
on
urrents. Ils sont prin
ipalement utilisés pour spé
i�er, modéliser et 
omprendre lessystèmes dans lesquels plusieurs pro
essus sont interdépendants. Leur utilisation 
ouvreun large spe
tre d'appli
ations, 
omme les 
haînes de produ
tion [40℄ ou les proto
oles de
ommuni
ation [41℄. La première utilisation des réseaux de Petri pour la modélisation desystèmes biologiques a été proposée par Reddy et al. [42℄. Celui-
i développa une méthodede représentation des voies métaboliques qui fut par la suite étendue par Hofestädt [43℄.Ainsi, au 
ours des années, di�érents types de réseaux de Petri étendus ont été utiliséspour modéliser des phénomènes biologiques. Genri
h et al. [44℄ modélisèrent des voiesmétaboliques par réseaux de Petri 
olorés dans le but d'analyses quantitatives, 
e typede réseau fut ensuite utilisé par Voss et al. [45℄ dans un but qualitatif. L'aléatoire dessystèmes biologiques fut pris en 
ompte grâ
e aux réseaux de Petri sto
hastiques [46, 47℄.Tous 
es formalismes dérivés des réseaux de Petri sont néanmoins inappropriés pour re-présenter, au sein d'un même modèle, des dynamiques dis
rètes et 
ontinues. Or, de nom-breuses voies biologiques se dé�nissent par une partie dis
rète telle que le 
ontr�le d'unswit
h épigénétique et d'une partie 
ontinue représentant les réa
tions métaboliques, parexemple. Matsuno et al. [48℄ utilisèrent le formalisme des réseaux de Petri Hybride (HPN)développé par David et Alla [49℄ pour modéliser les dynamiques dis
rètes et 
ontinues duréseau de régulation génétique du phage lambda. L'apport d'une modélisation hybride amotivé Matsuno et al. à étendre le formalisme des HPN. Ils ont alors introduit les réseauxde Petri hybrides fon
tionnels, notés HFPN pour Hybrid Fun
tional Petri Nets en an-glais [16, 17, 14, 15℄. Ces réseaux permettent une modélisation intuitive et naturelle desvoies biologiques. Le formalisme des HFPN permet de modéliser la 
onsommation et laprodu
tion de ressour
es d'entités dis
rètes ou 
ontinues. L'aspe
t fon
tionnel des HFPNautorise la dé�nition des quantités 
onsommées ou produites sous forme de fon
tions dé-pendant du marquage dans les pla
es. Grâ
e à 
es fon
tions, il est fa
ile de modéliser parHFPN un système d'équations di�érentielles ordinaires (ODE), traditionnellement utili-sées pour modéliser des réa
tions bio
himiques [50℄. La représentation par HFPN permet,



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPNau delà des ODE, une visualisation intuitive du système 
omplet, essentiellement lors dutraitement de grandes 
as
ades de réa
tions.Les HFPN 
onstituent un formalisme très puissant 
apable de modéliser des pro
essusbiologiques divers à di�érentes é
helles (par exemple modèle de l'évolution d'une popula-tion 
ellulaire tout en 
onsidérant les mé
anismes intra-
ellulaires, voir notre appli
ationà l'hématopoïèse dans [51℄). Une telle puissan
e limite 
ependant les méthodes d'analyseet d'exploitation de 
es modèles. En e�et, un modèle HFPN ne peut être étudié qu'autravers de ses simulations obtenues grâ
e au logi
iel Cell Illustrator [16℄ implémenté à 
ete�et. La validation (ou la réfutation) d'un modèle ne se fait don
 que par l'observationd'un ensemble de tra
es sur un temps déterminé.Contrairement aux simulations numériques, les méthodes formelles utilisent des te
h-niques rigoureuses de raisonnements, basées sur la logique mathématique. Appliquées engénie logi
iel, 
es méthodes permettent d'obtenir une très forte assuran
e de l'absen
e debogues. Appliquées à la modélisation, elles permettent la validation ou la réfutation for-melle de modèles [4, 52℄. Etant donnée une propriété 
omportementale 
onnue du systèmebiologique, l'appli
ation de telles méthodes mathématiques permet de ne séle
tionner queles modèles satisfaisant la propriété. Par 
ontre, 
es méthodes ne sont fa
ilement appli-
ables que sur des formalismes dont le pouvoir d'expression est limité : 
'est le 
as parexemple du formalisme introduit par René Thomas [53℄ ou en
ore 
elui des réseaux dePetri usuels [18℄.Nous voi
i 
onfronté à la balan
e opposant pouvoir d'expression et appli
abilité deméthodes formelles. Notre démar
he a 
onsisté à restreindre le formalisme des HFPNjusqu'à l'obtention d'un formalisme sur lequel il était possible de développer une pro
édurede model-
he
king. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous présentons le formalisme des HFPN,de même que les restri
tions 
hoisies, nous détaillons alors le formalisme des Réseaux dePetri Hybrides Temporisés ainsi obtenu.1.2 Les Réseaux de Petri Hybrides Fon
tionnelsComme les réseaux de Petri usuels, les réseaux de Petri Hybrides fon
tionnels (HFPN) [16,17℄ sont 
omposés de pla
es, transitions et ar
s, modélisant respe
tivement les entités bio-logiques, les pro
essus biologiques et les relations entre 
es deux derniers. L'aspe
t hybridedu formalisme permet à 
haque 
omposant d'être dis
ret ou 
ontinu. Les pla
es dis
rètes(Figure 1.1) représentent les entités entières 
omme un nombre de 
ellules par exemple,alors que les pla
es 
ontinues représentent des entités réelles 
omme une 
on
entration mo-lé
ulaire. La quantité de jetons (entière ou réelle) d'une pla
e P est appelée le marquagede P et est notée m(P ).Les deux types de transitions sont temporisés : une transition dis
rète est tirée aprèsun délai de temps dt (Figure 1.1) alors qu'une transition 
ontinue tire 
ontinuellement àune vitesse V pouvant être dé�nie par une fon
tion des valeurs du marquage des pla
es duréseau. Par exemple, si T1 est une transition 
ontinue et P1, P2 sont des pla
es (
ontinuesou dis
rètes) la vitesse de tir de T1 peut se dé�nir par la fon
tion suivante : V (T1) =
3.m(P1) + 1

2
m(P2) ou en
ore par la fon
tion V (T1) = em(P1) + m(P2). Les transitionsdis
rètes modélisent des pro
essus biologiques dis
rets 
omme la mitose ou un swit
h20



Les Réseaux de Petri Hybrides Fon
tionnels Se
tion 1.2épigénétique. A l'inverse, les transitions 
ontinues modélisent des pro
essus 
ontinus dontun exemple est l'évolution de la 
on
entration molé
ulaire en réponse à des réa
tionsenzymatiques.Trois types d'ar
s peuvent lier les pla
es aux transitions ou les transitions aux pla
es(Figure 1.1).
• Un ar
 a
tivateur ave
 un poids r a
tive une transition en 
onsommant les ressour
esuniquement si le marquage de la pla
e à la sour
e de l'ar
 est supérieur au poids r.
• Un ar
 inhibiteur ave
 un poids r permet à une transition de tirer uniquement si lemarquage de la pla
e à la sour
e de l'ar
 est inférieur à r.
• En�n, un ar
 test ave
 le poids r a
tive une transition dans les mêmes 
onditionsque l'ar
 a
tivateur sans 
onsommation de ressour
es.

Arc activateur :

Arc inhibiteur :

Arc test :

r
T

P

r
P

T

r
T

P

dt

m(P ) ≥ r

m(P ) ≥ r

m(P ) < r

V

(Sémantique similaire pour les transitions 
ontinues)(Sémantique similaire pour les transitions 
ontinues)(Sémantique similaire pour les transitions 
ontinues)
Transition 
ontinueTransition dis
rètePla
e 
ontinuePla
e Dis
rète

Fig. 1.1 � Notations utilisées pour les HFPN.1.2.1 Dé�nitionDe manière formelle, les HFPN se dé�nissent 
omme suit (Figure 1.2) [16℄.Dé�nition 1.1 (HFPN). Un Réseau de Petri Hybride Fon
tionnel est un sextuplet,
HFPN =< P, T, hN , E, hE ,F > où :

• P et T sont des ensembles disjoints de pla
es et transitions,
• hN : P ∪ T → {D,C} appelée fon
tion hybride indique pour 
haque n÷ud s'il estdis
ret (D) ou 
ontinu (C),
• E est un ensemble �ni, non vide d'ar
s (E ⊆ (P × T )∪ (T × P )). Chaque ar
 e estde la forme (T, P ) (resp. (P, T )) si l'ar
 sort d'une transition T (resp. d'une pla
e
P ) et rentre dans une pla
e P (resp. dans une transition T ),

• hE : E → {A, I, Te} indique pour 
haque ar
 s'il est a
tivateur, inhibiteur ou test,
• F est un ensemble �ni de fon
tions asso
iées à 
haque transition.On distingue deux ensembles de fon
tions, un pour les transitions 
ontinues (Dé�ni-tion. 1.2) et l'autre pour les transitions dis
rètes (Dé�nition 1.3). 21
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Fig. 1.2 � Représentation de 
on�gurations possibles des pla
es et transitions dans lesréseaux de Petri hybrides fon
tionnels.Dé�nition 1.2 (Sémantique du tir d'une transition 
ontinue). Soit T une transition
ontinue dont les pla
es prédé
esseurs sont P1, ..., Pp et les pla
es su

esseurs Q1, ..., Qq(voir la Figure 1.2 pour les notations). On note a1, ..., ap le poids des ar
s entrants (
onti-nus ou tests) et b1, ..., bq 
elui des ar
s sortants (
ontinus). Supposons que m1(t), ..., mp(t)et n1(t), ..., nq(t) soient les marquages des pla
es P1, ..., Pp et Q1, ..., Qq au temps t. On dé-�nit 
omme suit les fon
tions f et g 
omme les quantités 
onsommées et produites durantle tir de la transition T .
• La 
ondition de tir est donnée par un prédi
at c(m1(t), ..., mp(t)). Tant que 
ette
ondition est vraie, T tire 
ontinuellement.
• Pour 
haque ar
 entrant ai, T est étiquetée par une fon
tion fi(m1(t), ..., mp(t)) > 0qui dé�nit la vitesse de 
onsommation de la pla
e Pi quand T est tirée. Si ai estun ar
 test, alors fi ≡ 0 et au
une quantité n'est retirée de la pla
e Pi. Nous avonsalors d[ai](t)

dt
= fi(m1(t), ..., mp(t)) où [ai](t) dénote la quantité retirée de la pla
e Piau temps t au travers des ar
s 
ontinus ai durant la période de tir de la transition

T .
• Pour 
haque ar
 sortant bj, T est étiquetée par une fon
tion gj(m1(t), ..., mp(t)) >

0 qui dé�nit la vitesse de produ
tion de ressour
es des pla
es Qj au temps t autravers des ar
s sortants 
ontinus bj quand T est tirée. Nous avons alors d[bj ](t)

dt
=

gj(m1(t), ..., mp(t)), où d[bj ](t) dénote la quantité de ressour
es ajoutées aux pla
es
Qj au temps t à travers l'ar
 
ontinu bj durant la période de tir de T .Dé�nition 1.3 (Sémantique du tir d'une transition dis
rète). Soit T une transition dis-
rète dont les pla
es prédé
esseurs sont P1, ..., Pp et les pla
es su

esseurs Q1, ..., Qq (voirla Figure 1.2 pour les notations). On note a1, ..., ap le poids des ar
s entrants (dis
retsou tests) et b1, ..., bq 
elui des ar
s sortants (dis
rets). Supposons que m1(t), ..., mp(t) et

n1(t), ..., nq(t) soient les marquages des pla
es P1, ..., Pp et Q1, ..., Qq au temps t. On dé�-nit 
omme suit les fon
tions f et g 
omme les quantités 
onsommées et produites durantle tir de la transition T .
• La 
ondition de tir est donnée par un prédi
at c(m1(t), ..., mp(t)). Si 
ette 
onditionest vraie, T est permise pour tirer.22



Les Réseaux de Petri Hybrides Fon
tionnels Se
tion 1.2
• La fon
tion délai est donnée par une fon
tion à valeur dans les rationnels positifs ounuls d(m1(t), ..., mp(t)). Si la 
ondition de tir est satisfaite au temps t, T tire dansun délai d(m1(t), ..., mp(t)). Cependant, si la 
ondition de tir est 
hangée durant 
edélai, la transition T n'est plus permise pour tirer et la 
ondition de tir est remiseà zéro.
• Pour 
haque ar
 entrant ai, T est étiquetée par une fon
tion évaluée sur les entierspositifs ou nuls fi(m1(t), ..., mp(t)) > 0 qui dé�nit le nombre de jetons retirés de lapla
e pi à travers l'ar
 ai par le tir de T . Si ai est un ar
 test, alors fi ≡ 0 et au
unjeton n'est 
onsommé.
• Pour 
haque ar
 sortant bj, T est étiquetée par une fon
tion évaluée sur les entierspositifs ou nuls gj(m1(t), ..., mp(t)) > 0 qui dé�nit le nombre de jetons produits dansla pla
e Qj à travers l'ar
 bj par le tir de T .1.2.2 Illustration biologiqueContexte biologique Tout au long de 
e rapport, nous allons illustrer les di�érentsformalismes et méthodologies sur un petit exemple biologique extrait de notre appli
ationbiologique (qui sera plus détaillée dans le Chapitre 5).La plupart des amphibiens subissent de nombreuses modi�
ations morphologiquespour passer de l'état larvaire à l'état adulte, 
e pro
essus biologique s'appelle la métamor-phose amphibienne [54℄. Tous 
es 
hangements morphologiques (pousse des pattes arrières,disparition de la queue,...) sont 
ontr�lés par les hormones thyroïdiennes (HT) [55℄. Ondistingue deux types d'hormone : la thyroxine T4 est la forme ina
tive des hormones thy-roïdiennes 
ontrairement à la triiodothyronine T3 qui est la forme biologiquement a
tivede l'hormone mais qui est synthétisée en quantité beau
oup plus faible [56℄. Lorsque T3est asso
iée à son ré
epteur RHT [57℄, elle forme un fa
teur de trans
ription responsablede l'indu
tion de nombreux gènes. Parmi 
es gènes, nous allons spé
i�quement nous inté-resser à deux enzymes : la déiodinase de type 2, notée D2 [58, 59℄ et la déiodinase de type3, notée D3 [60, 61℄. Ces deux enzymes sont responsables du métabolisme des hormonesthyroïdiennes. Alors que D2 agit en tant qu'a
tivateur, en produisant la forme a
tive del'hormone (T3) à partir de sa forme ina
tive T4 (D2 + T4 → D2 + T3), D3 inhibe aussibien T3 que T4 en produisant deux nouvelles formes ina
tives d'hormones rT3 et T2(D3+T4 → D3+rT3 et D3+T3 → D3+T2). Les deux enzymes D2 et D3 sont réguléesdi�éremment par T3. Le gène asso
ié à D3 est un gène de réponse dire
te aux hormonesthyroïdiennes alors que le gène asso
ié à D2 est a
tivé indire
tement, le temps de réponseà T3 est don
 plus long (quelques jours) [59℄.La métamorphose requiert une très forte 
on
entration de T3. Il est 
ommunémentre
onnu que 
ette forte 
on
entration est obtenue grâ
e à l'a
tion de l'enzyme D2 [58, 59℄.Notre obje
tif est de véri�er 
ette hypothèse en modélisant la 
ompétition entre 
es deuxenzymes grâ
e aux HFPN.Modèle HFPN Quatre pla
es 
ontinues sont utilisées pour modéliser les quatre entitésbiologiques (D2, D3, T3 et T4)(Figure 1.3). D3 est induit dire
tement par T3, la transition
ontinue t2 modélise 
ette indu
tion. La vitesse de réa
tion peut être obtenue dans lalittérature grâ
e aux 
inétiques de l'enzyme [62℄. La vitesse de synthèse de D3 par T323



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPNest proportionnelle à la 
on
entration de T3, une simpli�
ation pertinente 
onsidère unerelation linéaire entre T3 et D3. Celle-
i est modélisée 
omme suit : V (t2) = k1.m(T3).Le fa
teur k1 
orrespond au taux de synthèse de D3, obtenu par la pente des 
ourbes
inétiques de D3.D2 est un gène de réponse indire
te au hormones thyroïdiennes, on observe don
 undélai entre l'indu
tion par T3 et la synthèse de D2, 
e délai est modélisé par la transitiondis
rète t1, la quantité produite de D2 est alors indiquée sur l'ar
 sortant de t1, elle estmodélisée 
omme pour D3.Les transitions 
ontinues t3 et t4 modélisent les a
tions respe
tives de D3 et de D2. Tout
omme les vitesses de synthèse de D2 et D3, nous avons 
onsidéré une relation linéairepour les vitesses de réa
tions des enzymes. La vitesse de réa
tion de D3 est ainsi donnée
omme suit : V (t3) = k3.m(D3) où k3 est asso
iée aux 
onstantes 
inétiques (
onstantede Mi
haelis Km et vitesse maximale Vmax) de D3. On pro
ède de même pour D2. Tousles paramètres sont rappelés sur la Figure 1.3.
D3D2 T3

T4

k2.m(T3)

d1

t1 t2

t3t4

V (t4) = k4.m(D2) V (t3) = k3.m(D3)

V (t2) = k1.m(T3)

Fig. 1.3 � Modèle HFPN de la 
ompétition enzymatique D2/D3.Simulation Le logi
iel Cell Illustrator a été implémenté par Matsuno et al. [16, 17℄dans le but de simuler spé
i�quement des modèles HFPN. La simulation de notre modèlenous donne les 
ourbes présentées sur la Figure 1.4.La simulation de notre modèle montre la diminution de T3 et de T4 malgré l'aug-mentation de la 
on
entration des enzymes D2 et D3. Ce
i traduit la prédominan
e insili
o de D3 sur D2. L'exploitation de 
es résultats sera faite dans le Chapitre 5 
onsa
réà l'appli
ation biologique.1.3 Restri
tion des Réseaux de Petri Hybrides Fon
-tionnels pour la véri�
ationPouvoir d'expression des Réseaux de Petri hybrides fon
tionnels. Les dé�ni-tions pré
édentes montrent que le formalisme des Réseaux de Petri hybrides fon
tionnelsa un pouvoir d'expression très fort, il permet une modélisation �ne et pré
ise. En e�et,l'aspe
t hybride permet d'asso
ier au sein d'un même modèle des pro
essus dis
rets etdes pro
essus 
ontinus. Une modélisation multi-é
helle de systèmes biologiques est alors24
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tion des Réseaux de Petri Hybrides Fon
tionnels pour la véri�
ation Se
tion 1.3
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Fig. 1.4 � Simulation in sili
o du modèle de 
ompétition enzymatique (logi
iel Cell Illus-trator).possible en faisant 
oexister, par exemple, l'évolution d'une population 
ellulaire (pro-
essus dis
ret) sous l'in�uen
e de réa
tions bio
himiques (pro
essus 
ontinus) [51℄. L'as-pe
t temporisé des HFPN permet de 
onsidérer le temps d'une manière quantitative. Denombreuses données biologiques 
omme les 
onstantes 
inétiques, les délais de pulses,...peuvent don
 être dire
tement intégrées dans les modèles. En�n, l'aspe
t fon
tionnel desHFPN permet la modélisation de fon
tions biologiques très variées par les fon
tions ma-thématiques qui leur sont asso
iées. Dans le 
as d'un modèle de la 
ontra
tion des �bresmus
ulaires, par exemple, nous utiliserons les fon
tions mathématiques asso
iées à la résis-tan
e des ressorts... Un tel pouvoir d'expression permet l'élaboration de modèles in sili
obeau
oup plus pro
hes des modèles in vivo. La 
ontrepartie d'un tel pouvoir d'expressionest l'impossibilité de résoudre un 
ertain nombre d'équations, rendant impossible l'étudeet l'exploitation des modèles autrement que par simulation. Le paragraphe 
i-dessousdis
ute l'apport de méthodes de véri�
ation par rapport à la simulation.Simulation versus véri�
ation. Reprenons notre exemple biologique et mettons enéviden
e quelques limites. La pla
e T3 est à l'origine du tir de trois transitions (t1, t2 et
t3). La quantité de ressour
es dans la pla
e T3 peut ne pas être su�sante pour le tir de
es trois transitions, nous sommes alors dans un 
as de 
on�it. Les simulations ne traitentpas expli
itement les 
on�its, pourtant très présents dans les systèmes biologiques. Par
onséquent, les 
ourbes observées sont le résultat d'une stratégie de gestion de 
on�itqui est ad ho
 à la simulation. Une première question vient tout de suite à l'esprit : untraitement di�érent des 
on�its produirait-il les mêmes simulations ? La véri�
ation obligeun traitement rigoureux des 
on�its, elle a don
 la 
apa
ité de distinguer les di�érents
omportements d'un même modèle selon le mode de résolutions de 
on�its.Un se
ond point essentiel 
on
erne le traitement de tra
es �nies ou in�nies. Dans le
as des HFPN, la simulation ne peut être e�e
tuée que sur une période plus ou moins25



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPNlongue. Néanmoins, beau
oup de pro
essus biologiques sont à l'origine d'os
illations in-�nies (homéostasie) ou au 
ontraire sont à l'origine de l'obtention d'états stables. Dansle 
as de simulations, nous ne pourrons observer 
es os
illations ou 
es états stables quesur une période donnée, en supposant que 
eux-
i perdureront. La véri�
ation permet,au 
ontraire des simulations, le traitement de tra
es in�nies permettant ainsi de véri�ermathématiquement que les os
illations observées sont bien in�nies ou que l'état atteintest bien un état stable.En�n, l'argument majeur en faveur de la véri�
ation est lié au traitement d'un nombrein�ni de tra
es par des manipulations symboliques. Ce
i permet un inventaire exhaustifdes états stables (même 
eux rarement atteints).Restri
tion aux Réseaux de Petri Hybrides Temporisés. Dans le but de véri�erla satisfa
tion de propriétés sur des modèles HFPN, nous devons préalablement restreindrele formalisme. Etant donné que les fon
tions des HFPN engendrent des 
omportementsdi�
ilement prévisibles et 
ontr�lables, nous avons dans un premier temps retiré l'aspe
tfon
tionnel. En e�et, dans le 
as de fon
tions simples 
omme les vitesses proportionnellesau marquage, on observe une 
roissan
e ou dé
roissan
e exponentielle du marquage despla
es. De plus, les vitesses de tir 
hangent 
ontinuellement, 
e qui rend di�
ile la mani-pulation symbolique de tra
es.Le formalisme des HFPN privé de l'aspe
t fon
tionnel 
orrespond au formalisme desréseaux de Petri hybrides temporisés, notés THPN pour Timed Hybrid Petri Nets [34, 35℄.Contrairement aux HFPN, les THPN permettent un traitement rigoureux des 
on�its. Lase
tion suivante présente 
e formalisme ainsi que 
ertains algorithmes 
apables d'extrairedes tra
es in�nies.1.4 Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN)Dans 
ette se
tion, nous présentons le formalisme des THPN. Après avoir donné unedé�nition statique de 
es réseaux, nous donnerons les dé�nitions permettant de 
om-prendre la sémantique du formalisme. Nous verrons alors qu'il est possible d'étudier l'évo-lution du THPN en 
onstruisant son graphe d'évolution [34, 35℄. Le graphe d'évolutionpermet de dé
ouper l'exé
ution 
ontinue du THPN en des tops d'horloge spé
i�ques,malgré la présen
e de pro
essus 
ontinus.1.4.1 Dé�nitionsAvant de dé�nir les THPN, rappelons que le symbole ∐ représente l'union disjointe,
Q+ et R+ représentent respe
tivement l'ensemble des rationnels et des réels positifs ounuls, et N représente l'ensemble des entiers naturels.Dé�nition 1.4 (THPN). Un Réseau de Petri Hybride Temporisé est un 8-uplet

THPN =< P, T , ζ, P re, Post,m0, delai, V > où :
• P et T sont des ensembles disjoints de pla
es et transitions,26



Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN) Se
tion 1.4
• ζ : P ∪ T → {D,C} appelée fon
tion hybride indique pour 
haque n÷ud s'il estdis
ret ou 
ontinu.On appellera TD (resp. PD) et TC (resp. PC) l'ensemble des transitions (resp.pla
es) dis
rètes et 
ontinues,
• Pre : P × T → Q+ ∐ N est la matri
e d'in
iden
e d'entrée. Si T ∈ TD alors
Pre(P, T ) ∈ N sinon Pre(P, T ) ∈ Q+,

• Post : T × P → Q+ ∐ N est la matri
e d'in
iden
e de sortie. Si T ∈ TD alors
Post(T, P ) ∈ N sinon Post(T, P ) ∈ Q+,

• m0 : P → R+ ∐ N est le marquage initial. Si P ∈ PD alors m0(P ) ∈ N sinon
m0(P ) ∈ R+,

• delai : TD → Q+ est le temps asso
ié à T ,
• U : TC → Q+ représente le �ux d'une transition 
ontinue.Soit ◦T (resp. ◦P ) l'ensemble des pla
es (resp. transitions) pré
édant la transition T(resp. la pla
e P ) et soit T ◦ (resp. P ◦) l'ensemble des pla
es (resp. transitions) sortant dela transition T (resp. de la pla
e P ). Prenons l'exemple de la Figure 1.5, ◦T1 = {P1, P2}et T ◦
1 = {P1}.Les THPN permettent à des réseaux de Petri dis
rets et 
ontinus de 
oexister au seind'un même réseau de Petri hybride. Néanmoins, une restri
tion est imposée. De façon àassurer un marquage dis
ret, une pla
e dis
rète ne peut être 
onne
tée à une transition
ontinue que par deux ar
s de même poids : un entrant et un autre sortant de la transition
ontinue (Figure 1.5). Ainsi, même si le tir de la transition 
ontinue 
onsomme 0.5 jetonde la pla
e dis
rète, l'ar
 de même poids sortant de la transition assure une produ
tionsimultanée de 0.5 jeton, maintenant le marquage dis
ret entier .La Dé�nition 1.4 donne une dé�nition statique des THPN. A�n de 
omprendre lasémantique de 
e formalisme, nous dé�nissons des notions importantes 
omme 
elles devitesse instantanée, de balan
e ou en
ore de marquage non standard.1.4.1.1 VitesseLes transitions 
ontinues des THPN sont dé�nies par un �ux maximal U . La Dé�ni-tion 1.5 
al
ule la vitesse de tir maximal V à partir du �ux U .Dé�nition 1.5 (Vitesse maximale). La vitesse maximale de tir d'une transition 
ontinue

T se dé�nit 
omme suit :
V (T ) = U(T ). min

P∈
◦T∩PD

m(P )Ainsi, la vitesse maximale d'une transition 
ontinue T dépend du marquage de sespla
es dis
rètes entrantes. Prenons l'exemple de la Figure 1.5, il est 
lair que si la pla
edis
rète P1 est vide, la transition 
ontinue t1 ne peut tirer, on a don
 V (T1) = 0, si P1possède un jeton (resp. 2 jetons), la vitesse maximale vaudra V (T1) = 1 (resp. V (T1) = 2).Les jetons de la pla
e dis
rète représentent le nombre de serveurs disponibles pourle pro
essus 
ontinu. Si T1 a deux serveurs (
'est-à-dire si P1 a deux jetons), le �ux de27



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPN
3.0 3.0

V (T1) = 0 V (T1) = 1

P1

U1 = 1

T1

P2

P1

U1 = 1

T1

P2

Fig. 1.5 � Illustration de la dé�nition de la vitesse V d'une transition 
ontinue à partirde son �ux U .jetons peut aller deux fois plus vite (V (T1) = 2.U(T1)). Dans un 
adre biologique, il estpeu 
ohérent de parler de plusieurs serveurs pour un même pro
essus 
ontinu, nous noussituons en réalité dans un 
as d'un unique serveur, dans lequel V (T ) = U(T ) pour toutetransition 
ontinue T . Par la suite, nous parlerons don
 uniquement de vitesse maximale
V et non de �ux U .Lorsque le marquage des pla
es entrant dans une transition 
ontinue T le permet, Ttire à sa vitesse maximale V (T ). Néanmoins, le marquage des pla
es entrant dans T peutêtre insu�sant pour permettre à la transition de tirer à sa vitesse maximale. On dé�nitalors la vitesse instantanée, notée v(T ) 
orrespondant à la vitesse maximale à laquelle unetransition peut tirer étant données les ressour
es présentes dans le THPN à un instantdonné. On a alors 0 ≤ v(T ) ≤ V (T ).Notation 1. Par la suite, nous noterons souvent mi = m(Pi) et vj = v(Tj).1.4.1.2 Balan
eUne pla
e 
ontinue reçoit une 
ertaine quantité de ressour
es grâ
e au tir de ses tran-sitions entrantes. A l'inverse, la quantité de ressour
es d'une pla
e 
ontinue diminue parle tir des ses transitions sortantes. Soit Pi une pla
e 
ontinue, on note Ii la quantité deressour
es entrant dans Pi et Oi la quantité de ressour
es sortant de 
ette pla
e. On peutalors 
al
uler la balan
e Bi de la pla
e Pi 
orrespondant à la di�éren
e entre la quantitéde ressour
es entrantes et sortantes. Dans la Figure 1.6, I1 = v3, I2 = 0 et I3 = v1 + v2,
O1 = v1, O2 = v2 et O3 = v3, on a don
 B1 = v3 − v1, B2 = −v2 et B3 = v1 + v2 − v3.Si Bi > 0 la pla
e se remplit au 
ours du temps, si Bi < 0 le marquage de la pla
e Pidiminue et si Bi = 0, le marquage reste 
onstant. On remarque que si une pla
e est vide,sa balan
e ne peut pas être stri
tement négative, étant donné que le tir des transitionsengendrerait un marquage stri
tement négatif.Formellement, 
es notions se dé�nissent 
omme suit :Dé�nition 1.6 (Ii). La quantité de ressour
es Ii entrant dans la pla
e 
ontinue Pi estdonnée par :

Ii =
∑

Tj∈
◦P i

Post(Tj, Pi).vj28



Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN) Se
tion 1.4Dé�nition 1.7 (Oi). La quantité de ressour
es Oi sortant de la pla
e 
ontinue Pi estdonnée par :
Oi =

∑

Tj∈P ◦
i

Pre(Pi, Tj).vjDé�nition 1.8 (Bi). La balan
e Bi de la pla
e 
ontinue Pi est donnée par :
Bi = Ii − Oi

P1

v1 v2

v3

P2

P3

Fig. 1.6 � Illustration de la balan
e d'une pla
e 
ontinue. La pla
e P1 est remplie à lavitesse v3 et se vide à la vitesse v1, on a don
 B1 = v3 − v1.1.4.1.3 Marquage non-standardLa Figure 1.7 présente un exemple de THPN dont le marquage initial est m0(3.0, 0.0).La balan
e de la pla
e P2 est nulle, par 
onséquent m(P2) = 0 pour tout temps t ∈ R+.Néanmoins, la pla
e n'est pas 
omplètement vide 
ar un �ux de jetons passe 
ontinuel-lement. On notera alors m̄(P2) = 0+ et on appellera m̄ le marquage non-standard. Lemarquage non-standard est don
 dé�ni sur l'ensemble R+ ∪{0+}. Celui-
i est utilisé dansle 
al
ul des vitesses instantanées. Par 
onvention, 0+ > 0 et ∀r ∈ R+, r < 0+ ⇒ r = 0.
3.0

0.0

P1

P2

V1 = 2

V2 = 2Fig. 1.7 � Illustration du marquage non-standard. Bien que m(P2) = 0 au 
ours du temps,un �ux de jetons ne 
esse de passer dans 
ette pla
e, on a don
 m̄(P2) = 0+.1.4.1.4 PermissionLe marquage non-standard permet à un instant donné de déterminer quelles transitionsont la permission de tirer. La notion de permission di�ère selon le type de transition étudiée(dis
rète ou 
ontinue). 29



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPNDé�nition 1.9 (Permission d'une transition dis
rète). Une transition dis
rète T est per-mise si 
haque pla
e P ∈ ◦T satisfait m(P ) ≥ Pre(P, T ), où m(P ) est le marquage de lapla
e P .Si la transition T reste permise durant le délai delai(T ), elle tirera à la �n de 
edélai. Pre(P, T ) jetons sont alors retirés de 
haque pla
e P ∈ ◦T et Post(T, P ) jetonssont ajoutés dans 
haque pla
e P ∈ T ◦. Le marquage peut être su�sant pour permettreplusieurs tirs simultanés de T . Pour une transition dis
rète T , le nombre de tirs su

essifsautorisés étant donné un marquage 
orrespond au degré de permission de la transition.
1 1 1 1

P1

T1
P1

T1
P2

delay(T1) = 1

delai(T1) = 1 delai(T1) = 1

P2Fig. 1.8 � Sémantique d'une transition dis
rète.La pla
e P1 de la Figure 1.8 possède 2 jetons et 
haque tir de la transition dis
rète T1ne retire qu'un jeton à P1. On en déduit que le degré de permission de T1 est égal à 2. Unefois le délai delai(T1) = 1 é
oulé, Pre(P1, T1) = 1 jeton est 
onsommé et Post(T1, P2) = 1jeton est produit dans la pla
e P2.Dé�nition 1.10 (Permission d'une transition 
ontinue). Une transition 
ontinue T estpermise :
• si 
haque pla
e P ∈ ◦T ∩ PD satisfait m(P ) ≥ Pre(P, T ) et
• si 
haque pla
e P ∈ ◦T ∩ PC satisfait m̄(P ) > 0.De plus, si 
haque pla
e 
ontinue P ∈ ◦T ∩ PC satisfait m(P ) > 0, on dit que T estfortement permise.Une transition 
ontinue T tire à sa vitesse instantanée v(T ). Le marquage de 
haquepla
e P ∈ ◦T est diminué de la quantité Pre(P, T )×v(T ) et symétriquement, le marquagede 
haque pla
e sortante P ∈ T ◦ est augmenté de la quantité Post(T, P ) × v(T ).La Figure 1.9 illustre la dé�nition de permission d'une transition 
ontinue. Dans leTHPN (a), les transitions T1 et T2 sont fortement permises 
ar m(P1) et m(P2) sontstri
tement positifs, elles peuvent don
 tirer à leur vitesse maximale v1 = V1 = 2 et

v2 = V2 = 3. Dans le THPN (b), m(P2) = 0 et m̄(P2) = 0+, par 
onséquent la transition
T2 est faiblement permise. La transition T2 ne peut tirer à sa vitesse maximale 
ar elleengendrerait un marquage négatif. On a don
 né
essairement v2 = v1 = 2 < V2. Nousreviendrons, dans la se
tion suivante, sur le détail du 
al
ul des vitesses instantanées vi.La dé�nition de la sémantique d'un THPN permet de 
omprendre 
omment notremodèle THPN va évoluer au 
ours du temps. L'étude de l'évolution d'un THPN peuten
ore être détaillée, dans un 
adre 
ependant plus restri
tif, grâ
e à la 
onstru
tion d'ungraphe d'évolution [34℄.30



Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN) Se
tion 1.4
3.0

(b)

0.0

(a)

3.0

3.0

P1

P2

V1 = 2

V2 = 3

P1

P2

V1 = 2

V2 = 3Fig. 1.9 � Illustration de la permission de transitions 
ontinues. Les transitions T2 desTHPN (a) et (b) sont permises 
ar m̄(P2) > 0. La transition T2 du THPN (a) est fortementpermise 
ar m(P2) > 0 et la transition T2 du THPN (b) est faiblement permise 
ar
m(P2) = 0.1.4.2 Graphe d'évolutionLe graphe d'évolution donne une tra
e de l'exé
ution du modèle THPN. Il est lui-mêmereprésenté par un réseau de Petri standard [34, 35℄ dans lequel 
haque pla
e 
orrespondà un IB-state (pour Invariant-Behavior state) et 
haque transition est asso
iée à un évé-nement dont l'o

urren
e produit un 
hangement d'IB-state (voir Figure 1.10 pour lesnotations). Par dé�nition, pendant toute la durée d'un IB-state, le THPN véri�e les pro-priétés suivantes :

• Le marquage des pla
es dis
rètes est 
onstant,
• Le degré de permission des transitions dis
rètes est 
onstant,
• Les vitesses instantanées des transitions 
ontinues sont 
onstantes,
• A 
haque IB-state est asso
ié un marquage 
ontinu. Ainsi, lorsqu'un IB-state estatteint le marquage 
ontinu a toujours la même valeur.Le passage d'un IB-state à un autre ne peut avoir lieu que si un des événements suivantsa lieu :
• C1-event : le marquage d'une pla
e 
ontinue devient égal à zéro,
• D1-event : une transition dis
rète est tirée,
• D2-event : le degré de permission d'une transition dis
rète est modi�é à 
ause de lamodi�
ation du marquage d'une pla
e 
ontinue.Les transitions du graphe d'évolution sont étiquetées par les événements ayant eu lieu,par le temps d'o

urren
e de 
es événements et par le marquage des pla
es 
ontinues(Figure 1.10). Un IB-state est représenté par une �
ase� divisée en deux, 
haque partie dela 
ase 
ontient une information pertinente : le marquage des pla
es dis
rètes étiquettela partie gau
he et les vitesses instantanées des transitions 
ontinues étiquettent la partiedroite.Selon que l'exé
ution du THPN se termine ou pas, le graphe d'évolution se terminepar deadlo
k ou par bou
lage. A�n de distinguer dans nos notations les transitions dugraphe d'évolution des transitions du THPN, nous noterons TGEi la iieme transition du31



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPNgraphe d'évolution et IBi l'IB-state qui en résulte. En�n, on appelle nIB le numéro dudernier IB-state du graphe d'évolution et en 
as de bou
lage, nloop indique le numéro del'IB-state sur lequel on observe le bou
lage (Figure 1.10).Par la suite, nous ne traitons pas les THPN non bornés, 
'est-à-dire que l'algorithmede 
onstru
tion du graphe d'évolution n'est appliqué qu'aux THPN dont le marquage despla
es ne 
roît pas indé�niment. De plus, 
omme nous l'avons pré
isé 
i-dessus, le graphed'évolution fournit une tra
e déterministe de l'exé
ution du THPN. Ce
i n'est possiblequ'après avoir résolu tous les 
on�its potentiels du THPN. Ainsi, avant de présenter laméthodologie pour 
onstruire le graphe d'évolution, nous allons dé�nir les di�érents typesde 
on�it ainsi que leur mode de résolution.
t=0 t=0

Deadlock : nIB = 1 Bouclage : nIB=1 et nloop=1

NoEvent

Evt1, Ev2, ...

T EG
0

IB0

T EG
1

IB1

T EG
2

Evt1, Ev2, ...

Evt3, Ev4, ...

NoEvent

m(Pa), m(Pb), ... m(Pa), m(Pb), ...

m(Pa), m(Pb), ...

m(Pa), m(Pb), ...

tTEG
1

tTEG
1

tTEG
2

v(T1), v(T2), ...

v(T1), v(T2), ...m(P1), m(P2), ...

m(P1), m(P2), ... v(T1), v(T2), ...m(P1), m(P2), ...

v(T1), v(T2), ...m(P1), m(P2), ...

m(Pa), m(Pb), ...

Fig. 1.10 � S
héma d'un graphe d'évolution se terminant soit par deadlo
k soit par bou-
lage. Les pla
es Pa, Pb, ... sont de type 
ontinu alors que les pla
es P1, P2, ... sont de typedis
ret.1.4.2.1 Gestion des 
on�itsUne stru
ture de 
on�it existe quand une même pla
e P est une pla
e entrante dedeux transitions ou plus. Si les ressour
es de P ne sont pas su�santes pour permettreà toutes 
es transitions de tirer simultanément, nous nous retrouvons dans un 
as de
on�it réel. Le 
al
ul des vitesses instantanées requiert alors la résolution des 
on�its. Soit
Kc =< Pc, {Ta, Tb} > un 
on�it impliquant la pla
e Pc et les transitions Ta et Tb. Quatretypes de 
on�it sont 
onsidérés :

• Cas 1 : Ta, Tb ∈ TD

• Cas 2 : Ta, Tb ∈ TC et Pc ∈ PC

• Cas 3 : Ta ∈ TD et Tb ∈ TC ou vi
e-versa
• Cas 4 : Ta, Tb ∈ TC et Pc ∈ PDIl existe une in�nité de règles de résolution de 
on�its, on propose deux manières
rédibles de résoudre les 
on�its : Le partage propose de partager les ressour
es entre les32



Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN) Se
tion 1.4di�érentes transitions selon un s
héma donné et la priorité ordonne les transitions suivantun ordre de priorité.
0.0

Ta

Va = 1
Tb

Vb = 1

vc = 1.5

Pc

Fig. 1.11 � Exemple d'un 
on�it de type 2.La Figure 1.11 montre un exemple simple de 
on�it de type 2. Les ressour
es entrentdans la pla
e 
ontinue Pc à la vitesse de vc = 1.5, 
e qui n'est pas su�sant pour permettreaux transitions Ta et Tb de tirer à leur vitesse maximale (Va = Vb = 1). Par 
onséquent,nous avons les 
ontraintes suivantes :
va ≤ 1
vb ≤ 1

va + vb = 1.5Résolution par priorité. Si la transition Ta est prioritaire sur Tb (noté Ta < Tb), la résolu-tion de 
on�it permet à Ta de tirer à sa vitesse maximale (va = Va = 1). Nous avons alors
vb = 0.5.Résolution par partage. Le 
on�it peut être résolu par partage. Le partage du �ux est pos-sible étant donné que le �ux est 
ontinu. Si nous voulons partager le �ux tel que va = vbalors les vitesses de tir instantanées vaudront va = vb = 0.75.Par la suite, nous nous 
on
entrerons uniquement sur des résolutions de 
on�its parpriorité. Les raisons sont d'ordre pédagogique : les algorithmes de traitement de 
on�itspar partage sont plus 
omplexes et moins intuitifs. Néanmoins, 
eux-
i existent [34, 35℄ etpeuvent fa
ilement être utilisés dans notre pro
édure. Un autre avantage de résolution parpriorité réside dans la possibilité pour un THPN donné de traiter toutes les résolutionspossibles pour l'ensemble de 
on�its 
oexistant dans le modèle.Sur l'exemple traité 
i-dessus, le 
al
ul des vitesses instantanées se fait très fa
ilement.La méthodologie reste la même pour des réseaux plus 
ompliqués. Elle est généralisée dansla se
tion suivante.1.4.2.2 Cal
ul des vitesses instantanéesRéseaux de Petri 
ontinus. Dans un premier temps, plaçons-nous dans le 
as d'unréseau de Petri purement 
ontinu. Il s'agit d'un 
as parti
ulier de THPN dans lequel il n'ya ni pla
es ni transitions dis
rètes. Toutes les pla
es et transitions mentionnées 
i-dessoussont don
 
ontinues. Le 
al
ul des vitesses instantanées di�ère selon la permission de latransition. On distingue 3 
as : 33



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPN1. Soit la transition 
ontinue Tj est fortement permise au temps t (i.e., mi(t) > 0 pourtout Pi ∈�Tj). Dans 
e 
as vi(t) = Vi.2. Soit la transition 
ontinue Tj est faiblement permise à 
ause d'un ensemble de pla
es
Qj(t) de marquage nul. Si Tj n'est pas impliquée dans un 
on�it ou que Tj a lepremier niveau de priorité, alors vj(t) se 
al
ule de la façon suivante :

vj(t) = min

(

min
Pi∈Qj(t)

(

Ii
Pre(Pi, Tj)

)

, Vj

)

3. Soit en�n le 
on�it réel Km =< Pm, {T1, T2, ..., Tn} > est tel que T1 < T2 < ... < Tn(les transitions sont 
lassées par ordre 
roissant de priorité, T1 est prioritaire sur
T2,...). La transition T1 a le premier niveau de priorité, v1 est don
 
al
ulée 
ommepré
édemment. La transition T2 a le se
ond niveau de priorité. Dans le 
as où T2n'a pas d'autres pla
es entrantes que Pm, v2(t) a la forme suivante :

v2(t) =min

(

Im − Pre(Pm, T1).v1(t),
V2

)La fon
tion min prend le minimum entre le reste des ressour
es présentes dans Pmaprès le tir de T1 (Im − Pre(Pm, T1).v1(t)) et la vitesse maximale V2 à laquelle latransition T2 peut tirer.Dans le 
as plus général où il existe un autre ensemble de pla
es Qk(t) de marquagenul entrant dans T2, on ajoute le 
as où une des pla
es de Qk(t) est limitante :
v2(t) =min









Im − Pre(Pm, T1).v1(t),
V2,

min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T2)







De la même façon, on obtient la vitesse instantanée de la transition T3 au temps tnotée v3(t) 
omme suit :
v3(t) =min









Im − Pre(Pm, T1).v1(t) − Pre(Pm, T2).v2(t),
V3,

min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T3)







La démar
he reste la même pour toutes les transitions impliquées dans le 
on�it.Dans l'exemple de la Figure 1.11, il n'y a pas de transitions fortement permises. lepremier niveau de priorité est attribué à la transition Ta, on a alors va = min(1.5, 1) = 1.On peut à présent 
al
uler la vitesse de la transition Tb, vb = min(1.5 − 1, 1) = 0.5.34



Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN) Se
tion 1.4THPN. Etant donné que les valeurs des vitesses maximales d'un THPN dépendent dumarquage dis
ret (Dé�nition 1.5), nous devons don
 préalablement 
al
uler le marquagedes pla
es dis
rètes. Une fois 
e marquage 
al
ulé, 
elui-
i n'intervient plus dans le 
al-
ul des vitesses instantanées. Une stratégie permettant d'utiliser l'algorithme pré
édent
onsiste don
 à retirer toute les pla
es et transitions dis
rètes du THPN une fois les vi-tesses maximales 
al
ulées. On obtient alors un ensemble de réseaux de Petri 
ontinustemporisés 
omme présenté dans la Figure 1.12.

V2 V4

P1

P3 P3

V2 V4

P4

P5

P4

P5

V3
V1

V3V1

Sous-réseau 
ontinu A Sous-réseau 
ontinu B
P6

P7

P7

P6

Fig. 1.12 � Constru
tion d'un ensemble de réseaux de Petri 
ontinus à partir d'un THPN.Pour pouvoir appliquer l'algorithme pré
édent de 
al
ul de vitesses, nous devons or-donnan
er les sous-réseaux 
ontinus suivant un ordre de priorité. L'algorithme est alorsappliqué sous-réseau par sous-réseau. Reprenons l'exemple de la Figure 1.12, nous avonsdeux 
hoix de résolution par priorité. Soit le sous-réseau A est prioritaire sur le sous-réseau B (A<B), soit le sous-réseau B est prioritaire sur le sous-réseau A (B<A). Dansle 
as où A est prioritaire, l'algorithme de 
al
ul des vitesses instantanées est appliqué ausous-réseau A avant d'être appliqué au sous-réseau B.La méthodologie de 
al
ul de vitesses peut à présent être utilisée pour tout THPN.Néanmoins, pour que la méthode soit automatisable, nous devons 
onsidérer les deuxhypothèses suivantes.Hypothèse 1. Soient Ta et Tb deux transitions 
ontinues impliquées dans un 
on�it35



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPN
< Pi, {Ta, Tb, ..} > tel que Pi est une pla
e dis
rète. Les transitions Ta et Tb n'appartiennentpas au même sous-réseau 
ontinu.Hypothèse 2. Soit un quadruplet (Ta,X , Tb,X , Ta,Y , Tb,Y ) tel que Ta,X et Tb,X appartiennentau sous-réseau 
ontinu X, et Ta,Y et Tb,Y appartiennent au sous-réseau Y . Ta,X et Ta,Ysont impliqués dans un 
on�it stru
turel de type 4, de même que Tb,X et Tb,Y . Les règlesde résolution lo
ale de 
on�it ne peuvent prendre que les formes suivantes :

• Ta,X < Ta,Y et Tb,X < Tb,Y , ou
• Ta,X > Ta,Y et Tb,X > Tb,YLes hypothèses 1 et 2 
on
ernent les 
on�its de type 4, 
'est-à-dire les 
on�ts impliquantune pla
e dis
rète P et n transitions 
ontinues T1, ..., Tn (voir le 
on�it < P1, {T1, T3} >de la Figure 1.12). L'hypothèse 1 assure que 
haque transition 
ontinue impliquée dansun même 
on�it de type 4 appartient à un sous-réseau 
ontinu di�érent. Ce
i permet de
al
uler la vitesse instantanée de 
haque transition T1, ..., Tn indépendamment les unes desautres. L'hypothèse 2 assure la 
ohéren
e dans l'ordre du 
al
ul des vitesses instantanées.Ainsi, toutes les transitions de même niveau de priorité impliquées dans des 
on�its detype 4 di�érents doivent appartenir au même sous-réseau de façon à être 
al
ulées simul-tanément.Nous insistons sur le fait que 
es hypothèses ne sont né
essaires que pour l'implémen-tation, elles ne seront don
 plus mentionnées par la suite.1.4.2.3 Algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolutionL'algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolution détermine les pro
hains événe-ments pouvant avoir lieu. Les futurs événements sont listés dans une séquen
e ordon-née par le temps, appelée TOS pour Timed-Ordered Sequen
e. TOS est une suite �nie

(ta, Xa)(tb, Xb)...(tu, Xu) où les ti sont des temps tels que ta < tb < ... < tu et où Xsreprésente les événements 
onnus et attendus au temps ts. Chaque Xs est un triplet
Xs = (C1(ts), D1(ts), D2(ts)) où C1(ts) est un ensemble de C1-events, D1(ts) est un en-semble de D1-events et D2(ts) est un ensemble de D2-events ayant lieu au temps ts.Des
ription de l'Algorithme [34℄ :1. Initialisation(a) Entrer les données relatives au THPN 
omprenant le marquage initial, la ré-solution lo
ale de 
on�its et l'ensemble de résolutions pour les sous-réseaux
ontinus,(b) Initialisation du marquage 
ontinu pour toutes les pla
es 
ontinues, noté m̄c.Initialisation de TOS par les D1-event possibles. Soit ts = t0 = 0.2. Si l'ensemble des événements D2 n'est pas vide au temps ts, noté D2(ts) 6= ∅, alorsajouter le D1-event 
orrespondant dans TOS,36



Les Réseaux de Petri Hybrides Temporisés (THPN) Se
tion 1.43. Si D1(ts) = ∅ alors aller à l'étape 4 sinon tirer les transitions 
orrespondantes (ouun sous-ensemble s'il existe des 
on�its de type 1), mettre à jour TOS en retirantles événements ayant eu lieu et aller à l'étape 2,4. Construire les réseaux de Petri 
ontinus sous-ja
ents,5. Si tous les niveaux de priorité des sous-réseaux 
ontinus ont été traités alors aller àl'étape 6 sinon 
al
uler les vitesses instantanées de 
haque transition du sous-réseau
ontinu en 
ours en utilisant l'algorithme présenté en se
tion 1.4.2.2, augmenter leniveau de priorité et retourner à l'étape 5,6. Mise à jour de TOS en déterminant les temps des pro
hains C1-events, D2-eventset D1-events.7. Déléter le premier temps t1 de TOS et soit ts = t1. Si ts n'existe pas alors Fin, sinon
al
uler le nouveau marquage au temps ts.8. Si les paramètres de l'IB-state s sont déjà présents dans un pré
édent IB-state kave
 k < s alors Fin sinon aller à l'étape 2.La preuve de terminaison de 
et algorithme est donnée 
i-dessous. Celle-
i nous a étédonnée par René David et Hassane Alla, auteurs de [34℄.Lemme 1.1. L'algorithme de 
onstru
tion d'un graphe d'évolution se termine.Preuve :Pour faire le raisonnement qui suit, on ajoute l'hypothèse que les marquages initiauxdes pla
es 
ontinues sont des nombres rationnels.
• Cas de THPN bornés :Un IB-state est dé�ni par 4 
ara
téristiques : le ve
teur de vitesses, le marquagede 
haque pla
e dis
rète, le degré de permission de 
haque transition dis
rète, et lemarquage des pla
es 
ontinues.Pour 
ha
une des trois premières (marquage dis
ret, degré de permission et vitessesinstantanées) le nombre de 
as est borné.En 
e qui 
on
erne la quatrième 
omposante, le marquage de 
haque pla
e 
onti-nue est né
essairement borné, par hypothèse de 
onstru
tion du graphe d'évolution.Comme toutes les temporisations (temporisations des transitions dis
rètes et durées
onduisant à l'annulation des marquages des transitions 
ontinues) sont des nombresrationnels, 
es valeurs ont un plus petit 
ommun multiple, 
e qui implique que t�tou tard, on retrouvera le même IB-state.
• Cas de THPN non bornés : 37



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPNIl est possible, dans 
e 
as, que l'algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolutionne se termine pas. La Figure 1.13 donne un exemple dans lequel une pla
e dis
rèten'est pas bornée. L'algorithme ne se termine alors jamais.
2

P1

P2

P3

P4

T1

T2

d1 = 1

d2 = 1Fig. 1.13 � Exemple de THPN non borné pour lequel l'algorithme de 
onstru
tion dugraphe d'évolution ne se termine pas.On retient néanmoins qu'un système réel est toujours borné. De plus, il est pos-sible de trouver �à la main�, un représentation �nie du graphe d'évolution de laFigure 1.13, en paramétrant par k (nombre d'itérations) 
ertaines 
omposantes desIB-states (voir [34℄ pour plus de détails).
2 La se
tion suivante déroule l'algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolution sur unexemple.1.4.3 Illustration biologiqueModèle THPN. Nous reprenons notre exemple biologique détaillé dans la se
tionHFPN. La stru
ture de notre réseau de Petri reste la même que 
elle de notre modèleHFPN (Figure 1.14), à l'ex
eption de la disparition des ar
s tests. En e�et, la notiond'ar
s tests n'est pas dé�nie dans les THPN, ils sont néanmoins fa
ilement modélisésgrâ
e à deux ar
s de même poids, un entrant et l'autre sortant. La di�éren
e réside dansla dé�nition des vitesses maximales. Prenons le 
as de la transition t2, alors que sa vitessedans le HFPN s'é
rit V (t2) = k1.m(T3), la restri
tion aux THPN nous 
ontraint à dé�nir
V (t2) 
omme suit : V (t2) = k1 où k1 
orrespond au même taux de synthèse de D3 parT3, obtenu dans la littérature biologique grâ
e aux 
ourbes 
inétiques [62℄. Par la modé-lisation THPN, nous perdons don
 l'aspe
t proportionnel des vitesses. Cette restri
tionpeut sembler forte, néanmoins rappelons-nous que grâ
e à elle, nous allons pouvoir véri�erformellement la satisfa
tion d'un ensemble de propriétés biologiques 
onnues.Graphe d'évolution. La pla
e T3 doit tirer trois transitions t1, t2 et t3 (Figure 1.14).Si le marquage de T3 n'est pas su�sant pour permettre le tir simultané de 
es transitions,il existe un 
on�it réel. Di�érentes résolutions peuvent être proposées : t1 < t2 < t3,38
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tion 1.4
D3D2 T3

T4

d1

k2

t1 t2

t3t4

V (t4) = k4

V (t2) = k1

V (t3) = k3

Fig. 1.14 � Modèle THPN asso
ié à la 
ompétition D2/D3.
t2 < t3 < t1,...La Figure 1.15 donne le graphe d'évolution du modèle THPN lorsque lapriorité est donnée à la transition t3 : t3 < t1 < t2. De même, la pla
e T4 est impliquéedans un 
on�it ave
 les transitions t4 et t3, nous 
hoisissons t3 < t4.Nous rappelons que notre pro
édure 
onsidère toutes les résolutions de 
on�its parpriorité et fournit don
 un ensemble de graphes d'évolution. Néanmoins, pour l'illustra-tion, nous ne nous 
on
entrerons que sur 
ette résolution de 
on�it. L'absen
e de pla
esdis
rètes dans notre modèle THPN nous permet de représenter les IB-state (Figure 1.15)à l'aide d'une seule 
ase 
orrespondant aux valeurs des vitesses instantanées.

(1 ; 1 ; 0)

(0 ; 0 ; 0)

(0.5 ;  4.5 ; 0.5 ; 0.5)

(1; 5; 0; 0)t=0

t=1.5

temps

Evnement
(1 ; 1 ; 0.5)

(0; 3; 0.5; 1.5)

(0 ;  0 ; 0.5 ; 4.5)

(1 ; 0.5 ; 0.5)

t=4.5

t=0.5

NoEvent

m(T3) = 0

m(T4) = 0

m(T3), m(T4), m(D2), m(D3)

Tir(T1)
m(T3) = 0.5

v(t2), v(t3), v(t4)

Fig. 1.15 � Graphe d'évolution asso
ié au modèle THPN.Déroulement de l'algorithme : L'algorithme est déroulé ave
 les paramètres suivant : k1 =
k3 = 1 et d1 = k4 = 0.5.1. Il existe 2 
on�its : < T3, {t1, t2, t3} > où t3 < t1 < t2 et < T4, {t3, t4} > où t3 < t4.Le marquage m̄c est le suivant : m̄ = (m(T3), m(T4), m(D2), m(D3)) = (1; 5; 0; 0).Initialement la transition dis
rète t1 est permise, on a don
 TOS = (D1(0.5)).2. D2(0) = ∅3. D1(0) = ∅4. Il n'y a qu'un seul sous-réseau 
ontinu. 39



Chapitre 1 Avantages et limites des HFPN5. Initialement, seules les pla
es T3 et T4 sont remplies. Ainsi, la transition t4 ne peutpas tirer alors que les transitions t2 et t3 tirent à leur vitesse maximale. La transition
t3 peut tirer 
ar la transition t2 remplie 
ontinuellement la pla
e D3. Nous avonsalors v(t2) = V (t2) = 1 et v(t3) = V (t3) = 1.6. TOS = (D1(0.5), C1(1), D2(0.5)). T3 étant dégradé à la vitesse de 1, sa pla
e sevidera don
 au temps t = 17. Les pro
hains événements ont lieu au temps 0.5 . Il s'agit du tir de t1 et de l'évé-nement D2 asso
ié à la pla
e T3 qui va passer sous le seuil 0.5 permettant à latransition dis
rète t1 de tirer.2. D2(0.5) = ∅3. D1(0.5) 6= ∅, Tir de t1, on obtient le marquage (0.5; 4.5; 0.5; 0.5)5. Toutes les transitions sont permises, on don
 v(t2) = v(t3) = 1 et v(t4) = V (t4) =
0.5.6. La pla
e T3 se vide à la vitesse 0.5, elle atteindra don
 0 au temps 1.5 (C1(1.5)),
'est le pro
hain événement...1.4.4 Résolutions de 
on�its par priorité en biologieAu niveau biologique, la résolution de 
on�its par priorité est tout à fait pertinente.En e�et, si nous prenons l'exemple d'une entité biologique responsable de l'indu
tionde plusieurs gènes (
omme T3 ave
 RHT, D2 et D3), la 
onnaissan
e des 
onstantesd'a�nité et/ou des 
onstantes de liaison maximale (notées MBC dans la littérature) su�tà ordonner les di�érentes réa
tions par priorité. Dans notre exemple, T3 a plus d'a�nitépour son ré
epteur que pour les enzymes. L'indu
tion de RHT par T3 aurait don
 lepremier niveau de priorité. On 
ompare ensuite les 
onstantes asso
iées aux deux enzymespour terminer l'ordonnan
ement. Lorsque 
es 
onstantes sont in
onnues, on teste toutesles possibilités : RHT < D2 < D3 ou RHT < D3 < D2.De même, dans le 
as de transports de molé
ules dans une 
ellule, les transports a
tifssont prioritaires sur les transports passifs. Dans le 
as de réa
tions enzymatiques, l'ordre depriorité est déterminé suivant les valeurs des a
tivités des di�érentes enzymes impliquées.La résolution de 
on�its par priorité est don
 appropriée dans de nombreux 
as biolo-giques.1.5 Démar
he adoptée pour la véri�
ationLes THPN permettent de 
onstruire des graphes d'évolution qui sont des représenta-tions formelles des exé
utions des THPN (ave
 les restri
tions mentionnées et les règlesde résolution de 
on�its). Ces graphes d'évolution font intervenir de manière expli
ite destops d'horloge où le 
omportement 
hange. Dans les 
hapitres suivants, on utilisera 
ettereprésentation formelle des tra
es pour 
onfronter un THPN à une propriété temporelleexprimée elle aussi dans un langage formel (logique temporelle).40







Chapitre 2Une syntaxe et une sémantique pour lesmodèles en temps 
ontinuCe 
hapitre propose un 
adre formel aux modèles en temps 
ontinu pour THPN. Pour
es modèles, on 
onsidère les tra
es en temps 
ontinu qui asso
ient à 
haque variable dumodèle une valeur, mais on 
onsidère aussi les tra
es temporisées dis
rètes qui 
orres-pondent intuitivement à des observations sur le modèle. Ainsi, 
es tra
es asso
ient desvaleurs aux variables du modèle mais simplement à des tops d'horloge bien spé
i�ques.Nous proposons don
 une logique temps réel, que nous avons appelée logique d'évolu-tion en temps 
ontinu et notée CTEL pour Continuous-Time Evolution logi
.Après avoir donner un 
adre de formalisation des modèles en temps 
ontinu et avoirdé�ni la syntaxe et la sémantique, nous montrons dans la dernière se
tion que les THPNet les graphes d'évolution peuvent être plongés dans 
e 
adre formel.2.1 Modèles en temps 
ontinuLes modèles en temps 
ontinu ainsi que les tra
es temporisées dis
rètes sont dé�nissur une signature Σ ré
apitulant l'ensemble des symboles que nous pouvons manipuler :les �variables� qui représentent des quantités réelles variant au 
ours du temps et les�propositions� qui peuvent aussi varier au 
ours du temps.Dé�nition 2.1 (Signature). Une signature pour CTEL est un 
ouple Σ = (V, Pr) où Vet Pr sont respe
tivement un ensemble de variables et un ensemble de propositions.Etant donné que le formalisme des THPN a été détaillé dans le 
hapitre pré
édent,nous illustrons nos dé�nitions sur les modèles THPN. Néanmoins, il faut garder en tête quele 
adre logique des modèles in
lut le 
adre des THPN et nous montrons 
ette in
lusiondans la dernière se
tion.Intuitivement, l'ensemble de variables utilisées par le THPN est 
omposé de m(P ), lemarquage de 
haque pla
e et de v(T ) la vitesse de 
haque transition et l'ensemble despropositions est 
omposé des événements ayant lieu (T ir(T1), NoEvent, ...).Dé�nition 2.2 (Modèle en temps 
ontinu). Etant donnée une signature CTEL Σ =
(V, Pr), un modèle en temps 
ontinu M est dé�ni par un ensemble π ⊂ Pr × R+ et une



Chapitre 2 Une logique pour les modèles temps réelfon
tion µ : (V ∐ R) × R+ → R (où ∐ représente l'union disjointe) telle que si r est une
onstante r ∈ R, alors pour tout temps t ∈ R+, µ(r, t) = r.L'ensemble des modèles dé�ni sur la signature Σ est noté Mod(Σ).Un modèle en temps 
ontinu M asso
ie, grâ
e à sa fon
tion µ, une valeur à 
haquevariable V de la signature Σ pour 
haque temps t ∈ R+. De plus, l'ensemble π donne unensemble de 
ouples (p, t) de propositions p vraies au temps t. Par exemple, le THPN dela Figure 1.14 est tel que µ(m(T3), 0) = 1 et (T ir(T1), 0.5) ∈ π.Nous distinguons deux types d'atomes : les atomes instantanés, notés α (Dé�nition 2.3)et les atomes généraux (Dé�nition 2.6). Les atomes instantanés ne 
orrespondent pasuniquement à un ensemble de propositions, ils intègrent également un aspe
t quantitatifen asso
iant une valeur à 
haque variable. Ces atomes représentent une sous-
lasse desatomes généraux qui intègrent également des notions de temps.Dé�nition 2.3 (Atomes instantanés). Etant donnée une signature CTEL Σ = (V, Pr),un atome instantané α est une expression de la forme v ≥ v′, p ou leur négation, où
v, v′ ∈ (V ∐ R) et p ∈ Pr.Les atomes instantanés permettent d'exprimer des propriétés quantitatives des va-riables du modèle, 
omme par exemple m(P1) ≥ 4 et des propriétés qualitatives grâ
eaux propositions 
omme par exemple T ir(T1). On s'autorise toutes les 
ombinaisons(≤, <,>,=, 6=) : par exemple, m(P1) < 4 signi�era ¬(m(P1) ≥ 4).Nous dé�nissons tout d'abord les règles de satisfa
tion d'un atome instantané pour unmodèle en temps 
ontinu M .Dé�nition 2.4 (|=ti). La relation de satisfa
tion |=ti au temps ti ∈ R+ est dé�ni 
ommesuit sur les atomes instantanés :

• M |=ti p, ssi (p, ti) ∈ π
• M |=ti v ≥ v′, ssi µ(v, ti) ≥ µ(v′, ti)
• M |=ti ¬α, ssi M 2ti αoù M est un modèle en temps 
ontinu, α est un atome instantané de la forme p ou v ≥ v′,

p appartient à Pr, v et v′ appartiennent à V ∐ R.Remarque 2.1. A un temps ti, 
haque v ∈ (V ∐ R) a une unique valeur réelle, 
e quirend raisonnable le dernier item de la dé�nition 2.4 (pas de substitution).Pour 
haque atome instantané α, nous introduisons deux horloges, l'horloge historique
xα et l'horloge de prédi
tion yα [37℄. La valeur d'une horloge historique xα est le tempsé
oulé depuis la dernière o

urren
e de α. La valeur de l'horloge de prédi
tion yα estle temps à attendre jusqu'à la pro
haine o

urren
e de α. Par exemple, la 
ontrainted'horloge yp ≤ 3 signi�e que p sera vrai dans au plus 3 unités de temps et xq = 4 signi�eque q a été observé il y a 4 unités de temps. L'introdu
tion des horloges xα et yα nouspermet à présent de dé�nir l'ensemble des termes sur la signature Σ, noté TΣ.Dé�nition 2.5 (Termes). Un terme sur une signature Σ est une variable v ∈ V ou une
onstante c ∈ R ou une expression de la forme xα ou une expression de la forme yα où αest un atome instantané. Nous notons TΣ l'ensemble des Σ-termes.44



Modèles en temps 
ontinu Se
tion 2.1Dé�nition 2.6 (Atome). Etant donnée une signature Σ = (V, Pr), un atome est uneexpression de la forme r ≥ r′, p ou leur négation, où r, r′ sont des termes (r, r′ ∈ TΣ) et
p est une proposition (p ∈ Pr), telle que si r (resp. r′) est de la forme xα ou yα, alorsl'autre terme r′ (resp. r) est né
essairement une 
onstante rationnelle n ∈ Q ⊂ R.On remarque que les atomes instantanés sont des atomes parti
uliers.Nous avons, à présent, tous les éléments en main pour présenter la logique d'évolutionen temps 
ontinu, CTEL, ainsi que la relation de satisfa
tion liant un modèle en temps
ontinu M et une formule CTEL. CTEL est basée sur la syntaxe et la sémantique dela logique Event-Clo
k dé�nie par Raskin et S
hobbens [36℄. La di�éren
e réside dansl'extension des atomes usuels (propositions) aux atomes généraux.Dé�nition 2.7 (For(Σ)). L'ensemble des formules CTEL bien formées sur la signature
Σ est 
omposée d'atomes, des 
onne
teurs usuels ¬, ∨, ∧, ⇒, des opérateurs temporauxqualitatifs Next (#), Previous (⊖), Until (U) et Sin
e (S) et des opérateurs temps réel :l'opérateur de prédi
tion � et l'opérateur historique � :

f ::= a|¬f |#f | ⊖ f |f1 ∧ f2|f1 ∨ f2|f1 ⇒ f2|f1Uf2|f1Sf2| �∼n α| �∼n αoù a est un atome, α est un atome instantané, ∼ appartient à {=, <,>,≤,≥}, f , f1 et
f2 sont des formules bien formées et n est un rationnel.Par exemple, supposons que nous étudiions le 
y
le 
ellulaire 
omposé de 4 phases :
G1, G2, S et mitose. Nous introduisons alors dans la signature les propositions G1, G2, Set Mitose qui sont vraies si le système est dans la phase 
orrespondante. Ainsi, la formule�G2 ⇒ (�≤10S ∧�≥2Mitose)� est un exemple de formule CTEL bien formée. Elle signi�eque �si la 
ellule est en phase G2, alors la phase S a eu lieu né
essairement au 
ours desdernières 10 heures et G2 est suivi de la mitose qui aura lieu dans au moins 2 heures�.Bien que les THPN assignent une valeur à 
haque variable pour tout temps t ∈ R+, legraphe d'évolution 
hoisit des tops d'horloge spé
i�ques dé�nissant une suite temporelle.Etant donné que l'étude d'un modèle en temps 
ontinu se fait au travers de ses tra
estemporisées dis
rètes, la relation de satisfa
tion entre un modèle en temps 
ontinu et uneformule CTEL utilise la notion de suite temporelle.Dé�nition 2.8 (Suite temporelle). Une suite temporelle h est une suite in�nie de temps
ti stri
tement 
roissants et divergents, 
'est-à-dire pour tout temps t ∈ R+, il existe unentier i ∈ N tel que ti > t.Etant donnée une suite temporelle h, nous dé�nissons une fon
tion evalhM qui évalueun terme dans un modèle 
ontinu M sur une suite de temps h. Cette fon
tion 
orrespondà la restri
tion à h de la fon
tion µ du modèle en temps 
ontinu (Dé�nition 2.2).Dé�nition 2.9 (eval). Etant donné un Σ-modèle M et une suite de temps h, la fon
tionqui évalue un terme r dans un modèle M sur une suite de temps h, evalhM : TΣ × |h| →
R ∪ {⊥}, où |h| est l'ensemble des temps de h, est dé�nie 
omme suit :

• evalhM (v, ti) = µ(v, ti) où v ∈ (V ∐ R) et ti ∈ R+ 45



Chapitre 2 Une logique pour les modèles temps réel
• evalhM(xα, ti) =





ti − tj si ∃tj , 0 ≤ tj < ti| M |=tj α
et ∀tk, tj < tk < ti, M 2tk α

⊥ sinon





• evalhM(yα, ti) =





tj − ti si ∃tj , tj > ti| M |=tj α
et ∀tk, ti < tk < tj , M 2tk α

⊥ sinon



Ainsi, un modèle satisfait au temps ti d'une suite temporelle h un atome de la forme
r ≥ r′, ave
 r, r′ ∈ TΣ si l'évaluation de 
es deux termes par la fon
tion evalhM respe
tel'inégalité et il satisfait une proposition p ∈ Pr si p est vraie au temps ti. De 
es formes debase, nous dé�nissons indu
tivement la relation de satisfa
tion pour toute formule CTEL.Dé�nition 2.10 (|=h

ti
). La relation de satisfa
tion |=h

ti
⊂ Mod(Σ) × For(Σ) où ti ∈ |h|,est dé�nie indu
tivement 
omme suit :

• M |=h
ti
p, où p ∈ Pr, ssi (p, ti) ∈ π

• M |=h
ti
r ≥ r′ ssi evalhM (r, ti) ≥ evalhM(r′, ti)

• M |=h
ti
¬f ssi M 2hti f

• M |=h
ti
f1 ∧ f2 ssi M |=h

ti
f1 et M |=h

ti
f2

• M |=h
ti
f1 ∨ f2 ssi M |=h

ti
f1 ou M |=h

ti
f2

• M |=h
ti

#f ssi M |=h
ti+1

f

• M |=h
ti
⊖f ssi i > 0 et M |=h

ti−1
f

• M |=h
ti
f1Uf2 ssi ∃tj ≥ ti | M |=h

tj
f2 et ∀tk ∈ [ti, tj[, M |=h

tk
f1

• M |=h
ti
f1Sf2 ssi ∃tj ∈ [0, ti] | M |=h

tj
f2 et ∀tk ∈]tj , ti], M |=h

tk
f1

• M |=h
ti

�∼nf ssi ∃tj > ti |M |=h
tj
f et ∀tk ∈]ti, tj [,M 2htk f et tj − ti ∼ n, ave


∼∈ {<,>,=,≥,≤} et n ∈ Q+

• M |=h
ti

�∼nf ssi ∃tj ∈ [0, ti[ |M |=h
tj
f et ∀tk ∈]tj , ti[,M 2htk f et ti − tj ∼ n, ave


∼∈ {<,>,=,≥,≤} et n ∈ Q+Notre but est de véri�er que notre modèleM satisfait une 
ertaine propriété expriméeen CTEL, 
'est-à-dire on veut savoir si M |= f . Lorsqu'au
une suite temporelle et qu'au-
un temps ti n'est pré
isé, 
e
i est équivalent à regarder toutes les suites temporelles autemps t0. Sans perte de généralité, on pose t0 = 0.Dé�nition 2.11. Etant donné un modèle en temps 
ontinu M et une formule CTEL f ,
M |= f si et seulement si pour toute suite de temps h, M |=h

t0
f , ave
 t0 = 0.2.2 Tra
es Dis
rètesQuand nous étudions un système biologique, nous n'observons pas un ensemble deformules aussi large que For(Σ). Nous distinguons un sous-ensemble de For(Σ), dont leséléments sont appelés des observations.Dé�nition 2.12 (Obs(Σ)). L'ensemble des observations bien formées sur la signature Σest le sous-ensemble Obs(Σ) de For(Σ) dé�ni par : f ::= a|¬f |f1 ∧ f2|f1 ∨ f2 où a estun atome, f , f1 et f2 sont des observations bien formées.46



Tra
es Dis
rètes Se
tion 2.2Une observation 
orrespond don
 à un état du système à un temps donné. Par exemple,
m(P1) ≥ 4∧T ir(T1)∧¬NulMark(P3)∧xNulMark(P3) = 2 est une observation bien formée.Nous introduisons à présent une notation importante que nous utiliserons par la suite,elle permet la preuve de la 
orre
tion et de la 
omplétude de notre pro
édure de Model-Che
king (voir Chapitre 3).Notation 2. Trois types d'atomes se distinguent : les propositions p ∈ Pr ouleur négation, notées αp ; les autres atomes instantanés v ≥ v′ ou leur négation,notés αv et les 
ontraintes d'horloges, notées ac de la forme zα ≥ c, c ≥ zα ouleur négation, où c est une 
onstante rationnelle et zα est une horloge (historiqueou de prédi
tion).La dé�nition des observations (Dé�nition 2.12) se réfère à la logique proposi-tionnelle. Par 
onséquent, toute observation bien formée peut s'é
rire sous formenormale 
onjon
tive. Grâ
e à la propriété de 
ommutativité et d'asso
iativité du
onne
teur ∧, toute observation bien formée f peut s'é
rire sous forme de 3 sous-observations f1, f2 et f3, telles que f ≡ f1 ∧ f2 ∧ f3 où :

• f1 ≡
∧

(∨αp)
• f2 ≡

∧

(∨αv)
• f3 ≡

∧

(∨ac)Par la suite, (∨αp), (∨αv) et (∨ac) seront nommés des up-littéraux. Un up-littéral 
orrespond à une disjon
tion d'atomes. On notera UpL(f) l'ensemble desup-littéraux de l'observation f .daokdpoReprenons l'observation pré
édente :
f ≡ m(P1) ≥ 4 ∧ T ir(T1) ∧ ¬NulMark(P3) ∧ xNulMark(P3) = 2La notation 
i-dessus nous permet d'é
rire :

• f1 ≡ T ir(T1) ∧ ¬NulMark(P3)
• f2 ≡ m(P1) ≥ 4
• f3 ≡ xNulMark(P3) = 2et f ≡ f1 ∧ f2 ∧ f3Intuitivement, une observation 
orrespond à une 
onjon
tion d'observations atomiques.Par 
onséquent, l'utilisation de la disjon
tion ∨ ne semble pas né
essaire pour les proposi-tions αp. En e�et, soit on observe la proposition p1, soit on observe ¬p1, mais on n'observepas p1 ∨ ¬p1.La disjon
tion n'est ajoutée que dans le but de dé
rire tous les signes 
omparatifs

(≤,≥, <,>,=) intervenant dans les atomes de type αv et ac. En e�et, pour dé
rire v 6= v′uniquement ave
 le 
omparateur ≥, la disjon
tion ∨ est requise : ¬(v ≥ v′) ∨ ¬(v′ ≥ v).Néanmoins, par sou
i de généralité la disjon
tion est également maintenue pour les pro-positions. 47



Chapitre 2 Une logique pour les modèles temps réelFormellement une tra
e temporisée dis
rète bien formée se dé�nit 
omme suit :Dé�nition 2.13 (Tra
e temporisée dis
rète bien formée). Une tra
e temporisée dis
rètebien formée τ sur un modèle en temps 
ontinuM dé�ni sur la signature Σ = (V, Pr) est dela forme τ = {(ϕi, ti)}i∈N, où les ϕi sont des observations bien formées et où hτ = (ti)i∈Nest une suite temporelle telle que :
• ∀v ∈ V, ∀i ∈ N, µ(v, t) est 
ontinu, et 
onstant ou stri
tement monotone pour tvariant dans l'intervalle [ti, ti+1[,
• ∀p ∈ Pr, ∀i ∈ N, π(p, t) est 
onstant pour t variant dans l'intervalle [ti, ti+1[.L'observation ϕi au temps ti est imposée �
omplète� pour les propositions, 
'est-à-dire autemps ti, soit p soit ¬p est observée, pour tout proposition p ∈ Pr.Par exemple, τ = (¬Fire(T1) ∧ (m(T4) ≥ 2.0), 0)(Fire(T1) ∧ (m(T4) ≥ 2.0), 2.5)...est une tra
e dis
rète bien formée.Un modèle en temps 
ontinu est étudié au travers de ses tra
es dis
rètes τ . Nous devonsdon
 d'abord dé�nir les 
onditions de satisfa
tion d'une tra
e dis
rète par un modèle entemps 
ontinu.Dé�nition 2.14. La relation de satisfa
tion entre un Σ-modèleM et une tra
e temporiséedis
rète bien formée τ = {(ϕi, ti)}i∈N est dé�nie par : M |= τ ssi ∀i ∈ N, M |=hτ

ti
ϕi.Pour véri�er si un modèle en temps 
ontinu satisfait une propriété exprimée en CTEL,nous véri�ons si les tra
es dis
rètes obtenues du modèle en temps 
ontinu satisfont lapropriété. Une relation de satisfa
tion entre une tra
e dis
rète τ et une formule CTEL estdon
 requise. Soit 〈∼ 
ette relation de satisfa
tion.Dé�nition 2.15. La relation de satisfa
tion (τ, i)〈∼ f à une position i ∈ N où τ =

{(ϕi, ti)}i∈N est une tra
e dis
rète bien formée et f, f1 et f2 sont des formules CTEL, estdé�nie indu
tivement 
omme suit :
• (τ, i)〈∼ p, où p ∈ Pr, ssi UpL(p) = {p} ⊆ UpL(ϕi)
• (τ, i)〈∼ ¬p, où p ∈ Pr, ssi (τ, i)〈≁ p ssi UpL(p) * UpL(ϕi) ssi UpL(¬p) ⊆ UpL(ϕi)
• (τ, i)〈∼ r ≥ r′ ssi ∃M |M |= τ et M |=hτ

ti
r ≥ r′

• (τ, i)〈∼ ¬(r ≥ r′) ssi ∃M |M |= τ et M |=hτ
ti

¬(r ≥ r′)
• (τ, i)〈∼ ¬f ave
 f non atomique, ssi (τ, i)〈≁ f
• (τ, i)〈∼ f1 ∧ f2 ssi (τ, i)〈∼ f1 et (τ, i)〈∼ f2

• (τ, i)〈∼ f1 ∨ f2 ssi (τ, i)〈∼ f1 ou (τ, i)〈∼ f2

• (τ, i)〈∼ #f ssi (τ, i+ 1)〈∼ f
• (τ, i)〈∼ ⊖f ssi i > 0 et (τ, i− 1)〈∼ f
• (τ, i)〈∼ f1Uf2 ssi ∃j ≥ i | (τ, j)〈∼ f2 et ∀k ∈ [i, j[, (τ, k)〈∼ f1

• (τ, i)〈∼ f1Sf2 ssi ∃j ∈ [0, i] | (τ, j)〈∼ f2 et ∀k ∈]j, i], (τ, k)〈∼ f1

• (τ, i)〈∼ �∼nf ssi ∃j > i |(τ, j)〈∼ f et ∀k ∈]i, j[, (τ, k)〈∼ ¬f et tj − ti ∼ n, ave

∼∈ {<,>,=,≥,≤} et n ∈ Q+

• (τ, i)〈∼ �∼nf ssi ∃j ∈ [0, i[ |(τ, j)〈∼ f et ∀k ∈]j, i[, (τ, k)〈∼ ¬f et ti − tj ∼ n, ave

∼∈ {<,>,=,≥,≤} et n ∈ Q+L'utilisation de tra
es dis
rètes 
omme abstra
tion des modèles en temps 
ontinu re-quiert que les tra
es dis
rètes d'un modèle en temps 
ontinu M satisfont une propriété si48



Tra
es Dis
rètes Se
tion 2.3
M la satisfait aussi. Le lemme suivant prouve que si un modèle satisfait une tra
e dis
rèteet une formule CTEL au temps ti alors la tra
e dis
rète satisfait la formule CTEL aumême temps.Lemme 2.1. Si M |= τ ave
 τ = {(ϕi, ti)}i∈N et M |=hτ

ti
f où f est une formule CTEL,alors (τ, i)〈∼ f .Preuve. La preuve est faite indu
tivement sur la formule f .

• Atomes :
◦ si f est de la forme p ave
 p ∈ PrSupposons que M |= τ , M |=hτ

ti
p et que (τ, i)〈≁ p. Nous avons (τ, i)〈≁ p alors

UpL(¬p) ⊆ UpL(ϕi) où ϕi est une observation sous forme 
onjon
tive. M |= τalors M |=hτ
ti
ϕi et en parti
ulier M |=hτ

ti
¬p. Contradi
tion.

◦ si f est de la forme ¬p ave
 p ∈ PrSupposons que M |= τ , M |=hτ
ti

¬p et que (τ, i)〈∼ p. Comme on a (τ, i)〈∼ p alorson peut en déduire UpL(p) ⊆ UpL(ϕi) où ϕi est une observation sous forme
onjon
tive. M |= τ alors M |=hτ
ti
ϕi et en parti
ulier M |=hτ

ti
p. Contradi
tion.

◦ si f est de la forme r ≥ r′ ave
 r, r′ ∈ TΣ

M |= τ et M |=hτ
ti
r ≥ r′. Alors, par dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ r ≥ r′.

◦ si f est de la forme ¬(r ≥ r′) ave
 r, r′ ∈ TΣ

M |= τ et M |=hτ
ti

¬(r ≥ r′). Alors, par dé�nition 2.15 (τ, i)〈∼ ¬(r′ ≥ r).
• Supposons que la propriété soit vraie pour toute sous-formule de f .
◦ si f est de la forme #ψ
M |= τ etM |=hτ

ti
#ψ. Par dé�nition 2.10,M |=hτ

ti+1
ψ. Par hypothèse d'indu
tion,

(τ, i+ 1)〈∼ ψ. Par dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ #ψ.(similaire si f est de la forme ⊖ψ)
◦ si f est de la forme ¬f1On suppose que M |= τ et que (τ, i)〈≁ f1. Par 
ontraposée de l'hypothèse d'in-du
tion, on obtient la propriété voulue.
◦ si f est de la forme ψ1 ∧ ψ2 (resp. ψ1 ∨ ψ2)
M |= τ et M |=hτ

ti
ψ1 ∧ ψ2 (resp. M |=hτ

ti
ψ1 ∨ ψ2). Par dé�nition 2.10, M |=hτ

ti
ψ1et (resp. ou) M |=hτ

ti
ψ2. Par hypothèse d'indu
tion, (τ, i)〈∼ ψ1 et (resp. ou)

(τ, i)〈∼ ψ2. Par dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ ψ1 ∧ ψ2 (resp. (τ, i)〈∼ ψ1 ∨ ψ2).
◦ si f est de la forme ψ1Uψ2

M |= τ et M |=hτ
ti

ψ1Uψ2. Par dé�nition 2.10, ∃tj ≥ ti | M |=hτ
tj

f2 et ∀tk ∈

[ti, tj [, M |=hτ
tk

f1. Par hypothèse d'indu
tion, ∃j ≥ i | (τ, j)〈∼ f2 et ∀k ∈
[i, j[, (τ, k)〈∼ f1. Par dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ ψ1Uψ2.(similaire si f est de la forme ψ1Sψ2)

◦ si f est de la forme �∼nψ
M |= τ et M |=hτ

ti
�∼nψ. Par dé�nition 2.10, ∃tj > ti |M |=hτ

tj
ψ et ∀tk ∈

]ti, tj [,M |=hτ
tk

¬ψ et tj − ti ∼ n. Par hypothèse d'indu
tion, ∃j > i |(τ, j)〈∼ ψ et
∀k ∈]i, j[, (τ, k)〈∼ ¬ψ et tj − ti ∼ n. Par dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ �∼nψ.(similaire si f est de la forme �∼nψ)
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Chapitre 2 Une logique pour les modèles temps réel2.3 Appli
ation aux Réseaux de Petri Hybrides Tem-porisésLes se
tions pré
édentes présentent les modèles en temps 
ontinu et les tra
es tempo-risées dis
rètes dans un 
adre général. Dans 
ette se
tion, nous montrons que les THPNet les tra
es des graphes d'évolution rentrent bien dans le 
adre formel que nous venonsde dé�nir.Les modèles en temps 
ontinu sont dé�nis sur une signature Σ. La Dé�nition 2.16détaille la signature que nous utilisons pour les modèles THPN.Dé�nition 2.16 (Signature pour les modèles THPN). La signature Σ = (V, Pr) est
omposée d'un ensemble de variables et d'un ensemble de propositions.L'ensemble de variables V 
ontient :
• une variable m(P ), appelée marquage de P , pour 
haque pla
e P ∈ P,
• une variable v(T ) pour 
haque transition 
ontinue T ∈ TC, elle est appelée vitesseinstantanée de T .L'ensemble des propositions Pr est uniquement 
omposé de :
• T ir(T ) : proposition asso
iée respe
tivement à un événement D1 d'une transitiondis
rète T ,
• NulMark(P ) : proposition asso
iée à un événement C1 d'une pla
e 
ontinue P dontle marquage devient nul,
• Th(P, x) : proposition asso
iée à un événement D2, où x représente le seuil atteintpar la pla
e 
ontinue P modi�ant ainsi le degré de permission d'une transition dis-
rète,
• NoEvt : proposition asso
iée à la première transition du graphe d'évolution quandau
un événement n'a en
ore eu lieu.Remarque 2.2. Noter que malgré leur notation, il s'agit de variables et pas de fon
tions.De même, il s'agit de propositions et pas de prédi
ats. Celles-
i sont en nombre �ni 
ar lenombre de pla
es et de seuils est �ni.L'exé
ution d'un modèle THPN est étudiée par l'intermédiaire des tra
es �nies ouin�nies de ses graphes d'évolution. Dans 
e qui suit, nous montrons que 
haque tra
e d'ungraphe d'évolution est une tra
e bien formée selon la Dé�nition 2.13.Lemme 2.2. Chaque tra
e d'un graphe d'évolution est une tra
e dis
rète temporisée bienformée.Preuve.
• Le marquage dis
ret est 
onstant dans un IB-state.Le marquage d'une pla
e dis
rète est modi�ée par le tir de ses transitions entrantesou sortantes. Si les transitions sont 
ontinues, leur tir ne peut modi�er le marquagedis
ret étant donné qu'une pla
e dis
rète ne peut être 
onne
tée à une transition
ontinue que par deux ar
s de même poids : un entrant et l'autre sortant (voirpage 27). Si la transition est dis
rète, leur tir 
orrespondrait à un événement D1, 
equi mènerait à un 
hangement d'IB-state.50



Appli
ation aux Réseaux de Petri Hybrides Temporisés Se
tion 2.3
• Les vitesses de tir instantanées restent 
onstantes dans un IB-state.Les vitesses de tir instantanées des transitions 
ontinues ne peuvent être modi�éesque si une des pla
es prédé
esseur se vide ou si une de 
es pla
es initialement videse remplit. Le premier 
as 
orrespond à un événement C1 et mène à un 
hangementd'IB-state. Le se
ond 
as est appelé dans la littérature un événement C2. Il a étémontré [34℄ qu'un tel événement ne peut avoir lieu sans être pré
édé d'un événementC1 ou D1.
• Le marquage 
ontinu évolue 
ontinuellement et linéairement dans un IB-state.Dans un IB-state, le marquage 
ontinu ne peut être modi�é que par le tir de transi-tions 
ontinues (le tir de transitions dis
rètes engendrant un 
hangement d'IB-state).Par 
onséquent, seules les transitions 
ontinues entrantes et sortantes peuvent in-�uen
er le marquage 
ontinu. Nous pouvons don
 nous restreindre à la partie 
onti-nue du THPN. On rappelle que la quantité de ressour
es produites Ii dans la pla
e
ontinue Pi et la quantité de ressour
es 
onsommées Oi de 
ette pla
e sont donnéespar :

Ii = Σ
Tj∈

◦P i

Post(Tj, Pi).vj et
Oi = Σ

Tk∈P ◦
i

Pre(Pi, Tk).vkoù vj et vk sont des vitesses instantanées de Tj et Tk.Nous déduisons la balan
e de la pla
e Pi, notée Bi (Bi = Ii − Oi) qui 
orrespond àla dérivée par rapport au temps du marquage de la pla
e Pi, i.e. :
Bi(t) =

dmi(t)

dt
.Par 
onséquent, mi(t + dt) = mi(t) + Bi(t).dt. Etant donné que les vitesses de tirinstantanées sont 
onstantes dans un IB-state, on en déduit que la balan
e Bi(t) estaussi 
onstante tant qu'on ne sort pas de l'IB-state. Par 
onséquent, le marquageévolue linéairement et 
ontinuellement dans un IB-state.

2Les THPN 
orrespondent don
 à des modèles en temps 
ontinu et l'ensemble de leurstra
es, obtenu par 
onstru
tion des graphes d'évolution, sont bien des tra
es temporiséesbien formées.
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Chapitre 3Model-
he
king pour Réseaux de PetriHybrides Temporisés
3.1 Démar
he généraleSi l'on 
onsidère que le 
omportement d'un système est représenté 
omme une sé-quen
e d'états ou d'événements, l'ensemble des 
omportements possibles d'un systèmeest un langage formel. Ce système peut alors être modélisé par un automate qui génère
e langage. Par ailleurs, une propriété biologique d'intérêt dé�nit également un ensemblede 
omportements admissibles. Cette propriété peut également être modélisée par un au-tomate. Le problème de véri�
ation de la satisfa
tion d'une propriété par un système seréduit don
 à tester l'in
lusion des langages des deux automates.La modélisation de systèmes temps-réel utilise souvent la 
lasse des automates tempo-risés [38℄. Ces automates fournissent un moyen fa
ile et puissant d'annoter des automatespar des 
ontraintes temporelles, grâ
e à l'utilisation d'horloges. De nombreux outils mo-délisant 
es automates ont été développés au 
ours de 
es dernières années : Kronos [63℄,UppAAL [64℄,... Cependant, le problème de véri�
ation général (i.e. l'in
lusion de langage)n'est pas dé
idable pour les automates temporisés [38℄. Nous nous sommes don
 orientésvers une sous-
lasse de 
es automates pour laquelle le problème d'in
lusion de langage estdé
idable, il s'agit des automates Event-Clo
k développés par Alur et al. dans [37℄.Notre pro
édure de model-
he
king repose alors sur la 
onversion en automates Event-Clo
k du modèle THPN et de la propriété f . Quatre étapes se distinguent (Figure 3.1) :1. Le graphe d'évolution est 
onverti en automate Event-Clo
k, qui peut générer n'im-porte quelle tra
e du THPN,2. La négation de la propriété (¬f) est également 
onvertie en automate Event-Clo
kqui lui génère les tra
es ne satisfaisant pas la propriété f ,3. Les tra
es 
ommunes aux deux automates sont obtenues en e�e
tuant leur produit,4. On détermine en�n si 
et ensemble de tra
es 
ommunes est vide ou non. S'il est videon 
on
lut que le modèle THPN satisfait la propriété, dans le 
as 
ontraire il ne lasatisfait pas.



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPN
(1) (2)

(3)

(4)

Automate Event−Clock Automate Event−Clock

Produit d’automates

Langage vide Langage non vide

graphe d'évolutionModèle THPN et 
onnue f

A¬fAM

AM × A¬fDé
ision du VidePropriéte f vraie Propriéte f fausse

Propriéte biologique

Fig. 3.1 � Pro
édure générale de model-
he
king pour les THPNLe 
adre formel présenté dans le 
hapitre pré
édent nous permet de prouver la 
orre
-tion et la 
omplétude de 
haque étape. Résumons les prin
ipales preuves à e�e
tuer.1. Nous proposons un algorithme de 
onversion d'un graphe d'évolution en automateEvent-Clo
k. Nous devons don
 montrer que l'ensemble des tra
es de l'automaterésultant est exa
tement l'ensemble des tra
es du graphe d'évolution.2. Un automate Event-Clo
k est obtenu à partir de la négation de la propriété ¬f .Il est né
essaire de montrer que l'ensemble des tra
es asso
iées à ¬f est 
orre
t et
omplet, 
'est-à-dire que toute tra
e de l'automate satisfait ¬f et que toute tra
esatisfaisant ¬f est re
onnue par l'automate.3. Le produit de deux automates n'est exploitable que si 
elui-
i est 
orre
t et 
omplet,
'est-à-dire qu'une tra
e est re
onnue par l'automate produit si et seulement si elleest re
onnue par les deux automates initiaux.4. En�n, nous montrerons que le langage de l'automate produit est vide si et seulementsi le modèle THPN satisfait la propriété f .Chaque se
tion présente et détaille une étape de notre pro
édure.3.2 Des graphes d'évolution aux automates �Event-Clo
k�La première étape de la pro
édure de model-
he
king 
onsiste à 
onvertir les tra
esd'un graphe d'évolution en automate Event-Clo
k ((1) dans la Figure 3.1). Après avoirdé�ni les automates Event-Clo
k, nous présenterons notre algorithme de 
onversion. En�n,nous détaillerons l'ensemble de propriétés asso
iées à 
ette étape.3.2.1 Automates �Event-Clo
k�Les automates Event-Clo
k re
onnaissent des mots temporisés in�nis. Ils font don
parti de la 
lasse des automates de Bü
hi [65℄ re
onnaissant des ω-langages [66℄.56



Des graphes d'évolution aux automates �Event-Clo
k� Se
tion 3.2Dé�nition 3.1 (Automate Event-Clo
k). Un automate Event-Clo
k sur la signature Σ =
(V, Pr) est un 6-uplet A = (L,L0,Σ, C, E,F) où :

• L est un ensemble �ni de lo
alisations et L0 ⊆ L est un sous-ensemble de lo
alisa-tions initiales,
• Σ = (V, Pr) est la signature,
• C est un ensemble d'horloges historiques et de prédi
tion,
• E est un ensemble �ni d'ar
s. Un ar
 est un triplet (l1, ψ, l2) où l1 ∈ L est lalo
alisation sour
e, l2 ∈ L est la lo
alisation 
ible, et ψ ∈ Obs(Σ) est une observationdé
rivant la lo
alisation l1,
• F = {F1, ..., Fn} où Fi ⊆ L, est un ensemble d'ensembles de lo
alisations a

eptantes(
ondition généralisée de Bü
hi)La Figure 3.2 montre un automate Event-Clo
k dont la lo
alisation initiale est l0 (�è
heentrante) et l'ensemble d'ensembles de lo
alisations �nales n'est 
omposé que d'un en-semble 
onstitué de la lo
alisation l0 (double 
er
le). Cet automate re
onnaît un ensemblede tra
es in�nies, temporisées grâ
e à l'utilisation des 
ontraintes d'horloges (xa < 1et yb > 2). L'ensemble des tra
es temporisées dis
rètes forme le langage de l'automateEvent-Clo
k (Dé�nition 3.2).

a

b

l0 l1

l2l3

d ∧ yb > 2

c ∧ xa < 1Fig. 3.2 � Exemple d'automate Event-Clo
kDé�nition 3.2 (Tra
e et langage temporisés).
• Une tra
e temporisée τ = {(ϕi, ti)}i∈N est re
onnue par un automate Event-Clo
k
A = (L,L0,Σ, C, E,F) s'il existe un 
hemin a

eptant in�ni γ = l0

ψ0
→ l1

ψ1
→ ...ln

ψn
→ ...où :

◦ 
haque li ∈ L et l0 ∈ L0,
◦ (li, ψi, li+1) ∈ E et (τ, i)〈∼ ψi et UpL(ψi) ⊆ UpL(ϕi),
◦ pour tout Fi ∈ F , il existe une in�nité de positions j telles que lj ∈ Fi.

• Le langage temporisé d'un automate Event-Clo
k A, noté L(A), est l'ensemble destra
es temporisées re
onnues par A.Reprenons l'exemple de la Figure 3.2,
τ = (a, 0)(b, 0.5)(c ∧ xa < 1, 0.9)(d ∧ yb > 2, 1.0)(a, 1.5)(b, 4.0)...est un pré�xe d'une tra
e temporisée dis
rète re
onnue par l'automate Event-Clo
k.L'atome a est lu au temps 0, début de l'exé
ution. Il n'y a pas de 
ontraintes de temps pourfran
hir le deuxième ar
, l'atome b est lu au temps 0.5 dans notre exemple. Le troisième57



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPNar
 possède la 
ontrainte d'horloge xa < 1 indiquant que le dernier a a été lu il y a moinsd'une unité de temps. Ainsi, le fran
hissement du troisième ar
 au temps 0.9 assure lerespe
t de 
ette 
ontrainte, et
.La 
ontrainte sur les up-littéraux de la Dé�nition 3.2 nous empê
he d'é
rire la tra
e τsous sa forme la plus intuitive, notée τ ′ :
τ ′ = (a, 0)(b, 0.5)(c, 0.9)(d, 1.0)(a, 1.5)(b, 4.0)...Néanmoins, on remarque que le passage de τ ′ à τ ne pose pas de di�
ulté.Remarque 3.1. Les 
ontraintes 
on
ernant les up-littéraux des ar
s et des formules de

τ ne sont pas restri
tives étant donné qu'il est toujours possible de 
onstruire des tra
essatisfaisant de telles 
ontraintes à partir d'un automate Event-Clo
k, 
omme nous l'avonsmontré sur l'exemple 
i-dessus. Néanmoins, 
es 
ontraintes sont indispensables pour as-surer les preuves de la pro
édure globale de model-
he
king.3.2.2 Algorithme de 
onversionL'algorithme de 
onversion d'un graphe d'évolution en automate Event-Clo
k peut àprésent être détaillé. On appellera AM l'automate Event-Clo
k résultant de 
ette 
onver-sion. L'algorithme se dé
ompose en quatre étapes, la première et la deuxième 
onstruisentl'ensemble des lo
alisations de l'automate, la troisième détermine les lo
alisations initialeset �nales, en�n, la quatrième 
onstruit les ar
s de l'automate.
t=0 t=0

Deadlock : nIB = 1 Bouclage : nIB=1 et nloop=1

NoEvent

Evt1, Ev2, ...

T EG
0

IB0

T EG
1

IB1

T EG
2

Evt1, Ev2, ...

Evt3, Ev4, ...

NoEvent

m(Pa), m(Pb), ... m(Pa), m(Pb), ...

m(Pa), m(Pb), ...

m(Pa), m(Pb), ...

tTEG
1

tTEG
1

tTEG
2

v(T1), v(T2), ...

v(T1), v(T2), ...m(P1), m(P2), ...

m(P1), m(P2), ... v(T1), v(T2), ...m(P1), m(P2), ...

v(T1), v(T2), ...m(P1), m(P2), ...

m(Pa), m(Pb), ...

Fig. 3.3 � Rappel des notations utilisées dans les graphes d'évolution.1. Des IB-states aux lo
alisations : Chaque IB-state du graphe d'évolution donneune lo
alisation dans l'automate Event-Clo
k AM . A 
ha
une de 
es lo
alisationsnous asso
ions une observation bien formée φ1(IBi) qui dé
rit l'état du THPN du-rant le temps du iieme IB-state (Voir Figure 3.3 pour notation). φ1(IBi) a la formesuivante où val asso
ie à une variable sa valeur 
ourante et où IP (TEG)i+1
i 
orres-pond à l'intervalle borné d'une part par la valeur du marquage de la pla
e 
ontinue

P indiquée sur la transition TEGi , et d'autre part par la valeur du marquage de la58



Des graphes d'évolution aux automates �Event-Clo
k� Se
tion 3.2pla
e 
ontinue P indiquée sur la transition TEGi+1 . Dans le graphe d'évolution de laFigure 1.15, le marquage 
ontinu de la pla
e T3 dans le premier IB-state est 
omprisdans l'intervalle ]0.5, 1[ où 1 est le marquage de la première transition et 0.5 
eluide la deuxième transition du graphe d'évolution.
φ1(IBi) ≡ ∧

















∧

P∈PD

(m(P ) = val(m(P )))

∧

T∈TC

(v(T ) = val(v(T )))

∧

P∈PC

(m(P ) ∈ IP (TEG)i+1
i )















2. Des transitions aux lo
alisations : Chaque transition du graphe d'évolutiondonne aussi une lo
alisation dans l'automate Event-Clo
k AM . A 
ha
une de 
eslo
alisations nous asso
ions une observation bien formée φ2(T
EG
i ) dé
rivant l'état duTHPN quand l'exé
ution entre dans la iieme transition. φ2(T
EG
i ) a la forme suivante,où val asso
ie à 
haque variable une valeur 
ourante. Notons que xde représente letemps é
oulé depuis que le dernier événement de a eu lieu. Ce dernier événementest l'un des événements suivants : NoEvt, T ir(T ), NulMark(P ), Th(P, x). Le délai

∆tTEG
i

= tTEG
i

− tTEG
i−1


orrespond au délai entre les deux transitions TEGi et TEGi−1 , 
edélai 
orrespond au temps pendant lequel le système est dans l'IB-state IBi−1.
φ2(T

EG
i ) ≡ ∧



























∧

e∈Evt(TEG
i )

e

∧

P∈PC

(m(P ) = val(m(P )))

∧

T∈TC

(v(T ) = val(v(T )))

∧

de∈Evt(��TEG
i )

(xde = tTEG
i

− tTEG
i+1

)

























Notons qu'en 
as de bou
lage plusieurs transitions peuvent être dans Evt(��TEGi ).Dans la Figure 3.3 la transition TEG2 possède TEG0 et TEG2 
omme prédé
esseurs.Néanmoins, il n'y a pas d'ambiguïté étant donné que seule la première exé
utionpasse par TEG0 et que toutes les autres passent par TEG2 .3. Lo
alisations initiales et �nales : La lo
alisation initiale est la lo
alisation 
or-respondant à la première transition du graphe d'évolution TEG0 . Les lo
alisations�nales sont déterminées di�éremment selon que le graphe d'évolution se termine oupas (deadlo
k ou bou
lage). En 
as de deadlo
k, l'ensemble d'ensembles de lo
alisa-tions �nales se réduit à un singleton 
ontenant uniquement la lo
alisation 
orrespon-dant au dernier IB-state. En 
as de bou
lage, l'ensemble des lo
alisations impliquéesdans la bou
le forment un ensemble de lo
alisations �nales.4. Ar
s : Il y a un ar
 entre deux lo
alisations s'il y a un ar
 entre l'IB-state etla transition asso
iés aux lo
alisations dans le graphe d'évolution. De plus, un ar
bou
le sur 
haque lo
alisation obtenue d'un IB-state. Ce
i modélise le fait que l'IB-state est vrai durant un laps de temps. En�n, un ar
 sortant d'une lo
alisation li estétiqueté par la formule de la lo
alisation li (φ1(IB) ou φ2(T
GE)). 59



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPNRemarque 3.2. L'algorithme présenté 
i-dessus ne se réfère qu'à un unique graphe d'évo-lution représentant une unique tra
e. Cet algorithme est généralisable à un ensemble degraphes d'évolution obtenu par un ensemble exhaustif de résolutions de 
on�its. Lorsquel'on traite plusieurs gestions de 
on�its, nous obtenons plusieurs ensembles de lo
alisa-tions.3.2.3 Illustration biologiqueLa Figure 3.4 illustre l'algorithme de 
onversion d'un graphe d'évolution en automateEvent-Clo
k AM . L'algorithme se déroule 
omme suit :Etape 2. Des transitions aux lo
alisations : La première transition du graphe d'évolutiondonne la lo
alisation l0 dans l'automate AM (Figure 3.4). On lui asso
ie l'observa-tion φ2(T
EG
0 ) suivante :

φ2(T
EG
0 ) ≡ (m(T3) = 1) ∧ (m(T4) = 5) ∧ (m(D2) = 0) ∧ (m(D3) = 0)∧

NoEvt ∧ (v(t2) = 1) ∧ (v(t3) = 1) ∧ (v(t4) = 0)La deuxième transition TEG1 donne la lo
alisation l2 dans l'automate AM , on luiasso
ie l'observation φ2(T
EG
1 ) suivante :

φ2(T
EG
1 ) ≡ (m(T3) = 0.5) ∧ (m(T4) = 4.5) ∧ (m(D2) = 0.5) ∧ (m(D3) = 0.5)∧

T ir(T1) ∧ (xNoEvt = 0.5) ∧ (v(t2) = 1) ∧ (v(t3) = 1) ∧ (v(t4) = 0.5)La 
ontrainte d'horloge xNoEvt = 0.5 permet de temporiser l'automate en respe
tantles délais donnés par le graphe d'évolution.Etape 1. Des IB-states aux lo
alisations :Le premier IB-state donne la lo
alisation l1 dans l'automate AM . On asso
ie à 
ettelo
alisation l'observation φ1(IB0) suivante :
φ1(IB0) ≡ m(T3) ∈]0.5, 1[∧m(T4) ∈]4.5, 5[∧m(D2) ∈]0, 0.5[∧m(D3) ∈]0, 0.5[∧

(v(t2) = 1) ∧ (v(t3) = 1) ∧ (v(t4) = 0.5)Le marquage de la pla
e 
ontinue T4 vaut 5 au niveau de la transition TEG0 et 4.5 auniveau de la transition TEG1 . Etant donné la dynamique linéaire des pla
es 
ontinues,on en déduit que durant l'IB-state IB0, le marquage de T4 appartient à l'intervalle
]4.5, 5[.Etape 3. Lo
alisations initiales et �nales : L'unique lo
alisation initiale 
orrespond à lapremière transition du graphe d'évolution TEG0 , il s'agit don
 de la lo
alisation l0(�è
he entrante). Le graphe d'évolution étudié se termine par deadlo
k, par 
onsé-quent l'ensemble d'ensembles de lo
alisations �nales se restreint à un singleton forméde la lo
alisation asso
iée au dernier IB-state, 
'est-à-dire l8 (double 
er
le).60



Des graphes d'évolution aux automates �Event-Clo
k� Se
tion 3.2Etape 4. Ar
s : Il existe un ar
 entre deux lo
alisations li et li+1 s'il y a un ar
 équivalentdans le graphe d'évolution. Nous utilisons don
 des ar
s pour relier les lo
alisations
l0 à l1, de l1 à l2, de l2 à l3,... De plus, les lo
alisations provenant des IB-statespossèdent des ar
s bou
lant sur 
es lo
alisations. Un ar
 bou
lant est don
 ajoutéaux lo
alisation l1, l3, l5...

(1 ; 1 ; 0)

(0 ; 0 ; 0)

(0.5 ;  4.5 ; 0.5 ; 0.5)

(1; 5; 0; 0)t=0

t=1.5

(1 ; 1 ; 0.5)

(1 ; 0.5 ; 0.5)

(0; 3; 0.5; 1.5)

(0 ;  0 ; 0.5 ; 4.5)t=4.5

t=0.5
l0

l3l8

l2

l1
NoEvent

xNoEvent = 0.5

m(T3) = 1 ∧ m(T4) = 5

m(T 3) = 0.5 ∧ m(T4) = 4.5

m(T3) = 0 ∧ m(T4) = 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧m(T 4) ∈]4.5, 5[

NoEvent

m(T 4) = 0

m(T 3) = 0

IB0

IB1

IB2

IB3

m(T3), m(T4), m(D2), m(D3)

T ir(T1)

m(T3) = 0.5

v(t2), v(t3), v(t4)

v(t3) = 1 ∧ v(t4) = 0

v(t3) = 1 ∧ v(t4) = 0

v(t3) = 0 ∧ v(t4) = 0

Tir(t1)

v(t3) = 1 ∧ v(t4) = 0.5

Fig. 3.4 � Conversion d'un graphe d'évolution en un automate Event-Clo
k AM .L'automate Event-Clo
k du modèle THPN AM est alors obtenu. Pour pouvoir l'utiliserdans la suite de notre pro
édure, nous devons montrer que l'ensemble des tra
es de AM estexa
tement 
elui du graphe d'évolution, 
'est-à-dire que notre algorithme n'a pas modi�éles tra
es dis
rètes du modèle THPN.3.2.4 PropriétésL'algorithme proposé dans la se
tion 3.2.2 fournit un automate Event-Clo
k dont lasémantique est la même que 
elle dé
rite dans les THPN. Les preuves de 
es égalités sontdéveloppées dans 
ette se
tion (Lemme 3.3).3.2.4.1 Tra
es dis
rètes temporisées du graphe d'évolutionLe graphe d'évolution fournit un ensemble de tra
es temporisées, noté par la suite
TEG. TEG est di�érent selon que le graphe d'évolution termine par deadlo
k ou parbou
lage (Figure 3.3).Dans un premier temps, nous dé�nissons formellement 
es tra
es. On rappelle que nIB
orrespond au numéro du dernier IB-state.Dé�nition 3.3 (Schd). Chaque tra
e temporisée dis
rète d'un graphe d'évolution se ter-minant par deadlo
k peut s'é
rire 
omme suit :

(

nIB−1
∏

i=0

(φ2(T
EG
i ), tTEG

i
)
[

(φ1(IBi), t
′
i)|t

′
i ∈]tTEG

i
, tTEG

i+1
[
]+
)

×

(φ2(T
EG
nIB), tTEG

nIB
)
[

(φ1(IBnIB), t′nIB)|t′nIB > tTEG
nIB

]ω 61



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPNave
 ∀i ∈ [0, nIB − 1], tTEG
i+1

− tTEG
i

= ∆tTEG
i+1

et ave
 tTEG
nIB

=
∑i=nIB

i=0 ∆tTEG
i

.L'ensemble de toutes les tra
es temporisées possibles suivant 
e s
héma est noté Schd.La Dé�nition 3.3 peut sembler 
ompliquée, mais l'expression donnée se dé
omposefa
ilement. En e�et, la première partie de la dé�nition (
elle entre parenthèse) 
on
ernetous les 
ouples transition/IB-state ex
epté le dernier indi
é par nIB, qui est traité dansla deuxième partie. Par exemple, une tra
e de Schd du graphe d'évolution de la Figure 3.4peut être :
(

m(T3) = 1 ∧m(T4) = 5..., 0
)

(m(T3) ∈]0.5, 1[∧..., 0.25
)

(m(T3) ∈]0.5, 1[∧..., 0.45
)

...

...(m(T3) = 0 ∧m(T4) = 0..., 5.25
)

(m(T3) = 0 ∧m(T4) = 0..., 5.30
)

...Dé�nition 3.4 (Schb). Tout tra
e d'un graphe d'évolution qui bou
le peut s'é
rire 
ommesuit :
(

nloop−1
∏

i=0

(φ2(T
EG
i ), tTEG

i
)
[

(φ1(IBi), t
′
i)|t

′
i ∈]tTEG

i
, tTEG

i+1
[
]+
)

× (φ2(T
EG
nloop), tnloop)

×

[

nIB
∏

i=nloop

[

(φ1(IBi), t
′
i)|t

′
i ∈]tTEG

i
, tTEG

i+1
[
]+

(φ2(T
EG
i+1 ), tTEG

i+1
)

]ωave
 ∀i ∈ [0, nloop], tTEG
i+1

− tTEG
i

= ∆tTEG
i+1

.L'ensemble de toutes les tra
es temporisées possibles suivant 
e s
héma est noté Schb.L'expression de la tra
e temporisée donnée dans la Dé�nition 3.4 se subdivise en troisparties :
• La première 
on
erne les 
ouples transition/IB-state avant bou
lage. Cette premièrepartie est traitée 
omme dans la Dé�nition 3.3,
• La deuxième partie ne 
on
erne que la transition indi
ée nloop, 
ette transition 
or-respond à la dernière transition avant d'entrer dans la bou
le du graphe d'évolution,
• La troisième partie 
on
erne la bou
le du graphe d'évolution.Remarque 3.3. τ ∈ TEG⇔ τ ∈ (Schd ∪ Schb) selon que le graphe d'évolution terminepar deadlo
k ou bou
lage.3.2.4.2 Préservation des tra
es dis
rètes temporiséesNous prouvons maintenant l'égalité entre les deux ensembles de tra
es déduites respe
-tivement du graphe d'évolution et de l'automate Event-Clo
k AM . Cette égalité (Lemme 3.3)est déduite des deux pro
hains lemmes.Lemme 3.1. τ ∈ L(AM) ⇒ τ ∈ (Schd ∪ Schb)62



Des graphes d'évolution aux automates �Event-Clo
k� Se
tion 3.2Preuve. Remarquons tout d'abord que les formules dans les tra
es sont les mêmes quel'on prenne l'automate ou le graphe d'évolution. Soit τ ∈ L(AM) et soient li, li+1 li+2 troislo
alisations su

essives de l'automate AM telles que li provient de la transition TEGj . De
li sort l'ar
 étiqueté par l'observation φ2(T

EG
j ). Les ar
s sortant de la lo
alisation li+1entrent dans li+1 et dans li+2 et sont étiquetés par l'observation φ1(IBj). Finalement, dela lo
alisation li+2 sort un ar
 étiqueté par φ2(T

EG
j+1).L'automate est temporisé grâ
e aux horloges historiques, notées dans l'algorithme xde.Ces horloges imposent aux deux lo
alisations li et li+2 d'être exa
tement séparées par ledélai suivant : tTEG

j+1
− tTEG

j
= xde = ∆tTEG

j+1
. Par 
onséquent, la lo
alisation li+1 peut êtrevisitée durant un intervalle stri
tement plus petit que 
e délai.

• En 
as de deadlo
k, les tra
es bou
lent indé�niment sur la dernière lo
alisation asso-
iée au dernier IB-state (IBnIB) à partir du temps tTEG
nIB

=
∑

xde =
∑i=nIB

i=0 ∆tTEG
i

.L'ensemble des tra
es temporisées dis
rètes τ de l'automate AM �nissant par dead-lo
k est don
 in
lus dans Schd.
• En 
as de bou
lage, les tra
es bou
lent au niveau de la lo
alisation asso
iée à l'IB-state numéro nbloop. Elles bou
lent don
 indé�niment sur les lo
alisations asso
iéesaux IB-states et transitions numérotés de nloop à nIB + 1 dans le graphe d'évolu-tion (Figure 3.3). L'ensemble des tra
es dis
rètes temporisées τ de l'automate AM�nissant par bou
lage est don
 in
lus dans Schb.

2Lemme 3.2. τ ∈ (Schd ∪ Schb) ⇒ τ ∈ L(AM)Preuve. Soit τ ∈ (Schd ∪ Schb) et plus pré
isément 
onsidérons la sous-tra
e
{(φ2(T

EG
i ), tTEG

i
)} 
ontenant seulement des observations de la forme φ2. AM étiquette unelo
alisation sur deux (notée i
i li) ave
 une observation φ2(T

EG
j ), j ∈ [0;nIB]. De plus,par 
onstru
tion de AM , nous avons tli+2

− tli = xde = ∆tTEG
i+1

et par dé�nition du graphed'évolution, nous avons tTEG
i+1

− tTEG
i

= ∆tTEG
i+1

. On en déduit que toute sous-séquen
e
{(φ2(T

EG
i ), ti)} du TEG est né
essairement re
onnue par une tra
e de l'automate AM .Considérons à présent les sous-tra
es de TEG {(φ1(IBi), t

′
i)} 
ontenant seulement desobservations de la forme φ1. D'après l'algorithme pré
édent, un ar
 étiqueté par une ob-servation φ1(IBj), j ∈ [0;nIB] bou
le sur ses lo
alisations (notées i
i li+1). Comme dé
ritpré
édemment, on a tTEG

i+1
− tTEG

i
= ∆tTEG

i+1
, don
 pour tout temps t′ ∈]tTEG

i
, tTEG

i+1
[, l'exé-
ution peut bou
ler sur la lo
alisation li+1. Par 
onséquent, toute sous-séquen
e de TEG
omposée des 
ouples {(φ1(IBi), t

′
i)|t

′
i ∈]tTEG

i
, tTEG

i+1
[+} est aussi né
essairement re
onnuepar une tra
e dis
rète temporisée de l'automate AM .

• En 
as de deadlo
k, les tra
es in
luses dans Schd assurent que φ1(IBnIB) restentvraies pour tout temps t > tTEG
nIB

ave
 tTEG
nIB

=
∑i=nIB

i=0 ∆tTEG
i

. Les tra
es bou
lent surla lo
alisation �nale de l'automate AM après le temps t =
∑

xle =
∑i=nIB

i=0 ∆tTEG
i

.
• En 
as de bou
lage, les tra
es in
luses dans Schb bou
lent indé�niment de la lo
a-lisation asso
iée à l'IB-state IBnloop à 
elle asso
iée à TEGnIB+1. De plus, dans 
ettebou
le, l'intervalle de temps séparant deux observations φ2(T

EG
i ) restent le mêmeet 
orrespond exa
tement aux xde de l'automate AM .

2Des deux lemmes pré
édents, on déduit dire
tement le lemme 3.3. 63
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he
king pour THPNLemme 3.3. Les langages de l'automate Event-Clo
k AM et du graphe d'évolution sontexa
tement les mêmes : {τ |τ ∈ L(AM)} = {τ |τ ∈ TEG}.De la dé�nition du graphe d'évolution et du lemme 6.2, nous déduisons le lemme suivant.Lemme 3.4. Soient M un modèle en temps 
ontinu et τ une tra
e temporisée re
onnuepar le graphe d'évolution alors M satisfait τ . Autrement dit, τ ∈ TEG⇒M |= τ .Lemme 3.5. τ ∈ L(AM) ⇒M |= τPreuve. Conséquen
e dire
te des lemmes 3.3 et 3.4. 23.3 De la propriété aux automates �Event-Clo
k�Rappelons qu'une propriété temporelle traduit un ensemble de 
omportements admis-sibles du système. Par 
onséquent, une propriété exprimée en CTEL traduit un ensemblede tra
es temporisées dis
rètes qui peuvent également être 
onverties en un automateEvent-Clo
k. Si nous étudions la propriété f , l'automate Event-Clo
k A¬f de la négationde f est 
onstruit. A¬f représente l'ensemble de toutes les tra
es temporisées dis
rètesde ¬f . Nous 
her
hons alors s'il existe une tra
e 
ommune entre AM et A¬f . Si une telletra
e existe, nous 
on
luons que notre modèle THPN ne satisfait pas la propriété étantdonné qu'il existe au moins une tra
e de AM satisfaisant ¬f .Raskin et S
hobbens ont proposé un algorithme pour 
onstruire un automate Event-Clo
k à partir d'une propriété [36℄. Cet algorithme est 
omplet, une tra
e temporiséedis
rète satisfaisant ¬f est don
 né
essairement re
onnue par l'automate A¬f .Rappelons dans un premier temps la pro
édure de 
onstru
tion d'un automate Event-Clo
k Af à partir d'une formule CTEL f ainsi que les propriétés prin
ipales asso
iéesà Af . Cette pro
édure 
orrespond à une extension de la pro
édure de dé
ision pour lalogique temporelle linéaire (LTL) [67℄.3.3.1 Algorithme de 
onversionLa dé�nition d'un langage temporisé d'une formule CTEL (Dé�nition 3.5) est la basede la pro
édure de 
onstru
tion de l'automate Af . Cette pro
édure utilise l'ensemble dessous-formules de f (Dé�nition 3.6).Dé�nition 3.5 (Langage temporisé d'une formule CTEL). Une formule CTEL f dé�nitun langage temporisé L(f) : l'ensemble des tra
es temporisées τ est tel que (τ, 0)〈∼ f .Dé�nition 3.6 (Fermeture). L'ensemble de fermeture d'une formule CTEL f , noté Cl(f)(pour 
losure en anglais), est le plus petit ensemble de formules dé�ni indu
tivement surla forme de f , 
omme suit :
• a ∈ Cl(a)
• {f1 ∨ f2} ∪ Cl(f1) ∪ Cl(f2) ⊆ Cl(f1 ∨ f2)
• {f1 ∧ f2} ∪ Cl(f1) ∪ Cl(f2) ⊆ Cl(f1 ∧ f2)
• Cl(f) ⊆ Cl(¬f)64



De la propriété aux automates �Event-Clo
k� Se
tion 3.3
• {#f} ∪ Cl(f) ⊆ Cl(#f)
• {⊖f} ∪ Cl(f) ⊆ Cl(⊖f)
• {f1Uf2} ∪ {#(f1Uf2)} ∪ Cl(f1) ∪ Cl(f2) ⊆ Cl(f1Uf2)
• {f1Sf2} ∪ {⊖(f1Sf2)} ∪ Cl(f1) ∪ Cl(f2) ⊆ Cl(f1Sf2)
• {�∼cf} ∪ Cl(f) ⊆ Cl(�∼cf)
• {�∼cf} ∪ Cl(f) ⊆ Cl(�∼cf)
• f ′ ∈ Cl(f) ⇒ ¬f ′ ∈ Cl(f) où ¬¬f ′′ est identi�é à f ′′où a est un atome, f1, f2 sont des formules CTEL.Dé�nition 3.7 (Etat). Un état d'une formule CTEL f est un sous-ensemble Θ ⊆ Cl(f)satisfaisant les points suivants :
• Θ est propositionnellement 
ohérent et 
omplet. Plus formellement :
◦ Pour tout ρ1 ∈ Cl(f), ρ1 ∈ Θ ssi ¬ρ1 /∈ Θ,
◦ Pour tout ρ1 ∨ ρ2 ∈ Cl(f), ρ1 ∨ ρ2 ∈ Θ ssi ρ1 ∈ Θ ou ρ2 ∈ Θ
◦ Pour tout ρ1 ∧ ρ2 ∈ Cl(f), ρ1 ∧ ρ2 ∈ Θ ssi ρ1 ∈ Θ et ρ2 ∈ Θ

• Θ respe
te les 
ontraintes lo
ales des opérateurs Until (U) et Since (S) :
◦ Pour tout ρ1Uρ2 ∈ Cl(f), ρ1Uρ2 ∈ Θ ssi :
· soit ρ2 ∈ Θ,
· soit ρ1 ∈ Θ et #(ρ1Uρ2) ∈ Θ

◦ Pour tout ρ1Sρ2 ∈ Cl(f), ρ1Sρ2 ∈ Θ ssi :
· soit ρ2 ∈ Θ,
· soit ρ1 ∈ Θ et ⊖(ρ1Sρ2) ∈ ΘIntuitivement, si ρ1Uρ2 est vrai, soit ρ2 vient d'être atteint, soit ρ2 n'est pas en
oreatteint, ρ1 est don
 vrai et ρ1Uρ2 reste vrai jusqu'à la pro
haine étape. Un raisonnementmiroir est e�e
tué pour ρ1Sρ2.Dé�nition 3.8 (Af). Etant donnée une formule CTEL f , l'automate Event-Clo
k asso
ié

Af = (L,L0,Σ, C, E,F) est dé�ni 
omme suit :
• Les lo
alisations L de Af sont les états de Cl(f),
• Les lo
alisations initiales L0 sont les états Θ tels que : f ∈ Θ et pour toute formule
⊖ρ ∈ Cl(f), ¬ ⊖ ρ ∈ Θ,

• C = {xα| �∼c α ∈ Cl(f)} ∪ {yα| �∼c α ∈ Cl(f)}
• Il y a un ar
 (l1, ψ, l2) ∈ E (où ψ ≡ ψ1 ∧ ψ2 ∧ ψ3 selon la notation 2 page 47) ssi :
◦ Pour tout #ρ ∈ Cl(f) : #ρ ∈ l1 ssi ρ ∈ l2
◦ Pour tout ⊖ρ ∈ Cl(f) : ρ ∈ l1 ssi ⊖ρ ∈ l2
◦ ψ1 ≡

∧

{αp|αp ∈ l1}
◦ ψ2 ≡

∧

{αv|αv ∈ l1}
◦ ψ3 ≡

∧

{xα ∼ c| �∼c α ∈ l1}
∧

{yα ∼ c| �∼c α ∈ l1}
∧

{¬(xα ∼ c)|¬(�∼cα) ∈
l1}
∧

{¬(yα ∼ c)|¬(�∼cα) ∈ l1}
• F = {{l|¬(ρ1Uρ2) ∈ l ou ρ2 ∈ l}|ρ1Uρ2 ∈ Cl(f)}De façon à illustrer la pro
édure de 
onstru
tion d'un automate Event-Clo
k à partird'une formule CTEL, nous détaillons un exemple simple de formule f ≡ aUb, dont lafermeture est Cl(aUb) = {aUb,#(aUb), a, b,¬(aUb),¬#(aUb),¬a,¬b}. 24 = 16 états sontobtenus de la fermeture. 65



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPNEtats.
aUb,#(aUb), a, b aUb,#(aUb), a,¬b aUb,#(aUb),¬a, b
aUb,¬#(aUb), a, b ¬(aUb),#(aUb), a, b (aUb),#(aUb),¬a,¬b
(aUb),¬#(aUb), a,¬b ¬(aUb),#(aUb), a,¬b (aUb),¬#(aUb),¬a, b
¬(aUb),#(aUb),¬a, b ¬(aUb),¬#(aUb), a, b (aUb),¬#(aUb),¬a,¬b
¬(aUb),#(aUb),¬a,¬b ¬(aUb),¬#(aUb), a,¬b ¬(aUb),¬#(aUb),¬a, b
¬(aUb),¬#(aUb),¬a,¬bIn
ohéren
es. D'après la Dé�nition 3.7, (aUb) ⇔ b ∨ (a ∧#(aUb)). Par 
onséquent, 4familles d'états sont in
ohérents :

aUb,_,¬a,¬b aUb,¬#(aUb),_,¬b
¬(aUb),#(aUb), a,_ ¬(aUb),_,_, bIl reste don
 8 états 
ohérents :
(1) aUb,#(aUb), a, b (2) aUb,#(aUb), a,¬b
(3) aUb,#(aUb),¬a, b (4) aUb,¬#(aUb), a, b
(5) (aUb),¬#(aUb),¬a, b (6) ¬(aUb),#(aUb),¬a,¬b
(7) ¬(aUb),¬#(aUb), a,¬b (8) ¬(aUb),¬#(aUb),¬a,¬bAr
s. D'après la Dé�nition 3.8, il existe un ar
 entre les lo
alisations l1 et l2 dans les
as suivants : #ρ ∈ l1 ⇔ ρ ∈ l2 don
 ¬#ρ ∈ l1 ⇔ ¬ρ ∈ l2. Nous en déduisons la listed'adja
en
e suivante :

• 1 → 1, 2, 3, 4, 5
• 2 → 1, 2, 3, 4, 5
• 3 → 1, 2, 3, 4, 5
• 4 → 6, 7, 8
• 5 → 6, 7, 8
• 6 → 1, 2, 3, 4, 9
• 7 → 6, 7, 8
• 8 → 6, 7, 8Lo
alisations initiales. Les lo
alisations initiales sont 
elles possédant f ≡ (aUb)
omme étiquette. Il s'agit don
 des lo
alisations 1, 2, 3, 4, 5.Lo
alisations �nales. L'ensemble d'ensembles de lo
alisations �nales est seulement
omposé d'un ensemble de lo
alisations étant donné qu'il n'y a qu'un seul opérateur

Until. Cet ensemble est 
omposé des lo
alisations étiquetées soit par ¬(aUb) soit par b.Il s'agit don
 des lo
alisations 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8.3.3.2 Dé�nition et propriétésDans 
ette se
tion, nous rappelons les propriétés importantes asso
iées à l'automateEvent-Clo
k Af 
onstruit à partir de la formule f .66
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tion 3.3Théorème 3.1. [36℄ L'ensemble des tra
es temporisées dis
rètes a

eptées par l'automateEvent-Clo
k Af est exa
tement l'ensemble des tra
es temporisées dis
rètes de la formule
f , i.e. τ ′ ∈ L(Af) ⇔ (τ ′, 0)〈∼ f .Nous déduisons du théorème pré
édent le 
orollaire suivant :Corollaire 3.1. τ = {(ϕi, ti)}i∈N ∈ L(Af ) ⇒ ∀i ∈ N, (τ, i)〈≁ f ∧ ¬fPreuve. La preuve est faite sur la stru
ture de la formule f .

• Atomes.
◦ f ≡ pSupposons que (τ, i)〈∼ p ∧ ¬p. Par la dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ p, on en déduit que
UpL(p) ⊆ UpL(ϕi). (τ, i)〈∼ ¬p, par 
onséquent, UpL(p) * UpL(ϕi), où ϕi est la
iieme observation de la tra
e τ . Contradi
tion.

◦ f ≡ r ≥ r′Supposons que τ〈∼ (r ≥ r′) ∧ ¬(r ≥ r′).Tout d'abord, rappelons que seuls les littéraux étiquettent les ar
s de Af et notonsque f est i
i un littéral. De plus, étant donné que τ ∈ L(Af), il existe un 
hemina

eptant (Dé�nition 3.2) tel que :
γ = lp0

ψ0
→ l1

ψ1
→ ...ln

ψ
p
n→ ..., où ∀i, (τ, i)〈∼ ψi et UpL(ψi) ⊆ UpL(ϕi).D'après la dé�nition 3.8, ψ0 
ontient le littéral f . Nous en déduisons que UpL(f) ⊆

UpL(ψ0). La Dé�nition 3.2 impose que UpL(ψ0) ⊆ UpL(ϕ0). Par 
onséquent, nous
on
luons que UpL(f) ⊆ UpL(ϕ0). On en déduit que si M |= τ alors M |=hτ
0 ϕ0et M |=hτ

0 r ≥ r′. On 
on
lut alors que ∄M |M |= τ et M |=hτ
i ¬(r ≥ r′), ainsi τne peut satisfaire ¬(r ≥ r′). Contradi
tion.

• Supposons que la propriété soit vraie pour les formules f ′, f1, f2

• Cas général
◦ f ≡ f1 ∧ f2Si (τ, i)〈∼ (f1 ∧ f2) ∧ ¬(f1 ∧ f2), alors (τ, i)〈∼ (f1 ∧ f2 ∧ ¬f1) ∨ (f1 ∧ f2 ∧ ¬f2) 
equi n'est pas satis�able par hypothèse d'indu
tion.
◦ f ≡ #f ′Supposons que (τ, i)〈∼ #f ′ ∧ ¬#f ′. Ce
i peut s'é
rire (τ, i)〈∼ #(f ′ ∧ ¬f ′), i.e.

(τ, i+ 1)〈∼ f ∧ ¬f . Contradi
tion.(similaire pour f ≡ ⊖f ′)
◦ f ≡ f1Uf2Supposons que (τ, i)〈∼ f1Uf2 ∧ ¬(f1Uf2). Par la dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ f1Uf2 ssi
∃j ≥ i | (τ, j)〈∼ f2 et ∀k ∈ [i, j[, (τ, k)〈∼ f1, 
e qui est en 
ontradi
tion ave

τ〈∼ ¬(f1Uf2). En e�et, si (τ, i)〈∼ f1Uf2 l'exé
ution lit un 
hemin de la forme
f1, f1, ..., f1, f2 qui est en 
ontradi
tion ave
 la dé�nition de ¬(f1Uf2).(similaire pour f ≡ f1Sf2) 67
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◦ f ≡ �∼nfSupposons que (τ, i)〈∼ �∼nf ∧ ¬(�∼nf). Par la dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ �∼nf ssi
∃j > i |(τ, j)〈∼ f et ∀k ∈]i, j[, (τ, k)〈∼ ¬f et tj−ti ∼ n, 
e qui est en 
ontradi
tionave
 (τ, i)〈∼ ¬(�∼nf) (expli
ation similaire à 
elle présentée 
i-dessus).(similaire pour f ≡ �∼nf

′)
23.3.3 Illustration biologiqueNotre modèle THPN simule la 
ompétition existant entre deux a
tivités enzymatiquesopposées : l'enzyme D2 est un a
tivateur des hormones thyroïdiennes, elle synthétise laforme a
tive de l'hormone (T3) à partir de sa forme ina
tive (T4), à l'inverse, l'enzyme D3inhibe les deux types d'hormones (T3 et T4). Nous nous demandons si dans tous les 
asde résolution de 
on�its, l'enzyme inhibitri
e prédomine sur l'enzyme a
tivatri
e. Cettepropriété biologique est traduite en formule CTEL f :

f ≡ 2 ⋄ (m(T3) = 0)où ⋄ signi�e �à un moment donné dans l'avenir� et 2 signi�e �toujours dans l'avenir�.Les deux opérateurs 2 et ⋄ 
orrespondent aux abréviations suivantes : soit φ une formuleCTEL, ⋄φ ≡ ⊤ U φ et 2φ ≡ ¬ ⋄ ¬φ.La formule f signi�e que la 
on
entration de T3 atteindra toujours à un momentdonné la 
on
entration 0. Ce
i traduit la prédominan
e de D3 sur D2. La Figure 3.5montre l'automate Event-Clo
k de la négation de f : ¬f ≡ ¬2 ⋄ (m(T3) = 0).
m(T3) = 0

m(T3) = 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) = 0

l′0 l′1

l′2

Fig. 3.5 � Automate Event-Clo
k de la négation de f ≡ 2 ⋄ (m(T3) = 0).3.4 Un produit ave
 transformations des étiquettesUsuellement, l'extra
tion de tra
es 
ommunes à deux automates A1 et A2 s'obtienten faisant l'interse
tion des langages L(A1) ∩ L(A2). Lorsque la 
lasse des automatesétudiés possède la propriété de 
l�ture par interse
tion, 
ela signi�e que l'interse
tion deslangages de deux automates L(A1) ∩ L(A2) 
orrespond au langage résultant du produitdes deux automates étudiés L(A1 × A2) = L(A1) ∩ L(A2). Alur et al. [37℄ ont montré la68



Un produit ave
 transformations des étiquettes Se
tion 3.4propriété de fermeture par interse
tion de la 
lasse des automates Event-Clo
k étiquetéspar un ensemble de propositions. Dans notre, 
as, l'ensemble des atomes a été étenduave
 la notion d'atomes instantanés (Dé�nition 2.3 page 44). Nous devons don
 dé�nirun produit spé
i�que qui intègre des notions quantitatives. Nous dé�nissons le produitave
 Transformation de Labels, noté produit-LT. Nous montrons alors que le langage del'automate produit Ap = A1 × A2 
orrespond bien à l'interse
tion des langages des deuxautomates initiaux A1 et A2 (Théorème 3.2 et 3.3).Le produit-LT est appliqué aux automates AM et A¬f asso
iés respe
tivement aumodèle THPN et à la négation de la propriété que l'on 
her
he à tester. La dernière étape
onsiste alors à véri�er si le langage temporisé de l'automate produit AM×A¬f est vide ounon. Dans le 
as d'automates Event-Clo
k étiquetés par un ensemble de propositions [36,37℄, la dé
ision du vide se fait par 
onstru
tion de l'automate de région [38℄. L'idée estde 
onstruire une ma
hine d'états �nis qui a

epte le langage atemporisé (Untimed enanglais) suivant :
Untimed(AM × A¬f) = {ϕ0ϕ1...ϕn...|τ = (ϕ0, t0)(ϕ1, t1)...(ϕn, tn)... ∈ L(AM ×A¬f )}3.4.1 Produit-LTLe produit-LT 
onsiste à faire la 
onjon
tion des observations présentes sur les ar
s.Ainsi, s'il existe un ar
 dans l'automate Event-Clo
k AM tel que (l1, m(T4) = 0, l2

) etqu'il existe un ar
 dans l'automate Event-Clo
k A¬f tel que (l′1, (m(T4) ≥ 4)∧(xNoEvent =

3), l′2

) alors l'ar
 ((l1, l′1), (m(TH4) = 0) ∧ (m(TH4) ≥ 4) ∧ (xNoEvent = 3), (l2, l
′
2)
) estun ar
 de l'automate produit AM × A¬f . Formellement, le produit-LT se dé�nit 
ommesuit :Dé�nition 3.9 (Produit-LT). Soient A1 = (L1, L1

0,Σ
1, C1, E1,F1) et A2 = (L2, L2

0,
Σ2, C2, E2,F2) deux automates Event-Clo
k. Le produit-LT de A1 et A2 est l'automateEvent-Clo
k Ap = (Lp, Lp0,Σ

p, Cp, Ep,Fp) dé�ni 
omme suit :
• Lp = L1 × L2

• Lp0 = L1
0 × L2

0

• Σp = Σ1 ∪ Σ2.
• Cp = C1 ∪ C2

• Fp = {(F 1
i × L2)|F 1

i ∈ F1} ∪
{

(L1 × F 2
j )|F 2

j ∈ F2
}

• Ep = {((li1 , lj1), ψ1 ∧ ψ2, (li2, lj2)) tel que (li1 , ψ1, li2) ∈ E1 et (lj1, ψ2, lj2) ∈ E2}.Il est important de véri�er que toutes les tra
es de l'automate produit A1 × A2 sontinitialement re
onnues par les automates A1 et A2, il s'agit de la preuve de la 
orre
tionde notre produit (Théorème 3.2). De même, il est important de prouver que toute tra
e
ommune aux deux automates A1 et A2 est re
onnue par l'automate produit A1 × A2, ils'agit de la 
omplétude (Théorème 3.3).Théorème 3.2 (Corre
tion du produit-LT). Soit Ap l'automate Event-Clo
k résultant duproduit-LT des automates Event-Clo
k A1 et A2. Soit τ une tra
e temporisée dis
rète, si
τ ∈ L(Ap) alors τ ∈ L(A1) et τ ∈ L(A2). 69
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he
king pour THPNPreuve. Soit τ = {(ϕi, ti)}i∈N une tra
e temporisée telle que τ ∈ L(Ap). Il existe don
né
essairement un 
hemin a

eptant sur Ap, notée γp tel que
γp = lp0

ψ
p
0→ lp1

ψ
p
1→ ...lpn

ψ
p
n→ ..., où ∀i, (τ, i)〈∼ ψpi et UpL(ψpi ) ⊆ UpL(ϕi).Par dé�nition du produit-LT, 
haque lo
alisation lpi ∈ Lp est un 
ouple (li, l

′
i) où li ∈ L1et l′i ∈ L2. lp0 est aussi un 
ouple (l0, l

′
0) où l0 ∈ L1

0 et l′0 ∈ L2
0. γp peut don
 s'é
rire :

γp = (l0, l
′
0)

ψ
p
0→(l1, l

′
1)

ψ
p
1→ ...(ln, l

′
n)

ψ
p
n→ ..., où ∀i, (τ, i)〈∼ ψpi et UpL(ψpi ) ⊆ UpL(ϕi)Chaque ψpi est la 
onjon
tion de deux observations ψi et ψ′

i où (li, ψi, li+1) ∈ E1 et
(l′i, ψ

′
i, l

′
i+1) ∈ E2. Il est alors possible de déduire de γp les deux 
hemins a

eptants γ1 et

γ2 des automates A1 et A2.
γ1 = l0

ψ0
→ l1

ψ1
→ ...ln

ψn
→ ... et γ2 = l′0

ψ′
0→ l′1

ψ′
1→ ...l′n

ψ′
n→ ...Montrons que γ1 est un 
hemin a

eptant de la tra
e temporisée τ :

• li ∈ L1 pour tout i et l0 ∈ L1
0

• 
haque Fi ∈ Fp est soit un 
ouple (F, l) où F ∈ F1 et l ∈ L2 soit un 
ouple (l, F )où l ∈ L1 et F ∈ F2. Etant donné que γp respe
te la 
ondition généralisée de Bü
hipour l'automate Ap, γp passe in�niment souvent par F p
i = (F 1

i × L2) de Fp pour
haque F 1
i ∈ F1. On en déduit que pour tout F 1

i ∈ F1, il existe une in�nité depositions j telles que lj ∈ F 1
i .

• (li, ψi, li+1) ∈ E1. Etant donné que (τ, i)〈∼ ψi ∧ ψ′
i, nous avons (τ, i)〈∼ ψi. Deplus, étant donné que UpL(ψpi ) ⊆ UpL(ϕi) et ψpi ≡ ψi ∧ ψ′

i, nous déduisonsque UpL(ψi) ⊆ UpL(ψpi ) ⊆ UpL(ϕi).
γ1 est don
 un 
hemin a

eptant de la tra
e temporisée τ . Une démonstration similaireest e�e
tuée pour le 
hemin γ2. 2Théorème 3.3 (Complétude du produit-LT). Soit Ap l'automate Event-Clo
k résultantdu produit-LT des automates Event-Clo
k A1 et A2. Soit τ une tra
e temporisée dis
rète,si τ ∈ L(A1) ∩ L(A2) alors τ ∈ L(Ap).Preuve. Si τ ∈ L(A1) ∩ L(A2) alors il existe deux 
hemins a

eptants γ1 et γ2 sur lesautomates A1 et A2 tels que :

γ1 = l0
ψ0
→ l1

ψ1
→ ...ln

ψn
→ ... où ∀i, (τ, i)〈∼ ψi et UpL(ψi) ⊆ UpL(ϕi) (3.1)

γ2 = l′0
ψ′

0→ l′1
ψ′

1→ ...l′n
ψ′

n→ ... où ∀i, (τ, i)〈∼ ψ′
i et UpL(ψ′

i) ⊆ UpL(ϕi) (3.2)Soit γp le 
hemin résultant de la 
omposition des deux 
hemins γ1 et γ2 :
γp = (l0, l

′
0)

ψ0∧ψ′
0→ (l1, l

′
1)

ψ1∧ψ′
1→ ... (ln, l

′
n)

ψn∧ψ′
n→ ....Montrons que γp est un 
hemin de l'automate Ap :

• (li, l
′
i) ∈ L1 × L2 pour tout i et (l0, l

′
0) ∈ L1

0 × L2
0,70
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tion 3.4
• Par dé�nition du produit-LT, pour 
haque F 1

i ∈ F1 (resp. pour 
haque F 2
i ∈ F2) ilexiste une in�nité de positions j (resp. k) telles que lj ∈ F 1

i (resp. lk ∈ F 2
i ). Ce
iest requis étant donné que γ1 et γ2 sont des 
hemins a

eptants des automates A1et A2.

• En�n, les ar
s ((li, l
′
i), ψi∧ψ

′
i, (li+1, l

′
i+1)) sont tels que (li, ψi, li+1) ∈ E1 et (l′i, ψ

′
i, l

′
i+1) ∈

E2.Par dé�nition du produit-LT, γp est alors un 
hemin de l'automate Ap.La dernière étape 
onsiste à montrer que γp est un 
hemin a

eptant :
• (li, l

′
i) ∈ Lp et (l0, l

′
0) ∈ Lp0,

• Soit F p ∈ Fp de la forme (F 1
i × L2). Montrons que γp passe in�niment souvent parles lo
alisations de F 1

i ×L2. γ1 passe in�niment souvent par F 1
i pour tout F 1

i ∈ F1,ainsi γp passe in�niment souvent par l'ensemble (F 1
i × L2) pour tout F 1

i ∈ F1.De façon similaire, nous montrons que γp passe in�niment souvent par l'ensemble
(L1 × F 2

i ) pour tout F 2
i ∈ F2 de la forme (L1 × F 2

i ).
• ((li, l

′
i), ψi ∧ ψ

′
i, (li+1, l

′
i+1)) ∈ Ep. Par hypothèse, (τ, i)〈∼ ψi et (τ, i)〈∼ ψ′

i. Par 
onsé-quent, nous avons (τ, i)〈∼ ψi ∧ ψ
′
i ave
 UpL(ψi ∧ ψ

′
i) ⊆ UpL(ϕi) (voir équations 3.1et 3.2 
i-dessus).

γp est don
 un 
hemin a

eptant. 23.4.2 Illustration biologiqueDans notre pro
édure de model-
he
king, le produit-LT est exé
uté sur l'automateEvent-Clo
k du modèle THPN AM (Figure 3.6) et l'automate Event-Clo
k de la négationde la propriété A¬f , ave
 ¬f ≡ ¬2 ⋄ (m(T3) = 0) (Figure 3.7).
l0

l3l8

l2

l1
NoEvent

m(T 3) = 0 ∧ m(T4) = 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

Tir(T1) ∧ xNoEvent = 0.5

m(T3) = 0.5 ∧ m(T4) = 4.5

m(T4) ∈]4.5, 5[∧

v(t3) = 1 ∧ v(t4) = 0

v(t3) = 0 ∧ v(t4) = 0

v(t3) = 1 ∧ v(t4) = 0.5

v(t3) = 1 ∧ v(t4) = 0

m(T3) = 1 ∧ m(T 4) = 5

Fig. 3.6 � Automate Event-Clo
k asso
iéau modèle THPN AM .

m(T3) = 0

m(T3) = 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) 6= 0

m(T3) = 0

l′0 l′1

l′2Fig. 3.7 � Automate Event-Clo
k de la né-gation de f ≡ 2 ⋄ (m(T3) = 0), A¬f .Lorsque le produit-LT est appliqué sur 
es deux automates Event-Clo
k, nous obte-nons l'automate Event-Clo
k produit Ap = AM × A¬f , dont une portion est représentéesur la Figure 3.8.Détail du produit-LT :L'automate Event-Clo
k produit Ap possède 3 lo
alisations initiales : (l0, l
′
0), (l0, l

′
1) et

(l0, l
′
2). La Figure 3.8 détaille l'automate produit à partir de la lo
alisation initiale (l0, l

′
0).71
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m(T3) = 1 ∧ m(T3) 6= 0

∧NoEvent

m(T3) = 1 ∧ m(T3) 6= 0

∧NoEvent∧NoEvent

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

m(T3) 6= 0m(T3) = 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

m(T3) = 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

m(T3) 6= 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

m(T3) 6= 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

m(T3) 6= 0m(T3) = 0

l0, l
′
0

l1, l
′
2

l1, l
′
1 l1, l

′
0

l2, l
′
0 l2, l

′
1

l2, l
′
2

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

m(T3) = 1 ∧ m(T3) 6= 0

m(T3) ∈]0.5, 1[∧

Fig. 3.8 � Portion de l'automate Event-Clo
k produit Ap = AM ×A¬f .De 
ette lo
alisation trois lo
alisations sont atteignables (l1, l
′
0), (l1, l

′
1) et (l1, l

′
2). Un ar
 del'automate produit allant de la lo
alisation (li, l

′
j) à la lo
alisation (li+1, l

′
j+1) est étiquetépar la 
onjon
tion des observations ψi et ψj où ψi est l'observation étiquetant l'ar
 allantde la lo
alisation li à la lo
alisation li+1 dans l'automate AM et où ψj est l'observationétiquetant l'ar
 allant de la lo
alisation l′j à la lo
alisation l′j+1 dans l'automate A¬f .Ainsi, l'ar
 allant de (l0, l

′
0) à (l1, l

′
0) est étiqueté par l'observation m(T3) = 1 ∧m(T4) =

5∧v(t3) = 1∧v(t4) = 0∧NoEvent∧m(T3) 6= 0. La Figure 3.8 ne présente qu'une portiondes observations étiquetant les ar
s. On pro
ède de même pour le reste de l'automate.3.4.3 Détermination du videL'automate produit Ap = AM × A¬f étant à présent 
onstruit, il nous reste à dé
idersi le langage temporisé de 
et automate est vide ou pas. La détermination du vide est fon-dée sur la 
onstru
tion d'un automate de Bü
hi, appelé l'automate de région, qui a

eptele langage atemporisé de l'automate Event-Clo
k Ap. Raskin et S
hobbens présententdans [36℄ la pro
édure de détermination du vide pour les automates Event-Clo
k propo-sitionnels. Etant donné que la notion d'automate de région n'est que très peu intuitive,nous allons dans un premier temps rappeler sa dé�nition dans un 
adre propositionnelque nous illustrerons sur un exemple assez simple. Nous présenterons alors les modi�
a-tions que nous avons apportées dans notre pro
édure de dé
ision pour pouvoir traiter ladétermination du vide dans notre 
as (les atomes ne sont pas que propositionnels).72
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 transformations des étiquettes Se
tion 3.43.4.3.1 Cas des automates Event-Clo
k propositionnelsDans 
ette se
tion, nous présentons la 
onstru
tion de l'automate de région asso
ié àl'automate Event-Clo
k A. On rappelle que l'obje
tif est de 
onstruire un automate quia

epte le langage atemporisé (Untimed en anglais) de l'automate Event-Clo
k, 
'est-à-dire :
Untimed(A) = {ϕ0ϕ1...ϕn...|τ = (ϕ0, t0)(ϕ1, t1)...(ϕn, tn)... ∈ L(A)}Dé�nition 3.10 (Etat étendu). Un état étendu d'un automate Event-Clo
k A = (L,L0,Σ, C, E,F)est une paire (l, η) où l ∈ L est une lo
alisation et η : C → R+ ∪ {⊥} est une valuationd'horloge qui asso
ie une valeur dans R+ ∪ {⊥} à 
haque horloge z ∈ C de l'automate A.La dé�nition suivante formalise l'e�et du temps qui passe sur les valuations d'horloge.Dé�nition 3.11. La valuation d'horloge η′ obtenue à partir de la valuation d'horloge ηen laissant passer un temps t, notée η + t est dé�nie 
omme suit :

• Pour toute horloge de prédi
tion y : (η+ t)(y) = η(y)− t si η(y)− t ≥ 0 ; sinon η+ tn'est pas dé�nie.
• Pour toute horloge historique x : (η + t)(y) = η(y) + t.Etant donné que le temps est modélisé par des réels positifs ou nuls, le nombre d'étatsétendus ne peut pas être énuméré. Néanmoins, pour évaluer les 
ontraintes temps réelétiquetant les ar
s de l'automate Event-Clo
k, seules la partie entière et la partie fra
-tionnaire de l'horloge sont requises. Ainsi, pour savoir quelle horloge 
hangera en premiersa valeur, nous n'avons besoin que d'un ordre sur les parties fra
tionnaires des valeursdes horloges. De 
es remarques, nous rappelons la dé�nition d'équivalen
e entre valua-tions. Cette relation d'équivalen
e partitionne les valuations en nombre �ni de 
lassesd'équivalen
e, appelées régions. Deux états dans la même région ont un 
omportementsimilaire.Dé�nition 3.12 (Région). Deux valuations d'horloge η1, η2 sont dans la même région,noté η1 ≈ η2, pour un automate Event-Clo
k A = (L,L0,Σ, C, E,F) si et seulement si les
onditions suivantes sont respe
tées :
• η1 et η2 sont en a

ord sur les horloges de valeurs non dé�nies ⊥. Les autres horlogessont appelées a
tives.
• η1 et η2 sont en a

ord sur la partie entière de toutes les horloges a
tives valant auplus c, où c est la plus grande 
onstante apparaissant dans les 
ontraintes temps-réel qui étiquettent les ar
s de A (en 
as de rationnels, toutes les 
onstantes sontmultipliées par leur plus petit multiple 
ommun) :
◦ Pour tout horloge a
tive z ∈ C ave
 la valuation η1, si η1(z) ≤ c ou η2(z) ≤ calors ⌊η1(z)⌋ = ⌊η2(z)⌋.

• η1 et η2 sont en a

ord sur l'ordonnan
ement de la partie fra
tionnaire de toutes leshorloges a
tives valant au plus c :
◦ Pour une horloge de prédi
tion y, la partie fra
tionnaire de η1(y), notée 〈η1(y)〉,vaut ⌈η1(y)⌉ − η1(y), 73
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◦ Pour une horloge historique x, la partie fra
tionnaire de η1(x), notée 〈η1(x)〉 vaut
η1(x) − ⌊η1(x)⌋,

◦ Pour toute horloge a
tive z1, z2 ave
 η(z1) ≤ c et η(z2) ≤ c :
· 〈η1(z1)〉 = 0 si et seulement si 〈η2(z1)〉 = 0
· 〈η1(z1)〉 ≤ 〈η1(z2)〉 si et seulement si 〈η2(z1)〉 ≤ 〈η2(z2)〉Une région d'horloge β est une 
lasse d'équivalen
e de ≈. Deux états étendus (l1, η1),

(l2, η2) sont région-équivalents si l1 = l2 et η1 ≈ η2.Il ne nous reste alors qu'à dé�nir quand est-
e qu'une région d'horloge β2 est unsu

esseur temporel d'une autre région β1.Dé�nition 3.13. Une région d'horloge β2 est un su

esseur temporel d'une région d'hor-loge β1 si et seulement si ∀η1 ∈ β1, ∃t ∈ R+ tel que η1 + t ∈ β2.L'ensemble de 
es dé�nitions peut fa
ilement se 
omprendre à l'aide d'un exemple.Prenons l'automate Event-Clo
k de la Figure 3.9. Celui-
i ne 
ontient que deux horloges,toutes les deux historiques xa et xb. La plus grande 
onstante c apparaissant dans les
ontraintes d'horloge est 2. On en déduit l'ensemble de régions présenté sur la Figure 3.10.
a

b

c

d

l3

l0 l1

l2
xa < 1

xb > 2

Fig. 3.9 � Exemple d'un automate Event-Clo
k.
0

1

2

1 2

(1)

(2)

xb

xaFig. 3.10 � Ensemble de régions asso
iées aux horloges historiques xa et xb.Chaque trait, 
haque point et 
haque surfa
e forment une région de la Figure 3.10.Voi
i quelques exemples de régions :
• Région pon
tuelle : (xa = 0, xb = 1, 〈xa〉 = 〈xb〉)74
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• Région linéaire : (0 < xa < 1, xb = 1, 〈xa〉 > 〈xb〉)
• Région surfa
ique : (0 < xa < 1, 0 < xb < 1, 〈xa〉 < 〈xb〉), numérotée (1) sur laFigure 3.10.Les régions su

édant à une autre région s'obtiennent en suivant la dire
tion don-née par la �è
he en pointillés sur la Figure 3.10. Ainsi, si nous partons de la région

(0 < xa < 1, 0 < xb < 1, 〈xa〉 < 〈xb〉), notée (1), nous obtenons la su

ession suivante :
(0 < xa < 1, 0 < xb < 1, 〈xa〉 < 〈xb〉) → (0 < xa < 1, xb = 1, 〈xa〉 > 〈xb〉) →
(0 < xa < 1, 1 < xb < 2, 〈xa〉 > 〈xb〉) → (xa = 1, 1 < xb < 2, 〈xa〉 > 〈xb〉) → ...La dé�nition de l'automate de régionR(A) de l'automate Event-Clo
k A peut à présentêtre donnée.Dé�nition 3.14 (Automate de région). L'automate de région de l'automate Event-Clo
k
A = (L,L0,Σ, C, E,F) est l'automate de Bü
hi R(A) = (Lr, Lr0,Σ

r, Er,F r) où :
• Lr est l'ensemble de régions (l, β) ave
 l ∈ L, et β est une 
lasse d'équivalen
e desvaluations d'horloges,
• Lr0 est le sous-ensemble de lo
alisations (l, β) où l ∈ L0 et pour toute horloge histo-rique x, β(x) = ⊥

• Σr = Obs(Σ) ∪ {ǫ}

• Les éléments de Er sont les triplets ((l1, β1), s, (l2, β2)) tels que :
◦ si s ∈ Obs(Σ), il y a un ar
 (l1, s, l2) dans l'automate A et une région d'horloges
β3 telle que :
· β1 = β3[yα := 0|α ∈ s] (β1 est en a

ord ave
 β3 sur toutes les horloges ex
eptéles horloges de prédi
tion asso
iées aux atomes apparaissant dans s ; 
es horlogesont la valeurs 0 dans β1),
· β2 = β3[xα := 0|α ∈ s] (β2 est en a

ord ave
 β3 sur toutes les horloges ex
eptéles horloges historiques asso
iées aux atomes apparaissant dans s ; 
es horlogesont la valeurs 0 dans β2),
· Lorsque l'ar
 est fran
hi, la valeur des horloges est 
ohérente ave
 les 
ontraintestemps-réel de s.

◦ si s = ǫ alors la région β2 est un su

esseur temporel de la région β1 et l1 = l2.
• F r = {F ′

1, ..., F
′
n} ∪ {Fxα|α ∈ Σr} ∪ {Fxα|α ∈ Σr}

◦ pour tout i, F ′
i = {(l, β)|l ∈ Fi et β est une 
lasse d'équivalen
e de valuationsd'horloges}

◦ Fxα = {(l, β)|η(xα) = 0 ∨ η(xα) > c ∨ η(xα) = ⊥, ∀η ∈ β}
◦ Fyα = {(l, β)|η(yα) = 0 ∨ η(yα) = ⊥, ∀η ∈ β} 75
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he
king pour THPNLes deux derniers points assurent que les horloges soient remises à zéro, indé�niesou plus grandes que leur valeur maximale, in�niment souvent. Ce
i est imposé parla progression temporelle.L'automate de région asso
ié à l'automate Event-Clo
k de la Figure 3.9 est représentésur la Figure 3.11.
a

c

d

a

b b bb

b

b b b b b

l1, (xa = 0, xb = ⊥)l0, (xa = ⊥, xb = ⊥)

l2, (xa > 2, xb = 0, 〈b〉 < 〈a〉)

l2, (1 < xa < 2, xb = 0, 〈b〉 < 〈a〉)

l2, (0 < xa < 1, xb = 0, 〈b〉 < 〈a〉)

l3, (0 < xa < 1, 0 < xb < 1, 〈b〉 <〉a〉)

l0, (0 < xa < 1, xb > 2, 〈b〉 < 〈a〉)l1, (xa = 0, xb > 2, 〈a〉 < 〈b〉)

l2, (xa = 2, xb = 0, 〈b〉 = 〈a〉)

l2, (xa = 1, xb = 0, 〈b〉 = 〈a〉)

Fig. 3.11 � Automate de région.Expli
ations :L'automate Event-Clo
k ne possède qu'une unique lo
alisation initiale l0. De plus,initialement, les deux horloges historiques sont indé�nies xa = xb = ⊥. Lors du fran
his-sement de l'ar
 allant de l0 à l1, l'atome a est lu, l'horloge historique xa devient don
a
tive alors que xb reste ina
tive. Nous sommes don
 dans l'état (l1, xa = 0, xb = ⊥) del'automate de région.L'ar
 allant de l1 à l2 dans l'automate Event-Clo
k re
onnaît l'atome b, l'horloge xbdevient don
 a
tive et vaut 0. Etant donné qu'au
une 
ontrainte temporelle n'étiquettel'ar
 allant de l1 à l2, toute région su

esseur de (xa = 0, xb = ⊥) donne un état dansl'automate de région. On en déduit les 5 états de l'automate de région asso
iées à l2.Pour passer de la lo
alisation l2 à l3, une 
ontrainte d'horloge impose que xa < 1. Parmiles 5 états pré
édents de l'automate de région, seul l'état (l2, (0 < xa < 1, xb = 0, b < a))possède un su

esseur permettant de satisfaire la 
ontrainte temporelle xa < 1, il s'agitde l'état (l3, (0 < xa < 1, 0 < xb < 1, b < a)), et
.76



Un produit ave
 transformations des étiquettes Se
tion 3.4L'automate de région R(A) re
onnaît un langage non temporisé. Alur et al. [37℄ ontmontré que le langage re
onnu par 
et automate est exa
tement le langage atemporisé del'automate Event-Clo
k A.Théorème 3.4. [37℄ Soit A un automate Event-Clo
k et R(A) l'automate de régionasso
ié, le langage de R(A) est Untimed(L(A)).On en déduit le 
orollaire suivant :Corollaire 3.2. [36℄ Le langage temporisé de A est vide si et seulement si le langage de
R(A) est vide.3.4.3.2 Notre pro
édure de dé
isionDans notre pro
édure de model-
he
king, nous avons étendu la notion d'atomes pro-positionnels à 
elle d'atomes instantanés (Dé�nition 2.3 page 44). Les atomes instantanésintroduisent de la sémantique dans l'étiquetage des ar
s. Par 
onséquent, nous ne pouvonsappliquer la pro
édure de 
onstru
tion de l'automate de région dire
tement sur l'automaterésultant du produit-LT des automates AM et A¬f . Nous rajoutons don
 une étape préa-lable permettant de se rapporter à un 
as propositionnel 
omme dé
rit 
i-dessus.Vers un étiquetage propositionnel : Modi�
ation des étiquettes. Dans un pro-duit usuel d'automates, l'ar
 ((l1, l

′
1), a, (l2, l

′
2)) de l'automate produit Ap = A1 × A2 nepeut provenir que des ar
s (l1, a, l2) et (l′1, a, l
′
2) des deux automates initiaux A1 et A2. Leproduit usuel d'automates né
essite l'égalité des étiquettes sur les ar
s.Dans notre 
as, le produit-LT (Dé�nition 3.9 page 69) autorise la 
onstru
tion debeau
oup plus d'ar
s. Les théorèmes 3.2 et 3.3 montrent que 
es ar
s surnuméraires nepeuvent pas engendrer des 
hemins a

eptants autres que 
eux provenant de l'interse
tiondes langages des deux automates initiaux A1 et A2. Prenons l'exemple des ar
s (l1, a, l2)et (l′1,¬a, l

′
2) provenant respe
tivement des automates A1 et A2. D'après la dé�nitiondu produit-LT, l'ar
 ((l1, l

′
1), a∧¬a, (l2, l

′
2)) est un ar
 de l'automate produit, mais au
un
hemin a

eptant ne peut passer par 
et ar
. Nous ajoutons don
 deux étapes préliminairespermettant de retirer tous 
es ar
s surnuméraires in
ohérents.Rappelons que 
haque observation bien formée ψi étiquetant les ar
s de l'automatepeut s'é
rire sous forme de trois sous-observations : ψi ≡ ψi1 ∧ ψi2 ∧ ψi3 (voir Notation 2page 47). De plus, par la Dé�nition 2.15, (τ, i)〈∼ ψi si et seulement si (τ, i)〈∼ ψi1 et

(τ, i)〈∼ ψi2 et (τ, i)〈∼ ψi3 .
• Comme dé
rit pré
édemment, la première étape 
onsiste à 
her
her une in
ohéren
edans les sous-observations ψi1. La sous-observation ψi1 ne 
onsidère que les propo-sitions. Il est don
 fa
ile de voir si ψi1 est satis�able ou pas. Une sous-observation
ψi1 est alors in
ohérente si et seulement si p∧¬p est une sous-formule de ψi1, ave

p ∈ Pr une proposition [68℄.On insiste sur le fait que si ψi1 est insatis�able alors au
une tra
e dis
rète τ nepourra satisfaire ψi1 à la position i.

• Les sous-observations ψi2 
on
ernent les atomes instantanés de la forme v ≥ v′ où
v, v′ ∈ V ∐ R. Etant donné que notre produit-LT fait la 
onjon
tion des atomes,77



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPNplusieurs informations portant sur la même variable v peuvent être réparties dansplusieurs atomes de l'observation étiquetant l'ar
. Par exemple, v ≥ 2 ∧ v ≥ 4.De plus, la 
onjon
tion de 
es atomes instantanés peut engendrer des in
ohéren
essémantiques, qu'il serait bien de supprimer. Par exemple, si nous reprenons l'auto-mate produit dont une portion est présentée sur la Figure 3.8, l'ar
 bou
lant sur lalo
alisation (l1, l
′
1) est étiqueté par l'observation m(T3) = 0∧m(T3) ∈]0.5; 1[. Il estévident qu'il n'existe pas d'évaluation possible de la variable m(T3) permettant desatisfaire simultanément les deux atomes. Nous ajoutons don
 une étape permet-tant de véri�er la 
ohéren
e de la sous-observation ψi2 et permettant de modi�er lesétiquettes pour qu'au plus une information soit asso
iée à 
haque variable.La sous-observation ψi2 peut être perçue 
omme un système très simple de 
ontraintes.Chaque atome instantané v ≥ v′ 
orrespond à une 
ontrainte, qui peut être repré-sentée sous forme de polyèdres [69℄. La 
onjon
tion de deux atomes instantanés

v ≥ v′ ∧ v ≥ v′′, se traduit par l'interse
tion des deux polyèdres 
orrespondantrespe
tivement à la 
ontrainte v ≥ v′ et à la 
ontrainte v ≥ v′′. A 
haque ar
 del'automate produit est alors asso
ié un système de 
ontraintes {c1, ..., cn} où les cisont des 
ontraintes de la forme v ≥ v′ ave
 v, v′ ∈ V ∐ R.Wilde [69℄ montre que le polyèdre asso
ié à un système de 
ontraintes {c1, ..., cn} estvide si et seulement si la 
onjon
tion des 
ontraintes ci est insatis�able. Ainsi, dansle 
as où le polyèdre asso
ié à un ar
 de l'automate produit est vide, nous pouvons
on
lure que la sous-observation ψi2 est insatis�able, 
'est-à-dire qu'il n'existe pasde tra
e temporisée τ qui satisfait ψi2 à une 
ertaine position i.
• Soit (li, ψi, li+1) un ar
 tel que ψi a été montré insatis�able à 
ause de ψi1 ou de
ψi2 . Il n'existe don
 pas de tra
e temporisée τ telle que (τ, i)〈∼ ψi. Par la suite, nous
onsidérons l'automate A′

p dans lequel les ar
s insatis�ables ont été supprimés etdans lequel les étiquettes ont été modi�és. La Figure 3.12 présente la portion del'automate produit de la Figure 3.8 modi�é.Les modi�
ations apportées à l'automate produit A′
p modi�é permet de ne plus 
onsi-dérer la sémantique des étiquettes. On peut à présent se rapporter à un 
as propositionnel.Traitement du 
as propositionnel La sous-observation ψi3 est 
omposée des 
ontraintestemporelles qui utilisent les horloges historiques et 
elles de prédi
tion xα et yα, ave
 α unatome instantané. A 
ause de la 
ontrainte imposée sur les atomes 
omposés d'horloges(i.e. 
omparaison des horloges ave
 des rationnels), la pro
édure 
lassique d'automate derégion peut à présent être utilisée. Ainsi, d'après 
e qui a été vu pré
édemment, nouspouvons 
on
lure que le langage temporisé de l'automate produit modi�é A′

p est vide siet seulement si le langage de l'automate de région R(A′
p) est vide.3.4.3.3 Illustration biologiqueNous avons implémenté un logi
iel permettant d'automatiser la 
onstru
tion de l'auto-mate de région. Cet outil sera détaillé dans le Chapitre 4. L'automate de région asso
ié àl'automate produit A′

p de la Figure 3.12 étant trop important, 
elui-
i ne sera pas détailléi
i. Sa 
onstru
tion suit le même pro
édé que 
elui utilisé pour l'automate de région de78
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m(T3) = 1
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m(T3) = 1

m(T3) ∈]0.5, 1[

m(T3) ∈]0.5, 1[
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′
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′
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′
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′
2

∧NoEvent

∧NoEvent

Fig. 3.12 � Portion de l'automate produit modi�é.la Figure 3.11. Dans le 
as de notre illustration biologique, nous arrivons à la 
on
lusionque le langage de l'automate produit A′
p est vide.Pour 
on
lure que notre modèle THPN satisfait la propriété f étudiée, il nous fautdonner les démonstrations de 
orre
tion et 
omplétude de notre pro
édure. La partiesuivante traite de 
es deux questions.3.5 Corre
tion et 
omplétude de la pro
édure3.5.1 Théorèmes �nauxLemme 3.6. Soient M le modèle THPN en temps 
ontinu, f une formule CTEL, τ unetra
e temporisée dis
rète et AM l'automate Event-Clo
k asso
ié au modèle,

M |= f ⇒ ∀τ ∈ L(AM), τ〈∼ fPreuve. Ce lemme dé
oule dire
tement du 
orollaire 2.1 (page 49) et du lemme 3.5(page 64). 2Lemme 3.7 (Corre
tion de la pro
édure). Soient M le modèle THPN en temps 
ontinu,
f une formule CTEL, A¬f l'automate Event-Clo
k asso
ié à la négation de f et AMl'automate Event-Clo
k asso
ié au modèle,

L(A¬f × AM) = ∅ ⇒M |= f 79



Chapitre 3 Model-
he
king pour THPNPreuve. Supposons que L(A¬f ×AM) = ∅ et que M |= ¬f .Du lemme 3.6, il dé
oule ∀τ ∈ L(AM), τ〈∼ ¬f .D'après le théorème 3.1, on a τ〈∼ ¬f ⇒ τ ∈ L(A¬f). Ainsi, ∀τ ∈ L(AM), τ ∈ L(A¬f ).Etant donné que le produit-LT est 
omplet, nous déduisons que ∀τ ∈ L(AM), τ ∈ L(A¬f×
AM). Etant données les restri
tions (résolution de 
on�its et réseau de Petri borné) quiont été imposées sur les propriétés des THPN (page 27), nous déduisons que L(AM) 6= ∅.Par 
onséquent, L(A¬f × AM) 6= ∅. Contradi
tion. 2Lemme 3.8 (Complétude de la pro
édure). SoientM le modèle THPN en temps 
ontinu,
f une formule CTEL, A¬f l'automate Event-Clo
k asso
ié à la négation de f et AMl'automate Event-Clo
k asso
ié au modèle,

M |= f ⇒ L(A¬f × AM) = ∅Preuve. Supposons que M |= f et que L(A¬f × AM) 6= ∅.
L(A¬f ×AM ) 6= ∅ don
 , ∃τ ∈ L(A¬f ×AM ). D'après le théorème 3.2 (page 69), il dé
oule
τ ∈ L(AM) et τ ∈ L(A¬f ).
M |= f don
, d'après le lemme 3.6, on a ∀τ ∈ L(AM), τ〈∼ f et d'après le théorème 3.1(page 67), il dé
oule ∀τ ∈ L(A¬f), τ〈∼ ¬f .Toutes les tra
es temporisées τ ∈ L(A¬f × AM) doivent alors satisfaire f et ¬f , i.e. :
∀τ ∈ L(A¬f × AM), τ〈∼ f ∧ ¬f . Il a été prouvé (
orollaire 3.1, page 67) qu'au
une tra
e
τ ∈ L(A¬f) ne pouvait être telle que τ〈∼ f ∧ ¬f . Contradi
tion. 2Théorème 3.5. Soit M le modèle THPN en temps 
ontinu, f une formule CTEL, A¬fl'automate Event-Clo
k asso
ié à la négation de f et AM l'automate Event-Clo
k asso
iéau modèle, M |= τ ⇔ L(A¬f × AM) = ∅Preuve. Ce théorème dé
oule dire
tement des deux pré
édents lemmes. 23.5.2 Illustration biologiqueEtant donné que le langage de l'automate produit A′

p est vide, nous en déduisonsque notre modèle THPN satisfait la propriété f ≡ 2 ⋄ (m(T3) = 0), 
e qui traduitla prédominan
e de la déiodinase de type 3, inhibitri
e des hormones thyroïdiennes parrapport à la déiodinase de type 2, a
tivatri
e des hormones thyroïdiennes. L'exploitationbiologique de 
e résultat sera détaillé dans le 
hapitre biologique (Chapitre 5).3.6 RésuméLa Figure 3.13 présente un s
héma synthétisant les notations utilisées dans notre pro-
édure ainsi que les liens existant entre elles. La question initiale : �Notre modèle THPNsatisfait-il la propriété étudiée ?� est résumée par la double �è
he rouge entre les THPNet l'ensemble de formules bien formées For. Pour répondre à 
ette question, il faut passerla frontière des modèles pour passer à 
elle de la véri�
ation (F ).Le THPN, soumis à une stratégie de résolution de 
on�its, produit des exé
utionsen temps 
ontinu (1) qui peuvent être 
onverties en automate Event-Clo
k AM (2). Les80



Résumé Se
tion 3.6
HFPN

THPN

(6)

(5) (7)

(3)

(8)

(4)

S 

(2)

(1)

For, Obs, h ...

Automate 
Event Clock A

S 

F

M |= τ

τ
〈∼

M |=h


ontinu M

τ ∈ L(A)τ

Tra
es Temporisées

Modèles en temps(Stratégie pour les 
on�its)|= ?

Fig. 3.13 � Résumé de la pro
édure globale de model-
he
king pour les THPN.tra
es temporisées re
onnues par l'automate AM (3) sont satisfaites par le modèle entemps 
ontinu M (4). En e�et, on a montré que M |= τ si τ appartient à L(A), A étantl'automate asso
ié àM . On remarque que (4) = (2)+(3). Nous dé�nissons alors les règlesde satisfa
tion entre une tra
e temporisée et une formule (5) et entre un modèle en temps
ontinu et une formule (6) étant donnée une séquen
e temporelle h.La propriété étudiée f est une formule bien formée de For qui représente un ensemblede tra
es temporisées. Celle-
i peut être 
onvertie en automate Event-Clo
k (7) et (8). Leproblème de satisfa
tion initial est don
 réduit à l'étude d'automates Event-Clo
k. Notrepro
édure permet de 
on
lure que le THPN satisfait la propriété f (double �è
he rouge) siet seulement si pour toute tra
e temporisée de l'automate asso
ié au modèleM (lui-mêmeasso
ié au THPN), on a M |= τ et τ〈∼ f .
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Chapitre 4La Plate-forme logi
ielle : BioPetriNotre pro
édure de model-
he
king a été implémentée dans le logi
iel BioPetri, unmodel-
he
ker pour THPN et formules CTEL qui utilise la 
onversion en automates Event-Clo
k. Le but est de dé
ider si un modèle THPN satisfait ou non une propriété f expriméeen CTEL.Dans un premier temps, nous dé
rivons la démar
he adoptée dans le logi
iel BioPetri,puis nous détaillons les �
hiers et fon
tions majeures. En�n, nous expli
itons le moded'utilisation du logi
iel à l'aide de l'exemple biologique traité au 
ours des pré
édents
hapitres.4.1 Des
ription du logi
iel BioPetriPour une stratégie de résolution de 
on�it donnée, le logi
iel BioPetri 
onstruit ungraphe d'évolution à partir du modèle THPN en suivant l'algorithme présenté dans [34℄et rappelé dans le Chapitre 1 se
tion 1.4.2.Du graphe d'évolution, le logi
iel BioPetri 
onstruit un automate Event-Clo
k AMsuivant les étapes de l'algorithme détaillées dans le Chapitre 3 se
tion 3.2.2.La pro
édure pour 
onstruire l'automate Event-Clo
k A¬f détaillée par Raskin etS
hobbens [36℄ est également implémentée.Le logi
iel BioPetri 
onstruit l'automate produit-LT des deux automates AM et A¬fet nous donne toutes les lo
alisations �nales pouvant être atteintes. Si au
une lo
alisation�nale n'est atteinte, nous pouvons 
on
lure que le modèle THPN satisfait la propriétéétudiée f . Dans le 
as 
ontraire, 
elui-
i ne satisfait pas la propriété.4.2 Implémentation du logi
iel BioPetriLe 
ode du logi
iel BioPetri peut être trouvé sur le site web :http ://stron
ale.googlepages.
om/home. Deux parties 
onstituent BioPetri. La première
on
erne la 
onstru
tion de graphes d'évolution à partir d'un modèle THPN et la deuxième
on
erne le model-
he
ker pour automates Event-Clo
k et logique CTEL. Chaque partieva être dé
rite séparément.



Chapitre 4 La Plate-forme logi
ielle : BioPetri4.2.1 Constru
tion du graphe d'évolutionLe 
ode de la première partie est regroupé dans un répertoire intitulé EG_CONSTRUCTION.Celui-
i 
omporte les deux algorithmes permettant la 
onstru
tion du graphe d'évolutionà partir d'un THPN (�
hier EG_from_THPN.c), 
'est-à-dire :1. L'algorithme 
al
ulant les vitesses instantanées des transitions d'un réseau de Petri
ontinu (fon
tion algo54),2. L'algorithme utilisant le pré
édent pour 
onstruire le graphe d'évolution (fon
-tion algo61),Ces deux algorithmes ont été présentés dans le Chapitre 1 se
tion 1.4.2. Le �
hier
EG_from_THPN.c 
omprend environ 4500 lignes de 
ode. Le graphe d'évolution estobtenu grâ
e à l'exé
ution de la fon
tion algo61.La 
ompilation et l'exé
ution du �
hier EG_from_THPN.c né
essite, outre un 
om-pilateur C, un solveur de problèmes de programmation linéaire. En e�et, le 
al
ul desvitesses instantanées e�e
tué par l'algorithme 5.4 passe par la résolution de problèmessimples de programmation linéaire. Nous avons utilisé le solveur GLPK disponible àl'adresse suivante : http ://www.gnu.org/software/glpk.4.2.2 Model-Che
ker pour automates Event-Clo
kLa deuxième partie 
orrespond au model-
he
ker pour automates Event-Clo
k et for-mules CTEL. Les �
hiers asso
iés à 
ette partie sont regroupés dans un répertoire in-titulé ECA_MODEL_CHECKING. On rappelle que l'étape de détermination du videde notre pro
édure de model-
he
king né
essite de déterminer l'in
ohéren
e de systèmesde 
ontraintes en les 
onvertissant en ensembles de polyèdres. Notre model-
he
ker utilisedon
 la bibliothèque de polyèdres développées en C par Wilde [69℄ (sous-répertoire intitulé
). Notre pro
édure de model-
he
king 
omporte 5 étapes détaillées dans le Chapitre 3.Chaque étape est implémentée dans un �
hier du sous-répertoire noté 
aml (Figure 4.1) :

• Les automates temps-réel utilisés sont des automates Event-Clo
k [37℄ étendus parla notion d'atomes instantanés. Le type de 
es automates a été dé�ni dans le �
hier
eca.ml (∼ 300 lignes),

• Le graphe d'évolution, obtenu dans la première partie, est 
onverti en un automateEvent-Clo
k AM (fon
tion 
onstru
t_e
a du �
hier petri_to_e
a.ml d'environ 225lignes),
• Soit f la propriété étudiée. La troisième étape de notre pro
édure 
onsiste à 
onvertiren automate Event-Clo
k la négation de la propriété. Soit A¬f , l'automate ainsiobtenu (fon
tion e
a_of_for du �
hier event
lo
k.ml, ∼ 370 lignes) .
• L'obtention des tra
es 
ommunes aux deux automates AM et A¬f se fait grâ
e auproduit-LT (fon
tion produ
t du �
hier produ
t_sem.ml, ∼ 320 lignes) ,
• La dernière étape 
onsiste à déterminer si le langage de l'automate produit est videou non. Nous re
her
hons alors si des lo
alisations �nales sont atteignables ou non(fon
tion rea
hable du �
hier region.ml, 
omprenant environ 1000 lignes de 
ode).86



Développement sur un exemple Se
tion 4.3Certains �
hiers, non mentionnés 
i-dessus (poly.ml et matrix.ml), sont utilisés pour la
onversion en Caml de la bibliothèque de polyèdres. Le 
ode a été inspiré du 
ode sour
ede TEMPO, un model-
he
ker pour les automates Event-Re
ording propositionnels [70℄,uniquement 
omposés d'horloges historiques.L'exé
ution de 
es di�érents �
hiers né
essitent un 
ompilateur O
aml, disponible àl'adresse suivante : http ://
aml.inria.fr/download.en.html.

Langage vide

Automaton Event−Clock

Produit d’automates

Automate Event−Clock

EG_to_THPN.c

algo_EG

construct_eca

petri_to_eca.ml

eca_of_for

eventclock.ml

product
product_sem.ml

reachable
region.ml

Langage non vide

A¬f

AM × A¬f


onnue f

AM

Graphe d'évolution Propriéte biologique

Propriéte f vraie Propriéte f fausseDé
ision du Vide
Modèle THPN

Fig. 4.1 � Résumé des �
hiers et fon
tions du Logi
iel BioPetri.4.3 Développement sur un exempleDans 
ette se
tion, nous détaillons la démar
he à suivre pour utiliser le logi
iel Bio-Petri sur l'exemple détaillé le long des pré
édents 
hapitres.4.3.1 Constru
tion du graphe d'évolution
• La stru
ture du THPN de la Figure 1.14 est détaillée dans un �
hier texte �
ompe-tition_enzyme.txt� selon le format de la Figure 4.2.
• L'exé
utable de EG_from_THPN.
 (répertoire EG_CONSTRUCTION ) demandeun nom de �
hier :
◦ Nom du Fi
hier
◦ 
ompetition_enzyme.txtDans le �
hier EG_print se trouve la version imprimée du graphe d'évolution ob-tenu. Lors de l'exé
ution, trois �
hiers ont été 
réés : nom.lp, sortie.txt et uj. Ces�
hiers sont utilisés pour la résolution des systèmes de programmation linéaire lorsde l'appel du solveur GLPK. Leur 
ontenu ne sera pas détaillé i
i. 87



Chapitre 4 La Plate-forme logi
ielle : BioPetri
• Le graphe d'évolution obtenu se dé�nit par :
◦ matmar : la matri
e de marquage pour tous les IB-states,
◦ time_event : les temps su

essifs des transitions du graphe d'évolution ré
apituléssous forme de ve
teur,
◦ matevt : la matri
e des événements ayant lieu à 
haque temps du ve
teur time_event,
◦ matvit : la matri
e ré
apitulant le ve
teur de vitesses instantanées de 
haquetransition du graphe d'évolution et,
◦ nloop : le numéro de l'IB-state sur lequel bou
le le graphe d'évolution. En 
as dedeadlo
k, nloop 
orrespond au numéro du dernier IB-state.4.3.2 Model-Che
ker pour automates Event-Clo
kUn �
hier Make�le a été 
réé de façon à automatiser l'appel des fon
tions dé
rites 
i-dessus les unes à la suite des autres (sous-répertoire 
aml du répertoire ECA_MODEL_CHECKING).L'exé
ution du Make�le permet l'appel des fon
tions suivantes :

• L'appel de la fon
tion 
onstrut_e
a du �
hier petri_e
a se fait 
omme suit :
let aM = construt_eca nbTGE matmar matevt matvit time_event

nbPd nbP nbTd nbT nbloop nbIB nom

Nombre de places

Nombre de transitions

Nombre de conflits de type 1, 2, 3 et 4 0 1 2 0

Matrice Pre

Matrice Post

0 0

0 
0 0 

0 1
0 0

0
1 

4

0

4

1

1

1 1 0
0 0 1 1

0 0 1
0 0 0 1

0.5

0.5

0

1

0.5 1
1

3 2 (T3 < T2)3 1 (T3 < T1)
1 2 (T1 < T2)

T1 T2 T3 T4

T3

T4

D2

D3Marquage initial : (T3, T4, D2, D3)Vitesses maximales : (T2, T3, T4)

(1, 5, 0, 0)

(1, 1, 1)

Nombres de pla
es dis
rètesNombre de transitions dis
rètesNombre de sous-réseaux-
ontinusRésolution de 
on�it de type 1Résolution de 
on�it de type 2Résolution de 
on�it de type 3Résolution de 
on�it de type 4
T1 T2 T3 T4

T3

T4

D2

D3

Délais : (0.5)Fig. 4.2 � Format du �
hier dé
rivant la stru
ture du modèle THPN.88



Développement sur un exemple Se
tion 4.3Cette fon
tion renvoie l'automate du modèle THPN aM de type E
a. Elle prend
omme arguments, 
eux 
ités pré
édemment ainsi que nbTGE et nbIB, 
orrespon-dant respe
tivement au nombre de transitions et d'IB-states du graphe d'évolu-tion, ainsi que nbPd, nbP, nbTd et nbT représentant respe
tivement le nombrede pla
es dis
rètes, le nombres de pla
es, le nombres de transitions dis
rètes et lenombre de transitions totales. L'automate aM est dé
rit dans le �
hier intitulé for-mule_tetard.ml.
• La négation de la propriété étudiée nf est traduite dans le type formule du �
hierEvent
lo
k.ml. On appelle alors la fon
tion e
a_of_for :

let anf = eca_of_for nf “nom_nf ′′où nf est de type formule et �nom_nf� est le nom de la formule donnée sous formede 
haîne de 
ara
tères. La dé�nition du type formule CTEL se 
omprend fa
ilementd'après le 
ode sour
e. Prenons l'exemple de la formule simpli�ée
f ≡ ⋄ (m(T3) = 0) ≡ ⊤U(m(T3) = 0)qui s'implémente 
omme suit :

◦ (*Définition de l'atome m(T3)=0*)
◦ let a = {sign = Pos; variable=m(T3); 
omp=Eq; valeur=0}
◦ let nf = Event
lo
k.U(Event
lo
k.Atome True, Event
lo
k.Atome a)

• La fon
tion product aM anf du �
hier produ
t_sem.ml renvoie l'automate Event-Clo
k de type E
a résultant du produit des deux automates aM et anf .
• La dernière étape 
onsiste à tester l'atteignabilité des états �naux de l'automateobtenu 
i-dessus. On appelle la fon
tion rea
hable tab e
a_p du �
hier rea
hable.mloù tab 
orrespond à un tableau ré
apitulant les horloges présentes dans l'automateproduit e
a_p.La 
ompilation de toutes 
es fon
tions est in
luse dans le �
hier Make�le. Néanmoins,de façon à 
ontr�ler l'exé
ution du �
hier formule_tetard.ml, 
elle-
i n'a pas été intégréedans le Make�le. On pro
ède don
 
omme suit :
• make
• (*Exé
ution du fi
hier formule_tetard.ml*)
• ./formule_tetard.mlA l'é
ran s'a�
hent alors l'automate produit, ainsi que la 
on
lusion quant au vide dulangage de 
et automate produit.Le temps d'exé
ution de la pro
édure 
omplète est très variable selon que le langagede l'automate produit est vide ou non. Ainsi, dans notre exemple, le langage �nal est vide,le logi
iel BioPetri ne met alors que quelques se
ondes pour terminer son exé
ution. Par
ontre, dans le 
as où le langage n'est pas vide, la détermination de tous les états �naux89



Chapitre 4 La Plate-forme logi
ielle : BioPetriatteignables peut prendre quelques heures.L'automatisation de notre pro
édure de model-
he
king nous a permis de nous inté-resser à des systèmes biologiques beau
oup plus importants, 
'est 
e que nous détaillonsdans le 
hapitre suivant.
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Chapitre 5Appli
ation à la métamorphoseamphibienne
5.1 Contexte biologique5.1.1 Le Xénope : modèle étudiéLe genre Xenopus est 
omposé de 18 espè
es naturellement disséminées à traversl'Afrique et l'Amérique Latine [71℄. Parmi les di�érentes espè
es que 
ompte 
e genre,Xenopus laevis est la plus largement employée par les biologistes. Importée en Europedans les années 1930, elle fut tout d'abord utilisée dans le 
adre d'études d'endo
rinolo-gie. Par la suite, Xenopus laevis a supplanté les autres modèles amphibiens 
ourammentutilisés en Europe. En e�et, Xenopus laevis est d'une relative fa
ilité d'élevage : l'in-du
tion des pontes est possible jusqu'à 5 fois par an. Ces pontes, très abondantes, sontfa
ilement fé
ondables in vitro. On peut ainsi obtenir un grand nombre d'embryons dontle développement est syn
hronisé. L'embryon devenu têtard met environ deux mois pourse métamorphoser en un juvénile qui deviendra sexuellement mature au bout de 2 ans.La stru
ture du génome de X. laevis est relativement 
omplexe. D'une taille de 3,2Gpb, 
e génome possède 36 
hromosomes et est allotétraploïde, 
'est-à-dire qu'au lieud'avoir des paires de 
hromosomes, l'animal a des groupes de 4 
hromosomes. X. laevisest un modèle unique pour l'étude de la métamorphose. Toutefois, la 
omplexité de songénome en fait un modèle qui s'intègre di�
ilement dans le 
adre d'études fon
tionnellesen génétique et en génomique. C'est dans l'obje
tif de mener de telles appro
hes tout en
onservant le béné�
e des 
onnaissan
es obtenues 
hez X. laevis que des s
ienti�ques deplusieurs laboratoires ont reporté leurs e�orts, depuis maintenant une dizaine d'années,sur une autre espè
e de xénope, phylogénétiquement pro
he, Xenopus tropi
alis.En e�et, Xenopus tropi
alis est diploïde, son génome haploïde mesure 1,7 Gpb répartissur dix 
hromosomes. Il est possible d'obtenir des individus de 
ette espè
e sexuellementmatures en environ 6 mois, 
e qui fa
ilite leur étude.Xenopus tropi
alis est bien plus à même de s'ins
rire dans des problématiques degénétique et d'études fon
tionnelles à grande é
helle grâ
e à la durée de son 
y
le de vieet à la stru
ture de son génome. Dans 
ette optique, le séquençage de son génome a étéentrepris par le Joint Genome Institute [72℄.



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienneDe nombreuses études [73, 74℄ ont 
omparé les 2 espè
es de façon à s'assurer, aussibien au niveau te
hnique que biologique, de la proximité des deux espè
es. Par la suite,nous nous intéressons don
 à l'élaboration et à l'étude de modèles asso
iés à X. tropi
alisbien que l'essentiel des données biologiques provenant de la littérature soit relatif à X.laevis.5.1.2 MétamorphoseLa métamorphose des amphibiens est un pro
essus de développement postembryon-naire remarquable. Des modi�
ations morphologiques importantes permettent au têtardde passer d'un milieu de vie aquatique à un milieu terrestre. Ce 
hangement de mode devie né
essite le développement d'organes tels les membres ou les poumons, qui a

om-pliront des r�les physiologiques adaptés à 
e nouveau biotope. Par ailleurs, des organesspé
i�ques à la vie aquatique, 
omme les bran
hies ou la queue, seront éliminés. Cesmodi�
ations importantes sont toutes gouvernées par les hormones thyroïdiennes. Ainsi,la métamorphose des amphibiens est un modèle de 
hoix pour 
omprendre le r�le deshormones thyroïdiennes et leur mode de fon
tionnement.5.1.3 Les hormones thyroïdiennes5.1.3.1 RégulationLa glande thyroïde est la glande endo
rine qui produit les hormones thyroïdiennes,notées HT. On trouve les HT sous deux formes majoritaires qui sont la thyroxine outétraiodothyronine (T4) et la triiodothyronine (T3) [54, 55℄. La T4 est l'HT 
ir
ulantmajoritairement dans l'organisme, mais la forme la plus a
tive biologiquement est la T3.Dès leur sé
rétion dans le �ux sanguin, les HT se lient à di�érentes protéines qui per-mettent leur transport dans tout l'organisme et régulent leur disponibilité plasmatique et
ellulaire.Comme nous l'avons vu dans les 
hapitres pré
édents, les HT peuvent subir, dans le
ytoplasme, des modi�
ations modulant leur a
tivité.
• La Déiodinase 3, notée D3, est ina
tivatri
e et son a
tion aboutit à la formation derT3 à partir de T4 ou de T2 à partir de T3 [61, 60℄.
• La Déiodinase 2, notée D2, est a
tivatri
e et permet la 
atalyse de la T4 en T3. Elleest aussi 
apable de transformer le rT3 en T2 [59, 58℄ (Figure 5.1).5.1.3.2 Mode d'a
tion des hormones thyroïdiennesLes hormones thyroïdiennes ne peuvent agir seules. Elles ne sont fon
tionnelles quepar asso
iation ave
 leur ré
epteur, noté RHT [57, 75℄. Ces ré
epteurs appartiennent àla superfamille des ré
epteurs nu
léaires qui sont des fa
teurs de trans
ription. Les RHTsont 
onstitutivement asso
iés à la 
hromatine. Il existe deux types de RHT 
hez Xenopuslaevis : le TR-α et le TR-β. Leur niveau d'expression varie d'un tissu à l'autre et leurdistribution est limitée aux tissus 
apables de répondre aux HT. Ces ré
epteurs présententune forte a�nité pour T3 mais lient également T4 dans une moindre mesure.92
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Fig. 5.1 � Les déiodinases, enzymes a
tivatri
es et ina
tivatri
es des hormones thyroï-diennes.5.1.3.3 Fon
tionsLa 
ompéten
e du têtard à se métamorphoser dépend de la disponibilité des di�érents
omposants intervenant dans la voie de signalisation trans
riptionnelle régulée par lesHT. C'est la présen
e 
on
omitante d'hormone a
tive et de ses ré
epteurs qui permettrale dé
len
hement et l'a

omplissement de la métamorphose. Le développement du xénopeest divisé en di�érents stades de développement numérotés de NF 1 à NF 66 en référen
eà leurs auteurs P. D. Nieuwkoop et J. Faber [76℄ (axe des abs
isses de la Figure 5.2). Laquanti�
ation d'HT plasmatiques au 
ours du développement du xénope montre que T4 etT3 sont respe
tivement déte
tables à partir des stades NF 54 et NF 56. Les 
on
entrationsplasmatiques de T3 et de T4 augmentent rapidement jusqu'au stade NF 63 pour atteindreun pi
 qui 
orrespond à l'apogée de la métamorphose. Le pi
 de T3 apparaît plus t�t etest plus important que 
elui de T4. Les quantités d'HT diminuent ensuite jusqu'à la �nde la métamorphose (Figure 5.2).L'expression des di�érents RHT a également été 
ara
térisée. Il existe une 
orrélationentre l'expression des RHT et la métamorphose [77℄, plus pré
isément 
elle-
i est liée àTR-β. Or, TR-β est lui-même un gène dire
tement régulé par les HT [78℄.Au 
ours du développement, on observe une expression di�érente des deux isoformesde RHT [57℄. Le trans
rit et la protéine de TR-α sont déte
tables dès les stades les pluspré
o
es de l'embryogenèse [79℄ 
orrespondant à une 
ontribution d'origine maternelle.L'expression du TR-α zygotique débute ensuite, vers le stade NF 35. Le TR-β est déte
téen très faible quantité à partir du stade NF 40, mais sa synthèse ne débute réellementqu'au dé
len
hement de la métamorphose (stade NF 52), lors de l'apparition des HTplasmatiques (Figure 5.2). 93
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Fig. 5.2 � Expression des a
teurs majeurs de la métamorphose au 
ours du développement.5.1.3.4 Modi�
ations morphologiquesLa métamorphose du xénope 
orrespond à la période délimitée par les stades NF 52et NF 66. Les di�érentes étapes de la métamorphose sont identi�ables grâ
e aux modi�-
ations morphologiques observées (Figure 5.3). La métamorphose débute après les phasespré
o
es de l'embryogenèse qui vont de la fé
ondation jusqu'à l'organogenèse (stades NF1à NF45, environ 4 jours 
hez le xénope, Figure 5.3-A). La prémétamorphose pré
ède lamétamorphose qui peut se dé
omposer en deux grandes étapes : la prométamorphose et le
limax ou apogée de la métamorphose [80℄. La prémétamorphose 
orrespond à une phasede 
roissan
e (Figure 5.3- B). Elle prend pla
e après l'é
losion, à partir du moment où letêtard 
ommen
e à se nourrir (stade NF 46). C'est durant 
ette période que les bourgeonsde membres apparaissent et se maintiennent dans un état rudimentaire. Les bourgeonsdes membres postérieurs sont visibles à l'extrémité de la po
he abdominale et les bour-geons antérieurs sont en
los dans les 
avités bran
hiales. La prémétamorphose dure de3 semaines à un mois suivant les 
onditions externes (température, alimentation, densitéd'individus). La prométamorphose 
ommen
e au stade NF 54 et 
orrespond au moment oùles HT sont déte
tées dans le plasma (Figure 5.3-C). On remarque, à l'initiation de 
ettephase, un arrêt de la 
roissan
e du têtard. Les modi�
ations morphologiques qui s'opèrentalors 
orrespondent essentiellement à la formation des membres postérieurs et antérieursqui seront fon
tionnels à l'issue de 
ette étape d'environ une semaine. Le 
limax méta-morphique débute à partir du stade NF 59 (Figure 5.3-D). C'est durant 
ette troisièmephase que les 
hangements morphologiques les plus spe
ta
ulaires sont observés, 
ommela disparition de la queue ou la transformation 
omplète des stru
tures 
ranio-fa
iales.L'apogée métamorphique est le moment où la produ
tion d'HT est maximale.94



Contexte biologique Se
tion 5.1

Fig. 5.3 � Les di�érentes étapes de développement 
hez le xénope [81℄.Au niveau 
ellulaire, 
es e�ets se matérialisent par des modulations de trois pro
essusbiologiques généraux : l'apoptose, la prolifération et la di�éren
iation 
ellulaire. Ainsi,les tissus spé
i�quement larvaires (queue, bran
hies) disparaissent 
omplètement et les95



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienneorganes spé
i�quement adultes apparaissent (membres, poumons). D'autres, qui existentau sein des deux formes de vie, sont modi�és pour répondre aux nouvelles 
ontraintesenvironnementales, éthologiques et physiologiques (peau, foie, système nerveux).5.1.3.5 Programme de la métamorphoseL'étude des gènes impliqués dans la métamorphose est un sujet d'investigation en
onstante évolution depuis que la 
apa
ité des HT à induire la synthèse d'ARN et deprotéines a été mise en éviden
e [82℄. Les méthodes de suivi de l'expression des gènes ontpermis d'a
quérir une vision de plus en plus globale de l'évolution des trans
rits réguléspar les HT et asso
iés aux modi�
ations morphologiques.Les gènes dont l'expression est modulée à la métamorphose ont été répartis en deux
atégories : les gènes pré
o
es et les gènes tardifs. Cette distin
tion sépare les trans
ritsdont la régulation est visible dans les 24 heures suivant un traitement exogène à la T3 de
eux dont la régulation n'est visible qu'après. Une hypothèse dé
rite dans [83℄ 
onsidèreque les gènes pré
o
es sont essentiellement des déiodinases et des fa
teurs de trans
ription.Ces fa
teurs de trans
ription nouvellement synthétisés, asso
iés aux HT, permettraientl'indu
tion des gènes tardifs. Les produits de 
es gènes tardifs engendreraient alors lesmodi�
ations spé
i�ques à 
haque tissu. Il s'agit par exemple de protéases pour la dégra-dation de la queue ou de protéines asso
iées au 
y
le 
ellulaire pour la prolifération despattes.Parmi les nombreux gènes intervenants dans la métamorphose, nous nous sommes
on
entrés, dans un premier temps, sur le gène 
odant le ré
epteur aux HT, et sur lesgènes métabolisant les HT, 
'est-à-dire les deux déiodinases : D2 et D3. RHT, D2 etD3 sont des gènes pré
o
es induits par les hormones thyroïdiennes. Il existe don
 unrétro
ontr�le positif sur RHT et sur D2 alors que le rétro
ontr�le est négatif sur D3.5.1.4 ProblématiqueLes te
hniques de génomique fon
tionnelle permettent l'observation de pro
essus bio-logiques à une é
helle globale du génome di�
ilement atteignable par l'utilisation d'autresméthodes. Toutefois, 
es appro
hes globales présentent le défaut d'aboutir à une produ
-tion de données tellement gigantesque que leur exploitation exhaustive est rare. Ainsi,les résultats s'a

umulent sans que la volonté de les intégrer à une é
helle physiologiqueou 
ellulaire ne soit 
lairement a�
hée, 
onférant de manière paradoxale un 
ara
tèrerédu
tionniste aux études de génomique fon
tionnelle.A�n d'intégrer les résultats obtenus des données expérimentales à une é
helle 
ellu-laire, nous avons modélisé les intera
tions génétiques né
essaires à 
ertaines modi�
ationsmorphologiques liées à la métamorphose. Notre étude in sili
o se divise en trois parties :1. La première partie 
onsiste à étudier ex
lusivement la 
ompétition qui existe entreles deux enzymes D2 et D3. Cette partie 
orrespond à l'exemple biologique détaillétout au long de 
e rapport. Nous ré
apitulerons don
 les prin
ipaux résultats etnous dis
uterons à la fois 
es résultats et les raisons qui nous ont poussés à étudierspé
i�quement 
ette 
ompétition.96



Compétition enzymatique Se
tion 5.22. Dans une deuxième partie, nous avons étudié en parallèle deux modèles : le modèleentraînant l'apoptose dans la queue et le modèle dé
len
hant la prolifération 
ellu-laire dans les pattes arrières. Nous avons alors identi�é des propriétés asso
iées à ladynamique temporelle des hormones thyroïdennes dans 
ha
un de 
es tissus.3. Les deux modèles (pattes/queue) se 
on
entrent sur les mé
anismes dé
len
hant soitl'apoptose soit la prolifération. Ainsi, l'apoptose et la prolifération sont modéliséssous forme de �boîtes noires�, 
'est-à-dire sous la forme d'un ensemble abstrait degènes. Dans la dernière partie, nous avons étudié plus en détail 
es boîtes noires,grâ
e à une analyse du trans
riptome. On aboutit alors à des modèles très simplesqui entraînent néanmoins des dis
ussions biologiques ri
hes et 
omplexes.5.2 Compétition enzymatiqueNi
olas Pollet du Laboratoire de Développement et Evolution ave
 qui nous 
ollaboronss'intéresse essentiellement aux mé
anismes trans
riptionnels responsables de la résorptionde la queue. Nous nous sommes don
 intéressés, dans un premier temps, à l'élaborationin sili
o d'un réseau de Petri hybride temporisé qui modélise l'indu
tion des gènes en-traînant l'apoptose dans la queue. Ce modèle intègre les entités biologiques suivantes :les deux déiodinases D2 et D3, le ré
epteur aux HT, RHT, l'hormone thyroïdienne T3,et deux ensembles abstraits de gènes GP et GA traduisant respe
tivement les gènes pré-
o
es et les gènes tardifs apoptotiques. La re
her
he des paramètres du modèle (vitessesde réa
tion, 
on
entrations,...) se fait par une étude bibliographique et par dis
ussion ave
les biologistes. Dès les premières étapes de 
onstru
tion de notre modèle, notre attentions'est tournée vers les déiodinases. En e�et, de prime abord, il semblait 
lair que D2 per-mettait l'obtention d'une très forte 
on
entration intra-
ellulaire de T3 indispensable audé
len
hement de l'apoptose. Or, les données 
inétiques fournies par Germain et al. [84℄indiquent que l'enzyme D3 est plus présente que D2 et que son a
tivité enzymatique est10 fois plus forte que 
elle de D2. Ainsi, avant de poursuivre la 
onstru
tion du modèle
omplet dans les 
ellules de la queue, nous nous sommes 
on
entrés sur le modèle mettanten 
ompétition les deux enzymes D2 et D3.5.2.1 RappelsLe THPN de la Figure 5.4 modélise la 
ompétition existant entre les deux enzymesD2 et D3. Les quatre entités D2, D3, T3 et T4 sont modélisées par des pla
es 
ontinues(modélisation d'une 
on
entration réelle). Les transitions t1 et t2 modélisent l'indu
tiondes enzymes par l'HT T3. On rappelle que la transition t1 est dis
rète 
ar l'indu
tionde D2 par T3 se fait de façon indire
te, on observe don
 un délai entre l'indu
tion parT3 et la synthèse de D2. En�n, les transitions t4 et t3 modélisent respe
tivement les ré-a
tions enzymatiques de D2 et de D3 : D2 + T4 → D2 + T3, D3 + T3 → D3 + T2 et
D3 + T4 → D3 + rT3 où T2 et rT3 sont ina
tifs, don
 pas représentés dans le modèle.La question posée à 
e modèle peut se formuler 
omme suit : �L'a
tion de l'enzymeD3 prédomine-t-elle toujours 
elle de D2 ? �. La formulation logique de 
ette questions'é
rit : f ≡ 2 ⋄ (m(T3) = 0), où 2 signi�e toujours et ⋄ signi�e à un moment donné. Par97
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Fig. 5.4 � Modèle THPN modélisant la 
ompétition enzymatique D2/D3.
onséquent, f peut se formuler de la façon suivante : la 
on
entration de T3 �nit toujourspar atteindre 0, 
'est-à-dire l'a
tion de D3 surpasse toujours 
elle de D2.Le logi
iel BioPetri permet de véri�er pour 
haque résolution de 
on�it si le modèleTHPN de la Figure 5.4 satisfait ou non la propriété dé
rite 
i-dessus. Dans tous les 
asde résolution de 
on�it, on 
on
lut que le modèle satisfait la propriété, 
e qui traduit la
ontinuelle prédominan
e de D3 sur D2. On insiste sur le fait que 
e résultat dépend desvaleurs des vitesses mais que 
elles-
i sont 
onnues dans la littérature [84℄.5.2.2 Dis
ussionDe 
e modèle très simple, ont dé
oulé de nombreuses questions. Nous avions supposé,dans un premier temps, que toutes les 
ellules d'un tissu, i
i la queue, exprimaient lesdéiodinases. Les résultats in sili
o nous ont poussés à remettre 
ette hypothèse en question.De même, étant donnée la faible a
tion de D2, nous nous sommes demandés si 
ertaines
ellules exprimaient D2 et d'autres D3. L'a
tion de D2 ne serait don
 plus inhibée par
elle de D3. Dans le 
as où D2 et D3 sont exprimées dans les mêmes 
ellules, quel estexa
tement le r�le de D2 ?....Une étude bibliographique nous a permis de répondre à 
ertaines de 
es questions. Caiet Brown [58℄ ainsi que Berry et al. [85℄ ont analysé le pro�l d'expression de D2 et deD3 dans la queue, par hybridation in situ. Leurs résultats montrent que D2 et D3 sontexprimées très lo
alement, dans les mêmes 
ellules de la queue. En e�et, seules 
ertaines
ellules expriment un forte quantité de déiodinases. Elles sont lo
alisées au voisinage desvaisseaux sanguins. Ces 
ellules re
evant un fort apport de HT par le sang pourraient être
apables de réguler l'a
tivité thyroïdienne ainsi que la quantité de T3 distribuée aux autrestypes 
ellulaires environnants. Deux mé
anismes di�érents pourraient don
 
oexister ausein d'un même organe, selon la présen
e ou non de déiodinases dans la 
ellule. Nakajimaet al. [86℄ proposent deux mé
anismes de mort dans la queue suivant l'expression ou nonde D2 dans les 
ellules :
• La T3 transformée au sein des 
ellules exprimant D2 serait transmise aux 
ellulesenvironnantes, permettant ainsi le dé
len
hement du programme métamorphique.
• Les 
ellules environnantes disparaîtraient 
onsé
utivement à la mort 
ellulaire pro-grammée (apoptose) des 
ellules dire
tement stimulées par T3.98
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tion 5.3
Ces hypothèses a

ordent à D2 un r�le majeur. Or, notre modèle in sili
o semble
ontredire 
ette hypothèse. A�n de répondre à 
es nouvelles questions d'une manière ex-périmentale, un suivi de la quantité de T3 au niveau 
ellulaire pourrait être réalisé pardes expérien
es d'immuno-marquage des HT 
orroborées à la déte
tion des déiodinases.Ce
i permettrait une visualisation simultanée des HT et des déiodinases dans les di�é-rents tissus de la queue. Une appro
he de transgénèse utilisant le promoteur d'un gène deréponse dire
te aux HT 
ontr�lant l'expression d'un gène rapporteur pourrait égalementêtre envisagée. Cette méthode permettrait de lo
aliser des produits de gènes induits parles HT dans la queue.En résumé, 
e premier modèle in sili
o nous oriente sur le r�le des déiodinases. Cemodèle est, bien entendu, trop restreint pour 
on
lure de façon pré
ise sur l'e�et de 
esenzymes dans un tissu. Il nous permet juste de mettre un bémol sur l'hypothèse, trèsrépandue dans la littérature, du r�le majeur de D2, lorsque 
elle-
i est en 
ompétition ave
D3. Nous allons à présent, étudier l'e�et de 
haque enzyme au sein du modèle 
ompletqui dé
len
he l'apoptose dans les 
ellules de la queue. Néanmoins, l'étude des déiodinasesau sein d'un unique tissu ne permet pas d'être exhaustif vis-à-vis de leur r�le respe
tif.Ainsi, nous 
onstruisons en parallèle le modèle dé
len
hant la prolifération 
ellulaire dansles pattes arrières. Comme nous le verrons dans la se
tion suivante, 
es deux modèles sonttrès pro
hes, 
e qui nous permet une étude 
omparative.5.3 Modèles apoptose versus proliférationLa 
roissan
e des pattes arrières est l'une des premières modi�
ations morphologiquesinduites par les hormones thyroïdiennes. Chez Xenopus tropi
alis, les bourgeons des pattesarrières se forment mais ne peuvent se développer sans HT à partir du stade NF 53. La
roissan
e des pattes induite par les hormones thyroïdiennes a lieu lorsque la 
on
entrationen HT est faible dans le plasma (Figure 5.2). Le développement des pattes est terminéavant le 
limax de la métamorphose.A l'opposé, la queue est le dernier organe a être modi�é. La régulation HT-dépendanteà l'origine de la résorption de la queue né
essite une très forte 
on
entration intra-
ellulaired'hormones thyroïdiennes [83℄. Cette régulation est dé
len
hée au 
limax de la métamor-phose quand la 
on
entration en HT est maximale (Figure 5.2).Bien que 
es deux pro
essus biologiques soient totalement opposés, le réseau de ré-gulation responsable de l'a
tivation de la prolifération 
ellulaire dans les pattes et 
eluiresponsable de l'a
tivation de l'apoptose dans la queue sont relativement similaires. Ilsimpliquent les mêmes enzymes et 
ofa
teurs.Ainsi, nous allons tout d'abord présenter les modèles THPN asso
iés aux deux tissus.Puis, nous testerons sur 
es modèles trois propriétés biologiques 
onnues. En�n, nouse�e
tuerons une séries d'expérien
es et de mutations in sili
o. 99



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienne
(Action de D3)(Action de D2)

I
II III

Concentration plasmatique
P1

P2

P3 T3p

T3c

t1

t3
t2

t4

t5

t6

t7

t8

t9 t10

GA

GP

RHT T3/RHT

Fig. 5.5 � Modèle THPN du dé
len
hement de l'apoptose dans la queue du xénope. I :bou
le de rétroa
tion positive sur RHT, II : bou
le de rétroa
tion positive sur T3 et III :bou
le de rétroa
tion négative sur T3.5.3.1 Constru
tion des modèles5.3.1.1 Modèle dans les 
ellules de queueEtant donné que notre but est d'étudier les 
ausalités menant à la perte de la queueà partir de la 
on
entration plasmatique en HT, 
es 
on
entrations plasmatiques doiventêtre 
onsidérées 
omme résultat de régulation en amont du pro
essus étudié.Le modèle présenté en Figure 5.5 impose des 
inétiques de la 
on
entration de T3plasmatique (T3p) en a

ord ave
 
elle donnée sur la Figure 5.2. Ces 
inétiques sont
onsidérées 
omme données d'entrée de notre modèle. Le modèle intègre aussi les régula-tions asso
iées à la T3 intra-
ellulaire, à D2, D3, RHT, aux gènes pré
o
es et aux gènestardifs apoptotiques en général. La 
onstru
tion de notre modèle s'est e�e
tué par di�é-rents sous-réseaux. Nous 
ommençons par le T3 plasmatique.
• Modélisation de la 
on
entration en T3 plasmatique. La première étape dansla 
onstru
tion de notre modèle 
onsiste à modéliser une 
on
entration de T3 plas-matique (T3p) au 
ours du temps similaire à 
elle donnée dans la Figure 5.2. Cette
ourbe est utilisée 
omme base de notre modèle. Ce sous-réseau est modélisé partrois pla
es 
ontinues (P2, P3 et T3p), par une pla
e dis
rète (P1), par deux transi-tions 
ontinues (t4 et t5) et par une transition dis
rète (t1). Initialement, la transition
ontinue t4 est tirée 
e qui remplit la pla
e T3p. Une fois le délai de la transitiondis
rète t1 é
oulé, les jetons de P1 et de P2 sont 
onsommés. La transition t4 ne peutalors plus tirer et la pla
e T3p n'est plus remplie. Le 
limax de la métamorphose estalors atteint, la 
on
entration en T3p dé
roît de manière 
ontinue à 
ause du tir de100
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tion 5.3la transition 
ontinue t5.
• Modélisation du r�le de RHT. Une part des T3 plasmatiques (pla
e T3p) entredans la 
ellule (transition t6) pour former les T3 intra-
ellulaires (pla
e T3c). Initia-lement, les 
ellules de la queue expriment basalement du RHT, il s'agit de la forme
α du ré
epteur. Les T3 intra-
ellulaires se lient à leur ré
epteur RHT pour former le
omplexe T3/RHT (pla
e T3/RHT et transition 
ontinue t7). RHT est un gène deréponse dire
te aux T3. Par 
onséquent, le 
omplexe T3/RHT induit l'expressionde RHT (transition 
ontinue t8).

• Modélisation des gènes pré
o
es. Lorsque la 
on
entration du 
omplexe T3/RHTest su�sante, les gènes pré
o
es, modélisés par la pla
e 
ontinue GP , sont trans
rits.La notion de seuil est modélisé par la transition dis
rète t2. En e�et, on rappelleque les transitions 
ontinues n'admettent pas de seuil. Dans notre modèle, nous nefaisons pas apparaître les déiodinases sous forme d'entités biologiques, par 
ontre,nous modélisons leur pro
essus biologiques grâ
e aux transitions 
ontinues t9 et t10.La produ
tion de T3 intra-
ellulaire par l'a
tion de D2 est modélisée par la transi-tion t9 et 
elle de D3 
onsommant T3 est modélisée par la transition t10.
• Modélisation des gènes tardifs apoptotiques. Les gènes apoptotiques, modéli-sés par la pla
e 
ontinue GA ne peuvent être induits qu'après un délai durant lequella 
on
entration en gènes pré
o
es et en 
omplexes T3/RHT restent su�santes. Cedélai et 
es seuils sont modélisés par la transition dis
rète t3. Notre but n'est pasi
i d'étudier l'évolution de la 
on
entration des gènes apoptotiques. Cette pla
e estutilisée 
omme un interrupteur. En e�et, on désire savoir s'il y a apoptose ou non.L'ensemble des gènes entraînant l'apoptose sont abstraits dans la pla
e 
ontinue GA.La dernière partie de 
e 
hapitre s'intéresse plus parti
ulièrement à 
et ensemble degènes.ParamètresLes vitesses de tir asso
iées aux a
tivités enzymatiques (transitions t9 et t10) sontobtenues des données 
inétiques (Km et Vmax) de Germain et al. dans [84℄ (Tableau 5.1).La 
on
entration initiale de RHT est donnée par Wong et Shi dans [87℄. Initialement, nous
onsidérons qu'il n'y a pas de T3 intra-
ellulaire. Ranjan et al. [57℄ donnent les paramètres
inétiques asso
iés à la vitesse de synthèse de RHT. En�n, la 
onstante de liaison maximale(MBC) de T3 et de RHT (paramètre de la transition t7) est donnée par Pellizas et al.dans [75℄.Remarque 5.1. Trois bou
les de rétroa
tion apparaissent dans le modèle.
• Tout d'abord, RHT a un rétro
ontr�le positif sur lui-même (I sur la Figure 5.5),
'est-à-dire qu'il induit sa propre synthèse.
• On retrouve les bou
les de rétroa
tion opposée sur T3 : l'a
tion de D2 induit un ré-tro
ontr�le positif (II) alors que l'a
tion de D3 induit un rétro
ontr�le négatif (III).101
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ation à la métamorphose amphibienneParamètres biologiques Valeurs Référen
esA
tivité de D2 66.3 pmol/min.mg [84℄A
tivité de D3 727.0 pmol/min.mg [84℄Con
entration initiale 0 nM Choix dede T3
 modélisationCon
entration initiale 1 U.A [87℄de RHT dans la queueCon
entration initiale 4 U.A [83℄de RHT dans les pattesConstante d'asso
iation T3/RHT ≈ 2.50 M−1 [75℄Vitesse de synthèse 0.75 U.A par Stade [57℄de RHT de développementTab. 5.1 � Tableau ré
apitulatif des paramètres biologiques et de leur valeur.5.3.1.2 Modèle dans les 
ellules de pattesDeux di�éren
es majeures existent entre le réseau de régulation dans les 
ellules dequeue et 
elui des 
ellules de pattes. Tout d'abord, la déiodinase a
tivatri
e D2 n'est pasun gène de réponse aux T3. D2 est ubiquitaire dans les 
ellules de pattes [58, 59, 61℄. Deplus, la 
on
entration initiale du ré
epteur de T3, RHT, est beau
oup plus importanteque 
elle donnée initialement dans la queue [83℄.Le modèle THPN de la régulation HT-dépendante dans les pattes est don
 le même que
elui de la queue (Figure 5.5) ex
epté que l'ar
 allant de la pla
e des gènes pré
o
es GPà la transition t9 traduisant l'a
tion de D2, est retiré. Ce
i modélise la nature ubiquitairede D2. On rappelle que D2 n'est pas expli
itement représenté dans la Figure 5.5, seuleson a
tion est modélisée par la transition t9. Les autres modi�
ations se font au niveaudes paramètres. La 
on
entration initiale de la pla
e RHT est modi�ée, 
elle-
i a étédéterminée d'après une étude 
omparative de la 
on
entration en RHT dans di�érentsorganes du têtard [83℄.5.3.2 PropriétésUn modèle n'est utile que s'il est préalablement 
apable de reproduire les 
ompor-tements 
onnus. Si le modèle satisfait bien 
es 
omportements (dé
rits sous forme depropriétés), 
elui-
i 
ontinuera à être exploité en e�e
tuant d'autres expérien
es in sili
o.Dans le 
as 
ontraire, le modèle est retravaillé en 
ollaboration ave
 les biologistes, dansle but de faire 
oïn
ider les 
omportements in sili
o et in vitro.L'identi�
ation de propriétés biologiques est une tâ
he ardue. Tout d'abord, il fautséle
tionner un (ou un ensemble de) 
omportement(s) pertinent(s), parmi 
eux répertoriésdans la littérature. Puis, il s'agit de �traduire� 
orre
tement 
e ou 
es 
omportements enpropriétés logiques.Nous avons re
her
hé des propriétés biologiques vraies dans les deux tissus (pattes102



Modèles apoptose versus prolifération Se
tion 5.3et queue). Nous avons isolé trois 
omportements di�érents du système 
orrespondant àtrois phases dépendantes du temps et de la 
on
entration en HT. Etant donné que seulela 
on
entration plasmatique en HT peut être expérimentalement mesurée, seule 
ette
on
entration est utilisée dans les propriétés biologiques.
• Première phase : La 
on
entration plasmatique en hormones thyroïdiennes n'estpas su�sante pour dé
len
her les pro
essus HT-dépendants (apoptose dans la queueet prolifération 
ellulaire dans les pattes).
• Deuxième phase : Les gènes pré
o
es sont trans
rits dès que la 
on
entrationplasmatique atteint un seuil s1.
• Troisème phase : Dès que le seuil s1 a été atteint, il faut attendre un délai d2avant d'observer l'indu
tion des gènes tardifs (gènes apoptotiques ou gènes du 
y
le
ellulaire).Après avoir identi�é les propriétés 
omportementales de notre réseau de régulation,nous devons les traduire en logique CTEL.5.3.2.1 Expression formelle des phases 1 et 2Les phases 1 et 2 sont fortement 
orrélées. En e�et, la première phase peut être ex-primée 
omme suit : �tant que la 
on
entration en T3 plasmatique est sous le seuil s1, lesgènes pré
o
es ne sont pas trans
rits�. La se
onde phase 
orrespond, d'une 
ertaine façon,à l'opposé. Elle peut s'exprimer 
omme suit : �les gènes pré
o
es sont trans
rits (noté

m(GP ) > 0) depuis que la 
on
entration en T3 plasmatique a atteint le seuil s1 (noté
(m(T3p) ≥ s1))�. Par 
onséquent, l'expression de la phase 2 in
lut la première phase. Laphase 2 é
rite en CTEL donne :

(2m(GP ) > 0)S(m(T3p) ≥ s1)On rappelle que 2 signi�e toujours et que 2φ est une abréviation de ¬(⊤U¬φ). En�n,
S est l'opérateur Sin
e, il s'agit de l'opérateur miroir du Until.5.3.2.2 Expression formelle de la phase 3La phase 3 in
lut des notions de temps-réel : à la première o

urren
e de l'événement
(m(T3p) ≥ s1), un délai minimum d2 doit être attendu avant l'indu
tion des gènes tardifs,notée (m(GT ) > 0). La première o

urren
e de (m(T3p) ≥ s1) peut être formellementexprimée 
omme suit :

(m(T3p) ≥ s1) ∧ ⊟(m(T3p) < s1)où ⊟ est l'opérateur miroir de 2. Cette expression signi�e que la 
on
entration en T3plasmatique (m(T3p)) atteint le seuil s1 et que dans le passé, m(T3p) était inférieur à 
eseuil.Si la formule pré
édente est vraie, alors les gènes tardifs seront trans
rits dans un délaiminimum d2, 
e qui s'é
rit : �≥d2(m(GT ) > 0).La propriété biologique 
omplète asso
iée à la phase 3 s'é
rit don
 : 103
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ation à la métamorphose amphibienne
((m(T3p) ≥ s1) ∧ ⊟(m(T3p) < s1)) ⇒ �≥d2(m(GT ) > 0)5.3.2.3 Estimation du seuil s1 et du délai d2 dans la queue et dans les pattesLes paramètres s1 et d2 sont extraits d'études 
inétiques dans la queue [83℄ et dansles pattes [60℄. Nous obtenons un délai d2 équivalent dans la queue et dans les pattes :

d2(queue) = d2(pattes) = 48 heures, un seuil s1 = 75 UA (UA :Unités Arbitraires) dansla queue et un seuil s1 < 10 UA dans les pattes.5.3.2.4 RésultatsAussi bien dans les pattes que dans la queue, les deux modèles satisfont les deuxpropriétés biologiques dé
rites pré
édemment. Ainsi, nos modèles sont en a

ord ave
 ledé
oupage en trois phases de régulation. Deux réseaux de régulations quasiment simi-laires sont don
 responsables de deux modi�
ations morphologiques opposées (apoptoseet prolifération 
ellulaire). Ces deux pro
essus sont dé
len
hés à des 
on
entrations trèsdi�érentes de T3 plasmatique (
on
entration 
orrespondant au stade NF 56 pour les patteset 
on
entration 
orrespondant au stade NF 61 pour la queue, Figure 5.2).Cette étude de propriétés biologiques 
onnues ne nous a pas permis de réfuter nosmodèles. Ceux-
i peuvent, à présent, être utilisés pour e�e
tuer diverses expérien
es insili
o. Nous avons e�e
tué les deux types d'étude suivants, présentés respe
tivement dansles se
tions 5.3.3 et 5.3.4 :
• L'étude du r�le des déiodinases est poursuivie dans 
haque tissu. Nous e�e
tuons,pour 
ette étude, des mutations in sili
o engendrant l'inhibition ou la sur-expressionde 
ha
une des deux enzymes D2 et D3.
• La nature pré
ise des hormones thyroïdiennes reste in
ertaine. En e�et, les HTsont très souvent asso
iées à des morphogènes mais au
une expérien
e n'a permisde valider ou réfuter 
ette hypothèse. Or, d'autres substan
es, 
omme l'a
ide ré-tinoïque [88℄, a longtemps été désignée 
omme morphogène de façon erronée. Leshypothèses biologiques 
on
ernant la nature des HT sont détaillées 
i-dessous.5.3.3 Etude in sili
o du r�le des déiodinasesDans 
ette se
tion, nous étudions le r�le in sili
o des deux déiodinases D2 et D3dans les deux tissus : pattes et queue. Deux types d'expérien
es peuvent être e�e
tués :l'ina
tivation de l'enzyme et la sur-expression ubiquitaire de l'enzyme.5.3.3.1 E�et de mutations de D2La première partie de 
e 
hapitre suggérait un r�le mineur de D2 par rapport à 
eluide D3. Suite à 
es résultats, on se demande quelle serait l'évolution des deux réseauxsans l'a
tivité de D2. L'inhibition de l'enzyme D2 est modélisée en retirant la transition104
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tion 5.3
ontinue t9 du modèle THPN de la Figure 5.5.Dans les pattes, l'e�et de D2 est indégnable. L'ina
tivation de D2 dans 
e type 
ellu-laire empê
he les phases 2 et 3 d'avoir lieu. L'enzyme D2 semble don
 
ompenser le faibleapport plasmatique en hormones thyroïdiennes. L'a
tion de l'enzyme permet l'obtentiond'une 
on
entration intra-
ellulaire de T3 su�samment importante pour dé
len
her lepro
essus T3-dépendant de prolifération 
ellulaire.A l'inverse, l'ina
tivation de l'enzyme D2 dans les 
ellules de la queue n'engendrepas de modi�
ations in sili
o dans le déroulement de la métamorphose. En e�et, malgrél'absen
e de D2, les trois phases détaillées 
i-dessus ont en
ore lieu. Ainsi, malgré l'ab-sen
e d'a
tivateur des hormones thyroïdiennes, les gènes pré
o
es et les gènes tardifs sonttrans
rits. In sili
o, l'apoptose a don
 lieu ave
 ou sans D2.5.3.3.2 E�et de mutations de D3L'a
tion de l'enzyme D3 peut être inhibée dans les deux modèles en retirant la tran-sition 
ontinue t10.Etant donné le r�le majeur de D2 dans les 
ellules de pattes, l'inhibition de D3 n'apas de 
onséquen
e sur la prolifération 
ellulaire dans 
e tissu. A l'inverse, l'inhibition insili
o de 
ette enzyme dans les 
ellules de queue a pour 
onséquen
e l'indu
tion des gènestardifs apoptotiques avant le délai d2 de la troisième phase. Ainsi, sans l'enzyme D3, laqueue du têtard disparaît pré
o
ement.On peut se demander si une sur-expression de D3 dans la queue aurait des 
onséquen
esinverses ? La sur-expression de D3 est modélisée en augmentant la vitesse d'a
tion de D3dans la transition 
ontinue t10. De plus, sa synthèse est rendue ubiquitaire en retirantl'ar
 sortant de la pla
e des gènes pré
o
es GP et entrant dans 
ette transition. Dans 
es
onditions in sili
o, les phases 2 et 3 ne sont jamais atteintes, 
e qui signi�e que l'apoptosen'a jamais lieu dans les 
ellules de queue. Huang et al. [60℄ ont exé
uté 
ette expérien
e invivo. De telles expérien
es sont très di�
iles à mettre en ÷uvre expérimentalement. Ainsi,la grande majorité des animaux sur-exprimant D3 n'ont pas survé
u. Seul un animal a at-teint l'âge adulte et 
elui-
i a gardé sa queue de têtard tout au long de son développement.Nos résultats in sili
o sont don
 en a

ord ave
 
eux obtenus in vivo.5.3.3.3 Dis
ussionLes déiodinases semblent jouer un r�le opposé dans les deux tissus. En e�et, le r�le deD2 est primordial pour l'obtention des pattes arrières. A l'inverse la queue disparaît insili
o ave
 ou sans l'a
tivateur de HT. Ainsi, dans la queue l'apport plasmatique en HTsemble su�sant pour dé
len
her in sili
o la métamorphose. La pousse des pattes arrièreayant lieu bien avant le 
limax de la métamorphose, l'apport en HT ne permet pas ledé
len
hement de la prolifération 
ellulaire.De même, le r�le de D3 est di�érent selon le tissu étudié. Les mutations de D3 n'ontpas d'e�et dans les pattes arrières. A l'inverse, l'inhibition de D3 engendre une perte pré-
o
e de la queue et la sur-expression de D3 empê
he l'apoptose. 105



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienneL'apport plasmatique en T3 est très important dans la queue. Ainsi, le r�le de D2 de-vient minoritaire. Par 
ontre, le r�le de D3 semble primordial, l'enzyme permet de retarderla disparition de la queue. Ce
i permettrait peut-être de s'assurer de la pousse 
omplètedes pattes arrières avant la disparition de la queue.Parmi les expérien
es proposées in sili
o, seule la sur-expression de D3 a été réaliséein vivo. Ce sont des expérien
es longues et di�
iles à mettre en ÷uvre (un seul animalsurvivant). De façon à étudier plus fa
ilement 
es nouveaux résultats et nouvelles hy-pothèses, Ni
olas Pollet du laboratoire de Développement et Evolution a mis en pla
eun modèle de 
ulture 
ellulaire in vitro. Ce modèle 
orrespond à un intermédiaire entrele modèle in sili
o et le modèle 
omplet in vivo. Une expérien
e, qui sera réalisée dansl'avenir, 
onsiste à obtenir une 
ulture de 
ellules de queue dépourvues de l'enzyme D2 etd'étudier leur évolution à di�érents temps de la métamorphose. Le modèle in vitro est unmodèle indispensable pour pouvoir exploiter les résultats de nos modèles in sili
o.5.3.4 Etude in sili
o de la nature des hormones thyroïdiennes5.3.4.1 Hypothèses biologiquesNous nous posons la question de la nature des hormones thyroïdiennes. Dans la litté-rature, les HT sont usuellement 
omparées à des morphogènes. Un morphogène est unemolé
ule sé
rétée qui a la propriété d'induire des types 
ellulaires di�érents à di�érentes
on
entrations. Ainsi, à une 
on
entration spé
i�que d'HT 
orrespondrait un pro
essusbiologique spé
i�que. Dans notre 
as d'étude, 
ette hypothèse reviendrait à penser que
'est la faible 
on
entration en HT qui permet la 
roissan
e des pattes arrières et que 
'estla forte 
on
entration en HT qui engendre la disparition de la queue.Nous opposons à 
ette hypothèse 
elle de l'interrupteur molé
ulaire. Sous 
ette hypo-thèse, le pro
essus biologique (prolifération ou apoptose) ne serait pas une 
onséquen
edire
te de la 
on
entration en HT. Dans 
haque organe, il su�rait que la 
on
entration enHT atteigne un seuil pour que le pro
essus biologique soit dé
len
hé. La notion d'interrup-teur molé
ulaire est fortement 
orrélée à 
elle de swit
h épigénétique. René Thomas [53℄dé�nit l'épigénèse 
omme une modi�
ation transitoire de l'environnement responsabled'une multi-stationnarité. Dans notre 
as, une épigénèse sur T3 pourrait exister dans laqueue. Celle-
i mènerait aux deux états stables suivants :
• Si la 
on
entration intra-
ellulaire de T3 est faible, elle reste faible,
• Si la 
on
entration intra-
ellulaire de T3 est su�sante pour s'induire elle-même,alors elle reste élevée, 
e qui permet d'induire les di�érents pro
essus biologiquesspé
i�ques de 
haque tissu.5.3.4.2 Tests in sili
oLa deuxième hypothèse peut être testée in sili
o grâ
e à un pulse de T3. Un pulsede T3 
onsiste à ajouter une quantité saturante de T3 pendant un délai variant d'une àplusieurs heures, puis à retirer le T3 ajouté (étape de lavage du pulse).106



Modèles apoptose versus prolifération Se
tion 5.3Pour 
ette expérien
e in sili
o, on ne 
onsidère plus l'apport plasmatique. On se pla
edans un 
ontexte de 
ulture 
ellulaire de queue. Si T3 est au 
entre d'un swit
h épigéné-tique, l'ajout d'une 
on
entration saturante de T3 est su�sante pour amor
er le pro
essusbiologique (apoptose), même après le lavage.Di�érents temps de pulse 
ourt ont été testés (de 1 heure à 5 heures). Dans tous les
as, les phases 2 et 3 ne sont jamais observées in sili
o.Lorsque des périodes beau
oup plus longues sont testées (plusieurs jours), on n'observepas de di�éren
es ave
 la métamorphose �naturelle�.5.3.4.3 Tests in vivoSuite à 
es résultats, le Laboratoire de Développement et Evolution a 
ommen
é àmettre en pla
e des méthodes de traitements transitoires aux HT. A l'heure a
tuelle, uneseule expérien
e a été e�e
tuée. Des têtards sont traités durant 24 heures par 10nM de T3,puis laissés 24 heures sans traitement. Les trans
riptomes induits par 
e traitement sontensuite analysés sur pu
es à ADN. Il a été observé que les têtards ayant subi un tel trai-tement présentent, au bout de 48 heures, les mêmes 
ara
téristiques morphologiques queles têtards de stades de développement équivalents traités ave
 la même dose d'hormonependant 48 heures d'a�ler.Les résultats in sili
o et in vivo 
on
ordent pour des temps très longs de pulses. Lespulses de durée plus 
ourte sont a
tuellement en 
ours. On peut néanmoins 
ommen
erà dis
uter des résultats d'après les expérien
es proposées par Wang et Brown dans [83℄.Ceux-
i 
on
luent qu'entre 24 et 48 heures après l'ajout de HT, le programme génétiqueresponsable de le perte de la queue est a
tivé. Avant 
e délai, un traitement 
ontinu auHT est né
essaire pour induire la résorption de la queue.Ces résultats, en a

ord ave
 notre modèle, vont dans le sens de l'hypothèse de mor-phogènes devant être 
ontinuellement présents pour agir.5.3.5 Vers un Xénope partiel in sili
oL'obtention d'un modèle in sili
o permet d'e�e
tuer très fa
ilement de nombreusesexpérien
es et tests. Ces expérien
es in sili
o ont abouti à de nouvelles questions ou hy-pothèses biologiques qui doivent être testées expérimentalement pour pouvoir être validéesou réfutées. Le travail de modélisation présenté dans 
ette se
tion, est le résultat d'une
ollaboration très pro
he ave
 le Laboratoire de Développement et Evolution, et en par-ti
ulier Ni
olas Pollet et Raphaël Thuret. En e�et, 
eux-
i ont mis en pla
e des 
ultures
ellulaires de façon à fa
iliter les é
hanges entre les modèles in sili
o et in vitro.Dans 
e travail de modélisation, nous nous sommes 
on
entrés sur 2 organes : laqueue qui est le 
entre d'étude du Laboratoire de biologie et les pattes dont le pro
essusbiologique est opposé à 
elui ayant lieu dans la queue. L'obje
tif asso
ié à la modélisationde 
es 2 modi�
ations morphologiques est de 
omprendre 
omment une même hormone107



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienne(T3) peut 
ontr�ler des 
hangements si di�érents. Ce travail permet de regrouper au seind'un même modèle des données provenant très souvent d'expérien
es indépendantes.Une idée 
onsisterait don
 à poursuivre 
ette méthodologie dans le but d'ajouterd'autres organes tels que les pattes avant, le 
erveau, la peau ou en
ore l'intestin dont ledéveloppement lors de la métamorphose 
orrespond à un troisième pro
essus biologiqueappelé la di�éren
iation. Un tel travail permettrait d'obtenir un génome de xénope partielen a
tivité in sili
o, permettant l'étude d'une métamorphose 
omplète. Son étude permet-trait don
 de mieux 
omprendre les en
haînements ayant lieu lors de la métamorphose.Le modèle présenté dans la Figure 5.5 
omporte deux boîtes noires : la boîte noireasso
iée aux gènes pré
o
es et 
elle asso
iée aux gènes tardifs. L'obje
tif de notre modèleétant de véri�er si l'indu
tion des gènes tardifs est dé
len
hée ou non par les hormonesthyroïdiennes, le détail de 
es boîtes noires ne s'est pas avéré utile. Or, l'étude détailléede l'ensemble des gènes tardifs entraînant l'apoptose peut être, bien sûr, très informativesur le programme génétique asso
ié à l'apoptose et/ou à la prolifération. Dans la dernièrese
tion de 
e 
hapitre, nous nous sommes don
 
on
entrés sur leur étude. Etant donnéque le Laboratoire de Développement et Evolution travaille sur l'étude trans
riptionnelleà grande é
helle 
hez le têtard Xenopus tropi
alis, nous débutons 
e travail par l'étudedes résultats de leurs pu
es à ADN.5.4 Confrontation de modèles à des données trans
rip-tionnelles5.4.1 Contexte biologiqueRaphaël Thuret a étudié durant sa thèse [81℄ la 
inétique de 2902 trans
rits inter-venant dans di�érents pro
essus biologiques lors de la métamorphose du xénope. Cetteanalyse de la 
inétique d'expression de gènes a été réalisée par des expérien
es de pu
es àADN sur trois tissus en 
ours de métamorphose : la queue, le système nerveux 
entral etle foie. Pour 
haque organe, six stades de développement ont été 
omparés et les pro�lsd'expression de 802 gènes di�érentiellement exprimés ont été séle
tionnés.Parmi 
es 802 gènes di�érentiellement exprimés, 140 sont séle
tionnés dans le foie, 513dans le système nerveux 
entral et 393 dans la queue. Dans 
e travail, nous nous intéres-sons ex
lusivement aux 393 gènes de la queue. Les résultats de 
es pu
es à ADN n'ont pasété étudiés tels quels. Ceux-
i ont préalablement été stru
turés par apprentissage statis-tique. Ce travail a été fait par Yang Zhou [89℄. Yang a identi�é, par 
lustering spe
tral, 5
lusters de gènes dans la queue. Ceux-
i sont ré
apitulés dans la Figure 5.6. On observe142 gènes non régulés (
luster 1), 112 gènes surrégulés de manière transitoires (
luster 2),11 gènes fortement sous-régulés (
luster 3), 10 gènes fortement surrégulés (
luster 4) et118 gènes sous-régulés de manière transitoire (
luster 5).Les 
lusters 3 et 4 et les 
lusters 2 et 5 ont des pro�ls d'expression moyens relati-vement symétriques. L'expli
ation biologique pour les groupes de gènes ayant un pro�l108



Confrontation de modèles à des données trans
riptionnelles Se
tion 5.4d'expression symétrique est qu'ils sont régulés simultanément : l'augmentation du niveaud'expression d'un groupe de gènes s'a

ompagne d'une diminution du niveau d'expressiond'un autre groupe de gènes ou inversement. Etant donné le devenir de la queue durant lamétamorphose, on extrapole des observations pré
édentes que les gènes régulés positive-ment sont sûrement des gènes pro-apoptotiques alors que les gènes régulés négativementsont sûrement, en grande majorité, des gènes anti-apoptotiques.Notre obje
tif est de trouver le réseau de régulation induit par les hormones thyroï-diennes permettant une telle balan
e entre les gènes régulés positivement et négativement.Les réseaux de régulation possibles sont très simples et sont au nombre de 6 (nous verronsplus loin 
omment les dénombrer). L'obje
tif est alors d'identi�er des 
ouples pertinentsde gènes régulés positivement et négativement. Ces 
ouples seront à la base de nouvellesexpérien
es dont le but sera d'identi�er parmi les 6 réseaux, le plus probable. L'identi-�
ation de tels 
ouples est permis par une étude bibliographique approfondie, suivie delongues dis
ussions ave
 les biologistes.

Fig. 5.6 � Visualisation du pro�l moyen pour 
haque 
luster de gènes de la queue.5.4.2 Constru
tion des modèles5.4.2.1 Inhibition et a
tivationDans les modèles pré
édents, l'inhibition de T3 par D3 était d'ordre enzymatique etnon dire
tement génétique. Ainsi, une inhibition 
orrespond, dans 
e 
as, à une 
onsom-mation de T3 quand l'inhibiteur est présent. En l'absen
e d'inhibiteur, la 
on
entrationen T3 n'est pas modi�ée. 109



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienneDe même, l'a
tivation enzymatique par D2 se traduit dans le modèle, par une aug-mentation de la 
on
entration en T3 quand D2 est présent. En l'absen
e de l'a
tivateurla 
on
entration en T3 n'est pas modi�ée.Dans le 
adre d'a
tivation ou d'inhibition génétique, nous adoptons un raisonnementdi�érent [90℄ :
• A
tivation : Lorsque A a
tive B (A +

→B), si A est au dessus du seuil d'a
tivation,alors la 
on
entration de B augmente. Par 
ontre, si la 
on
entration de A est sousle seuil, l'absen
e d'a
tivation provoque la diminution de la 
on
entration de B.
• Inhibition : Lorsque A inhibe B (A −

→B), si A est au dessus du seuil d'inhibition,la 
on
entration de B diminue. Par 
ontre, si la 
on
entration de A est insu�santepour que l'inhibition ait lieu, la 
on
entration de B augmente.Le formalisme des réseaux de Petri hybrides temporisés (THPN) ne permet pas demodéliser 
es dé�nitions dire
tement à l'aide d'une seule transition. Comme nous allons levoir 
i-dessous, 
haque a
tion (inhibition ou a
tivation) est modélisée par deux transitions.
• A
tivation : L'a
tivation (A +

→B) se dé�nit don
 
omme suit (Figure 5.7) :
s

s

A B

T1

T2Fig. 5.7 � Modélisation d'une a
tivation génique.Lorsque A est au dessous du seuil s, seule la transition T2 est a
tivée, B est alors
onsommé. Lorsque A est au dessus du seuil s, seule le transition T1 est a
tive, sontir entraîne l'augmentation de B.
• Inhibition : L'inhibition (A −

→B) se dé�nit don
 
omme suit (Figure 5.8) :
s

s

A B

T1

T2Fig. 5.8 � Modélisation d'une inhibition génique.Lorsque A est au dessus du seuil s, seule la transition T1 est a
tive, elle entraînela 
onsommation de B, 
e qui traduit l'inhibition de B par A. Lorsque A est audessous du seuil, l'inhibition n'est pas a
tive, seule la transition T2 est tirée, elleengendre l'augmentation de B.5.4.2.2 Obtention de 6 modèlesOn 
onsidère trois entités dans nos modèles :110



Confrontation de modèles à des données trans
riptionnelles Se
tion 5.41. Les hormones thyroïdiennes (HT),2. Les gènes positivement régulés, noté Ad pour gènes adultes. En e�et, 
es gènes sont,a priori, des gènes pro-apoptotiques permettant au têtard de devenir adulte,3. Inversement, les gènes négativement régulés sont notés Te pour têtard. Ce sont apriori, des gènes anti-apoptotiques dont le r�le va être de protéger la queue de sadisparition.A partir de 
es trois entités, nous obtenons 6 modèles di�érents. Les réseaux de ré-gulation sont présentés sur la Figure 5.9 et les modèles THPN asso
iés sont représentéssur la Figure 5.10. La deuxième Figure est donnée à titre d'illustration. Par la suite, nousnous référen
erons essentiellement à la première �gure beau
oup plus lisible.
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− −
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+
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+
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Fig. 5.9 � Les six modèles possibles engendrant une balan
e entre gènes positivement etnégativement régulés.
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Fig. 5.10 � Les 6 modèles THPN asso
iés aux 6 réseaux de régulation possibles. 111



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienne5.4.3 Analyse biologique des modèlesDans 
ette se
tion, nous re
her
hons et dis
utons plusieurs 
ouples (Ad/Te) pertinentssur lesquels il serait possible d'e�e
tuer des expérien
es nous permettant de 
hoisir parmiles 6 modèles, ou au moins d'en réfuter quelques uns. Une re
her
he bibliographique nousa permis de mettre en éviden
e l'existen
e de 
ertaines �è
hes et don
 de 
ommen
erà s'intéresser spé
i�quement à un nombre réduit de modèles. Elle a également permisd'identi�er deux programmes distin
ts de mort 
ellulaire dans la queue du têtard : unpremier programme 
on
erne les mus
les de la queue et le deuxième programme 
on
erneles �broblastes.5.4.3.1 Mus
les de la queueLa mort des mus
les de la queue est obtenue par apoptose. Il s'agit, par 
onséquent,d'une mort 
ellulaire-autonome. Les membres de la famille B
l2 sont très souvent asso
iésà 
e pro
essus de dégradation [91℄. Les membres de 
ette famille a
tivent la voie mito-
hondriale de l'apoptosome. Ceux-
i libèrent le 
yto
hrome 
 dans la mito
hondrie, 
e quidé
len
he une 
as
ade de 
aspases entraînant la mort 
ellulaire.Parmi les nombreux membres de la famille B
l2, nous nous sommes parti
ulièrementintéressés au 
ouple Bax et XR11 [91℄. Alors que Bax est un gène pro-apoptotique, XR11est un anti-apoptotique. Ce 
ouple, très souvent 
ité dans la littérature, semble être à labase d'une balan
e entre �vie et mort�, balan
e régulée par les HT. En e�et, Bax est ungène de réponse aux hormones thyroïdiennes [92℄. A l'heure a
tuelle, rien ne permet dedire qu'il en est de même pour XR11. Au niveau protéique et non trans
riptionnel, il estre
onnu que XR11 inhibe Bax [93, 94℄. Cory et al. [91℄ mettent également en avant l'inhibi-tion inverse. De 
es données, on en déduit un réseau de régulation potentiel (Figure 5.11) :les HT a
tivent la synthèse de la protéine pro-apoptotique Bax (régulation trans
ription-nelle), et les gènes Bax/XR11 s'inhibent respe
tivement (régulation protéique).
Bax

XR11

HT 

+

− −

Fig. 5.11 � Réseau de régulation potentiel asso
iant le 
ouple Bax/XR11.En 2006, Das et al. [95℄ ont étudié l'expression de nombreux gènes impliqués dansla résorption de la queue lors de la métamorphose naturelle et lors d'une métamorphoseinduite par l'ajout d'hormones thyroïdiennes. Ceux-
i ont identi�é une majorité de gènessous-régulés dans les mus
les de la queue 
ontre une minorité de gènes sur-régulés. Ils ontidenti�é les gènes sous-régulés 
omme des gènes impliqués dans les voies métaboliques,telles que le métabolisme énergétique..., les gènes sur-régulés sont essentiellement asso
iésà des protéases, 
omme la gly
ine déhydrogénase ou la 
ytosoli
 dipeptidase. Dans 
et ar-ti
le, seules des régulations de type trans
riptionnel sont mises en éviden
e. On en déduit112



Confrontation de modèles à des données trans
riptionnelles Se
tion 5.4le réseau de régulation de la Figure 5.12. Ce réseau laisse supposer que les hormones thy-roïdiennes �éteignent� les grandes voies métaboliques de la 
ellule (respiration, énergie,...)et a
tivent en parallèle des protéases responsables de la dégradation de l'environnement
ellulaire.
HT

+

−

Protéases
Voies métaboliquesFig. 5.12 � Réseau de régulation potentiel dé
oulant des résultats de Das et al. dans lesmus
les.Des deux points pré
édents, nous pouvons émettre l'hypothèse qu'il n'existe pas unréseau unique responsable de la perte des mus
les de la queue. Une hypothèse serait de
ombiner les deux réseaux de régulation présentés sur les Figures 5.11 et 5.12. Le réseaude régulation ainsi formé aurait à son 
entre les HT, d'où sortiraient trois régulationsdi�érentes : une positive vers Bax, une positive vers les protéases et une négative vers lesvoies métaboliques.5.4.3.2 Fibroblastes de la queueLe deuxième type 
ellulaire étudié dans la littérature 
on
erne les �broblastes de laqueue. Ces 
ellules ont été identi�ées 
omme la sour
e de nombreuses enzymes protéoly-tiques jouant un r�le dans la dissolution de la queue. Nous ne sommes don
 pas i
i dans un
as d'apoptose 
ellulaire-autonome, 
omme présenté dans les mus
les. L'étude trans
rip-tionnelle des gènes impliqués dans la résorption de la queue met en avant une majorité degènes sur-régulés 
ontre une minorité de gènes sous-régulés [95℄. Nous sommes don
 dans le
as opposé à 
elui des mus
les. Parmi les gènes sur-régulées, on 
ompte une grande majo-rité d'enzymes hydrolytiques 
omme l'intégrine ou des enzymes lysosomales. Les quelquesgènes sous-régulés 
orrespondent à des protéines de la matri
e extra-
ellulaire ou à dif-férents types de 
ollagènes. Ces régulations (a
tivation ou inhibition) étant a

entuéespar l'ajout d'hormones thyroïdiennes, on en déduit que 
es pro
essus sont a
tivés paral-lèlement par les HT, il s'agit i
i de régulations trans
riptionnelles (Figure 5.13). Ainsi,la dissolution de la queue peut s'expliquer par les deux aspe
ts suivants : la stru
tureet le maintien des 
ellules ne sont plus assurés à 
ause de l'inhibition de protéines de lamatri
e extra-
ellulaire, et en parallèle, des enzymes hydrolytiques assurent la dissolutiondes �broblastes.5.4.3.3 Dis
ussionDeux réseaux de régulation se distinguent parmi les six proposés dans la Figure 5.9 :113



Chapitre 5 Appli
ation à la métamorphose amphibienne
HT

+

−

Enzymes protéolytiques
CollagènesProtéines de la Ma
tri
e-CellulaireFig. 5.13 � Réseau de régulation potentiel dé
oulant des résultats de Das et al. dans les�broblastes.

• Le premier (1) qui permet d'inhiber trans
riptionnellement des pro
essus biologiquesindispensables à la survie 
ellulaire (respiration,...) et d'a
tiver en parallèle des pro-
essus biologiques destru
teurs (protéases,...).
• Le quatrième (4) 
orrespond au modèle en relation ave
 l'hypothèse d'une balan
eentre pro et anti-apoptotiques.Ce travail a permis d'identi�er 
ertains 
ouples pertinents sur lesquels des expérien
essont à prévoir, 
omme Bax et XR11. Dans l'avenir, nous 
her
herons don
 à agrandir età exploiter 
es deux réseaux ave
 de nouvelles données, 
omme 
elles obtenues par uneétude des intera
tions spé
i�ques à Bax et XR11.

114







Chapitre 6Extension paramétrique
6.1 MotivationDans le Chapitre 3, nous avons présenté une pro
édure de véri�
ation de propriétéspour les modèles THPN dans lesquels 
haque paramètre est numérique. Notre pro
édurepermet don
 de répondre à la question suivante : �Pour un jeu de paramètres donné, notremodèle THPN satisfait-il la propriété étudiée ?�. Il serait bien sûr intéressant d'étendrenotre pro
édure à un ensemble de 
ombinaisons de paramètres. Etant donné que les para-mètres d'un THPN sont soit des entiers (marquage dis
ret), soit des rationnels (vitessesinstantanées, délai,...), soit des réels (marquage 
ontinu), il existe don
 une in�nité dejeux de paramètres possibles. Il n'est don
 pas envisageable de mettre en pla
e un ap-pro
he exhaustive qui a été envisagé dans le 
as des modèles uniquement dis
rets [4℄ etqui 
onsiste à énumérer 
ha
un des paramétrages possibles et de lan
er pour 
ha
un d'euxune étape de model-
he
king.Les paramètres d'un système biologique peuvent se 
lasser en deux 
atégories : 
er-tains paramètres sont 
onnus (données 
inétiques, 
on
entrations,...) et leurs valeurs sontdisponibles dans la littérature, d'autres sont in
ertains voire in
onnus et sont estimés defaçon plus ou moins arbitraires. Etant donné qu'il nous est impossible de tester l'ensembledes valeurs possibles des paramètres in
onnus, nous nous sommes orientés vers une exten-sion paramétrique du model-
he
king qui autorise une dé�nition symbolique de 
ertainsparamètres. Cette extension paramétrique permet de répondre à la question suivante :�Soient α, β et γ les paramètres in
onnus de notre modèle THPN. Pour quelles valeurs deparamètres notre modèle THPN satisfait-il la propriété biologique et pour quelles valeursde paramètres ne la satisfait-il pas ?� Cette pro
édure que nous appellerons par la suite,model-
he
king paramétrique, nous permet, pour un système biologique étudié, d'estimerla ou les valeurs possibles de paramètres in
onnus, en 
onfrontant notre modèle paramé-trique à une ou plusieurs propriétés biologiques 
onnues.Ce 
hapitre se divise en quatre se
tions. La première se
tion dé�nit le 
adre para-métrique en présentant le formalisme des THPN paramétriques. L'exé
ution d'un THPNparamétrique dépend de la valeur des paramètres symboliques, il n'est don
 pas possiblede 
onstruire dire
tement le graphe d'évolution. Nous dé�nissons don
 dans la deuxièmese
tion, un algorithme permettant de 
onstruire l'ensemble des graphes d'évolution pos-



Chapitre 6 Extension paramétriquesibles d'un THPN paramétrique que nous regroupons sous la forme d'un pseudo-arbreappelé par la suite le graphe d'évolution symbolique. La troisième se
tion présente la pro-
édure 
omplète de model-
he
king paramétrique. En�n, la dernière se
tion se fo
alise surles propriétés asso
iées à notre extension paramétrique.6.2 Cadre paramétriqueDans 
ette se
tion, nous autorisons la dé�nition symbolique des paramètres d'unTHPN. Un THPN 
omposé de paramètres symboliques est appelé par la suite THPNparamétrique (Dé�nition 6.2). La Dé�nition 6.1 distingue quatre types de symboles para-métriques.Dé�nition 6.1 (Symboles paramétriques). On appelle un ensemble de symboles, un qua-druplet P = (α, β, γ, δ) où α, β, γ et δ sont des ensembles de symboles tels que :
• Les symboles α = {α1, α2, ..., αm} représentent le marquage des pla
es 
ontinuesdé�nis dans R+,
• Les symboles β = {β1, β2, ..., βn} représentent le marquage des pla
es dis
rètes dé�nisdans N,
• Les symboles γ = {γ1, γ2, ..., γi} représentent les vitesses maximales des transitions
ontinues dé�nies dans Q+ et
• Les symboles δ = {δ1, δ2, ..., δj} représentent les délais des transitions dis
rètes dé�-nis dans Q+.Dé�nition 6.2 (THPN paramétrique). Un Réseau de Petri Hybride Temporisé paramé-trique est un 9-uplet (P, T , ζ, P re, Post,P, m0, delai, V ) où :
• P et T sont des ensembles disjoints, respe
tivement de pla
es et transitions,
• ζ : P ∪ T → {D,C} appelée fon
tion hybride indique pour 
haque n÷ud s'il estdis
ret ou 
ontinu,
• Pre : P × T → Q+ ∐ N est la matri
e d'in
iden
e d'entrée. Si T ∈ TD alors
Pre(P, T ) ∈ N sinon Pre(P, T ) ∈ Q+,

• Post : T × P → Q+ ∐ N est la matri
e d'in
iden
e de sortie. Si T ∈ TD alors
Post(T, P ) ∈ N sinon Post(T, P ) ∈ Q+,

• P = (α, β, γ, δ) est un ensemble de symboles paramétriques,
• m0 : P → R+ ∐ N ∐ α∐ β est le marquage initial véri�ant la propriété : si P ∈ PDalors m0(P ) ∈ N ∐ β sinon m0(P ) ∈ R+ ∐ α,
• delai : TD → Q+ ∐ δ est le temps asso
ié à T ,
• V : TC → Q+ ∐ γ représente la vitesse de tir maximal.Remarque 6.1. Nous avons fait le 
hoix de garder les matri
es Pre et Post non para-métriques. Ce 
hoix est justi�é par le type de questions posées lors de l'étude d'un sys-tème biologique : elles 
on
ernent essentiellement les 
on
entrations initiales (marquageparamétrique) et les vitesses des réa
tions bio
himiques étudiées (vitesses maximales pa-ramétriques).118



Cadre paramétrique Se
tion 6.2Remarque 6.2. La dé�nition d'un THPN paramétrique in
lut 
elle d'un THPN non pa-ramétrique dans lequel l'ensemble des paramètres P est vide.La Figure 6.1 présente un exemple de THPN paramétrique, dans lequel tous les para-mètres sont symboliques.
V1 = γ1

P1

α1

α2P3

P2

T2

d1 = δ1

T1

β1Fig. 6.1 � Exemple de THPN paramétriqueLa Dé�nition 6.2 est une dé�nition syntaxique des THPN paramétriques. La séman-tique des THPN paramétriques dépend des paramètres. Par exemple, pour dé
ider siune transition dis
rète Ti est permise, on regarde si sa pla
e prédé
esseur Pj satisfait
m(Pj) ≥ Pre(Pj, Ti). Si le marquage de la pla
e Pj est symbolisé par le paramètre βj , ilfaut envisager les deux 
as, permise et non permise, en asso
iant à 
ha
un des deux 
as la
ontrainte adaptée. Ainsi, la transition Ti est permise sous la 
ontrainte βj ≥ Pre(Pj, Ti)et la transition Ti n'est pas permise sous la 
ontrainte βj < Pre(Pj, Ti).L'étude dynamique d'un THPN paramétrique né
essite don
 le traitement de tousles 
as possibles en fon
tion des valeurs de paramètres. Chaque 
as est alors 
ara
térisépar un ensemble de 
ontraintes. Les dé�nitions présentées 
i-dessous ont don
 pour butde dé�nir formellement les expressions paramétriques et les 
ontraintes que nous allonsutiliser pour 
onstruire le graphe d'évolution symbolique.Dé�nition 6.3 (Expression paramétrique). Etant donné un ensemble de paramètres P,une expression paramétrique ep est une expression de la forme n

∑

k=1

(
nk

Π
j=1

tkj .p
k
j ) + t0 ave


tkj ∈ (N,Q+,R+) selon que les pkj ∈ (α, β, γ, δ). L'ensemble des expressions paramétriquesest noté Exp(P).La dé�nition pré
édente autorise des relations non linéaires entre les paramètres. Ce
as général est à 
onsidérer étant donné que la sémantique des THPN (
onstru
tion dugraphe d'évolution) né
essite de 
al
uler des produits entre vitesses instantanées et mar-quages et de faire des opérations non linéaires pour 
al
uler les événements futurs quisont sus
eptibles de se produire. Néanmoins, les expressions linéaires étant beau
oup plus119



Chapitre 6 Extension paramétriquemanipulables, nous dé�nissons 
e sous-ensemble d'expressions paramétriques. Nous dis
u-terons par la suite, des 
ontraintes à imposer sur les paramètres permettant de n'obtenirque des expressions linéaires.Dé�nition 6.4 (Expression paramétrique linéaire). Une expression paramétrique linéaireelp est une expression de la forme t1p1 + ...+ tnpn+ t0, ave
 tj ∈ (N,Q+,R+) selon que les
pj ∈ (α, β, γ, δ). L'ensemble des expressions paramétriques linéaires est noté ExpL(P).Les expressions paramétriques peuvent former des 
ontraintes grâ
e aux 
omparateurs
{<,>,≥,≤}. Nous distinguons alors les 
ontraintes non linéaires des 
ontraintes linéaires(Dé�nition 6.5).Dé�nition 6.5 (Contrainte). Une 
ontrainte est une inégalité de la forme e ∼ e′ où e, e′sont des expressions paramétriques et ∼∈ {<,>,≥,≤}.Si de plus, e et e′ sont des expressions paramétriques linéaires, la 
ontrainte est ditelinéaire.La négation d'une 
ontrainte (linéaire ou non) c, notée ¬c est obtenue en remplaçantles signes <,≤, >,≥ respe
tivement par ≥, >,≤, <.Une 
ontrainte c = e ∼ e′, ave
 ∼∈ {<,>,≥,≤} est satis�able s'il existe une valuationde paramètres pour laquelle l'inégalité e ∼ e′ est véri�ée. La notion de valuation deparamètres est donnée 
i-dessous.Dé�nition 6.6 (Valuation de paramètres). Une valuation de paramètres est une fon
tion
ν : P → N ∐ Q+ ∐ R+, telle que :

• Si p ∈ α alors ν(p) ∈ R+, si p ∈ γ ∪ δ alors ν(p) ∈ Q+ sinon ν(p) ∈ N.
• Si ep est une expression paramétrique et ν une valuation, alors ep[ν] dénote la valeurobtenue en remplaçant 
haque paramètre p de ep par ν(p).
• De même, nous dé�nissons c[ν] pour une 
ontrainte c. La valuation ν satisfait la
ontrainte 
, noté ν |= c, si c[ν] est évalué à vrai.
• Une valuation ν satisfait un ensemble de 
ontraintes C, noté ν |= C si et seulementsi pour toute 
ontrainte c de C, ν |= c.Dé�nition 6.7 (Sémantique d'une 
ontrainte). La sémantique d'une 
ontrainte c, no-tée 〈c〉, est l'ensemble des valuations qui satisfont c. La sémantique d'un ensemble de
ontraintes C est donnée par 〈C〉 =

⋂

c∈C
〈c〉.6.3 Graphe d'évolution symboliqueDans 
ette se
tion, nous détaillons l'algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolutionsymbolique (noté GES) asso
ié à un modèle paramétrique THPN. Cet algorithme se diviseen deux étapes :

• La première étape 
onsiste à 
onstruire l'ensemble des IB-states su

esseurs d'unetransition donnée (Se
tion 6.3.1),
• La deuxième 
onstruit, à partir d'un IB-state, l'ensemble des transitions qui luisu

èdent (Se
tion 6.3.2).120



Graphe d'évolution symbolique Se
tion 6.3Comme nous le verrons plus tard, à 
haque n÷ud (transition ou IB-state) sera asso
iéun ensemble de 
ontraintes. Nous dis
uterons également le mode de traitement de 
es
ontraintes en distinguant le 
as des 
ontraintes linéaires et non linéaires. En�n, l'algo-rithme 
omplet sera détaillé avant d'être illustré sur des exemples. Nous dis
uterons alorsles propriétés d'un tel graphe d'évolution symbolique.6.3.1 Obtention des IB-statesComme dans le 
as de graphes d'évolution numériques, le graphe d'évolution symbo-lique possède une unique transition initiale, notée TGES0 . Celle-
i est annotée du marquageinitial de 
haque pla
e Pi ∈ P (éventuellement paramétrique) et d'un ensemble d'événe-ments venant d'avoir lieu et se résumant à (Evt(TGES0 ) = {NoEvt}) pour la premièretransition. On 
her
he l'ensemble des IB-states su

édant à la transition TGES0 et plusgénéralement à une transition TGESk du graphe d'évolution symbolique. Etant donné que
haque IB-state est 
ara
térisé par le marquage des pla
es dis
rètes et par les vitessesinstantanées des transitions 
ontinues, nous allons traiter 
i-dessous 
ha
un de 
es deuxpoints séparément.6.3.1.1 Cal
ul du marquage dis
retSoit mD = (β1, β2, ..., βn) le marquage de 
haque pla
e dis
rète. Ce marquage est mo-di�é dans le nouvel IB-state uniquement si un événement de type D1 (tir d'une transitiondis
rète) appartient à l'ensemble des événements Evt(TGESk ). Soit D1(Ti) ∈ Evt(TGESk )un événement de type D1 impliquant la transition dis
rète Ti du THPN-paramétrique,le marquage de 
haque pla
e prédé
esseur Pj ∈ ◦Ti est diminuée de Pre(Pj, Ti) jetons et
haque pla
e su

esseur Pj ∈ T ◦
i est in
rémentée de Post(Ti, Pj) jetons. Si dans l'IB-state
ourant m(Pj) = βj et que Pos(Ti, Pj) = 1 alors le tirage de Ti mène à un nouvel IB-statedans lequel m(Pj) = βj + 1. Si dans l'IB-state 
ourant m(Pj) = βj et que Pre(Pj, Ti) = 1alors le tirage de Ti mène à un IB-state dans lequel m(Pj) = βj − 1.6.3.1.2 Cal
ul des vitesses instantanéesLe 
al
ul des vitesses instantanées dépend du marquage 
ontinu. Ce marquage per-met de déterminer la permission de 
haque transition 
ontinue. Nous avons vu dans leChapitre 1 que :

• lorsqu'une transition 
ontinue est fortement permise, elle tire à sa vitesse maximale,
• lorsqu'elle est faiblement permise, elle tire à une vitesse 
omprise entre 0 et sa vitessemaximale,
• en�n si la transition n'est pas permise, elle ne peut tirer et sa vitesse vaut 0.L'algorithme de 
al
ul des vitesses instantanées présenté dans un 
adre purement nu-mérique dans le Chapitre 1 peut être étendu au 
as paramétrique. Nous pro
édons alorsen deux temps : lors d'un pré-traitement, nous déterminons l'ensemble des vitesses ins-tantanées possibles. Le post-traitement permet ensuite retirer toutes les 
ombinaisonsin
ohérentes. 121



Chapitre 6 Extension paramétriquePré-traitement : La permission d'une transition 
ontinue dépend du marquage 
ontinuqui peut être paramétrique. Pour 
haque pla
e paramétrique 
ontinue Pj prédé
esseur dela transition 
ontinue Ti, nous devons distinguer le 
as où αj > 0 et où αj = 0. On doit alors
onsidérer tous les 
as possibles. Par exemple, si on a deux pla
es 
ontinues paramétriques
P1 et P2 prédé
esseurs de la transition 
ontinue T , on obtient {α1 > 0, α1 = 0} et {α2 >
0, α2 = 0}. On a alors 4 
ombinaisons possibles : {α1 = 0, α2 = 0}, {α1 > 0, α2 = 0},
{α1 = 0, α2 > 0} et {α1 > 0, α2 > 0}.1. Pour toute transition 
ontinue Ti fortement permise, vi = Vi = γi. Ce point 
orres-pond au premier 
as de l'algorihtme pour un THPN non paramétrique.2. Soit Tj une transition 
ontinue faiblement permise à 
ause d'un ensemble de pla
es

Qj(t) de marquage nul. Si Tj n'est pas impliquée dans un 
on�it ou que Tj a lepremier niveau de priorité, alors vj(t) se 
al
ule de la façon suivante :
vj(t) = min

(

min
Pi∈Qj(t)

(

Ii
Pre(Pi, Tj)

)

, Vj

)

Ce point 
orrespond au deuxième 
as de l'algorithme pour un THPN non paramé-trique. Cependant, 
omme le 
al
ul pré
édent est paramétrique, on doit 
onsidérertrois 
as selon l'ordre entre min
Pi∈Qj(t)

Ii
Pre(Pi, Tj)

et Vj . Les prémisses de l'impli
a-tion (⇒) forment les 
ontraintes. Si 
elles-
i sont véri�ées alors on en déduit lavaleur de la vitesse instantanée indiquée en 
on
lusion. Prenons l'exemple d'un IB-state dans lequel vj = min
Pi∈Qj(t)

Ij
Pre(Pi, Tj)

, 
elui-
i sera alors annoté de la 
ontrainte
min

Pi∈Qj(t)

Ii
Pre(Pi, Tj)

< Vj .
(A)















min
Pi∈Qj(t)

Ii
Pre(Pi, Tj)

< Vj ⇒ vj = min
Pi∈Qj(t)

Ij
Pre(Pi, Tj)

min
Pi∈Qj(t)

Ii
Pre(Pi, Tj)

= Vj ⇒ vj = min
Pi∈Qj(t)

Ii
Pre(Pi, Tj)

= Vj

min
Pi∈Qj(t)

Ii
Pre(Pi, Tj)

> Vj ⇒ vj = Vj













3. Soit le 
on�itKm =< Pm, {T1, T2, ..., Tn} > tel que T1 < T2 < ... < Tn, 
'est-à-dire T1est prioritaire sur T2, elle-même prioritaire sur T3, et
. La transition T1 a le premierniveau de priorité, v1 est don
 
al
ulée 
omme pré
édemment. La transition T2 a lese
ond niveau de priorité. Soit Qk(t), un autre ensemble de pla
es de marquage nulentrant dans T2, v2(t) est 
al
ulée 
omme suit :
(B) v2(t) =min









(1) Im − Pre(Pm, T1).v1(t),
(2) V2,

(3) min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T2)







De 
ette expression, on déduit 7 
as possibles :122



Graphe d'évolution symbolique Se
tion 6.3
(C)



































(1) < (2) et (3) ⇒ v2(t) = Im − Pre(Pm, T1).v1(t)
(2) < (1) et (3) ⇒ v2(t) = V2

(3) < (1) et (2) ⇒ v2(t) = min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T2)

(1) = (2) < (3) ⇒ v2(t) = Im − Pre(Pm, T1).v1(t) = V2

(1) = (3) < (2) ⇒ v2(t) = Im − Pre(Pm, T1).v1(t) = min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T2)

(2) = (3) < (1) ⇒ v2(t) = V2 = min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T2)

(1) = (2) = (3) ⇒ v2(t) = V2 = min
Pi∈Qk(t)

Ii
Pre(Pi, T2)

) = Im − Pre(Pm, T1).v1(t)

































On pro
ède de même pour les autres transitions T3, ..., Tn.Post-traitement : On 
ombine alors les ensembles de 
ontraintes obtenus à 
haqueétape. Chaque ensemble 
ombiné nous donne un IB-state. Une 
ombinaison peut êtrein
ohérente, 
omme par exemple {γ1 = γ2, γ1 > γ2}. Dans le 
as général, déterminerl'in
ohéren
e d'un ensemble de 
ontraintes est indé
idable. Néanmoins, 
omme nous ledétaillerons dans la se
tion 6.3.4, nous avons mis en éviden
e une 
ondition su�santepermettant de ne se rapporter qu'à des 
ontraintes linéaires. L'in
ohéren
e d'un ensemblede 
ontraintes linéaires est alors dé
idable. Il nous sera ainsi possible de retirer les 
ombi-naisons de 
ontraintes in
ohérentes.6.3.1.3 IllustrationIllustrons 
et algorithme sur le THPN paramétrique de la Figure 6.2.
0.0

 3.0 P1

P2

T2 < T3

V1 = γ1

V2 = γ2 V3 = γ3

T1

T2 T3Fig. 6.2 � Exemple de THPN paramétrique.Pré-traitement : Le marquage des pla
es n'est pas paramétrique.1. Seule la transition T1 est fortement permise, on en déduit v1 = V1 = γ1. 123



Chapitre 6 Extension paramétrique2. La transition T2 a le premier niveau de priorité. Etant donnée que la seule sour
e de lapla
e P2 est la transition T1, on a I2
Pre(P2,T2)

= γ1. Par 
onséquent, v2(t) = min(γ1, γ2).On obtient don
 les trois 
as suivants :




γ1 < γ2 ⇒ v2 = γ1

γ1 = γ2 ⇒ v2 = γ1 = γ2

γ1 > γ2 ⇒ v2 = γ2



3. Il ne reste que la transition T3 à traiter. Celle-
i a le deuxième et dernier niveau depriorité. Etant donné qu'il n'y pas d'autres ensembles de pla
es entrant dans T3, onne 
onsidère pas le 
as (3) de l'équation (B). La 
omparaison des 
as (1) et (2) del'équation (B) amène don
 à traiter uniquement les trois 
as suivants 
orrespondantà (1) < (2), (1) = (2) et (1) > (2) où (1) 
orrespond à γ1 − v2 et (2) 
orrespond à
γ3 :





γ3 < γ1 − v2 ⇒ v3 = γ3

γ3 = γ1 − v2 ⇒ v3 = γ3 = γ1 − v2

γ3 > γ1 − v2 ⇒ v3 = γ1 − v2



Post-traitement : On fait toutes les 
ombinaisons possibles de 
haque ensemble de
as, en prenant soin de retirer toutes les 
ombinaisons in
ohérentes :








γ1 < γ2 et γ3 < γ1 − v2 ⇒ v1 = v2 = γ1, v3 = γ3

γ1 < γ2 et γ3 = γ1 − v2 ⇒ v1 = v2 = γ1, v3 = γ3 = γ1 − v2

γ1 < γ2 et γ3 > γ1 − v2 ⇒ v1 = v2 = γ1, v3 = γ1 − v2

...







6.3.2 Obtention des transitionsLa deuxième étape de l'algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolution symbolique
onsiste à partir d'un IB-state, à déduire les di�érentes transitions qui peuvent lui su
-
éder. Une transition TGESi du graphe d'évolution est annotée d'un temps tTGES
i

, d'unensemble d'événements et du marquage des pla
es 
ontinues au temps tTGES
i

. Trouver lestransitions su

édant à un IB-state 
onsiste don
 à trouver les ensembles d'événementsfuturs possibles. Bien entendu, les futurs événements dépendent des paramètres et desrelations entre eux.Comme dans le 
adre numérique, les futurs événements sont listés dans une séquen
eordonnée par le temps, notée TOS. La méthode 
onsiste à 
al
uler le temps des futursévénements C1, D2 et D1, de les rentrer dans TOS et de les 
omparer. Dans un 
adrenumérique, le plus petit temps de TOS nous donne l'événement le plus pro
he, 
'est luiqui formera la future transition du graphe d'évolution. Dans un 
adre paramétrique, lestemps de TOS peuvent être paramétriques, on obtient alors une transition pour 
haqueordonnan
ement pertinent des temps de TOS. La notion d'ordonnan
ements pertinentsest détaillée 
i-après.La méthode générale, étant à présent dé
rite, revenons en détail sur le 
al
ul des futursévénements C1, D2 et D1.124



Graphe d'évolution symbolique Se
tion 6.3Futurs événements C1 : Pour 
haque pla
e 
ontinue Pi ∈ PC de balan
e négative
Bi < 0, Pi se vide (événement C1) au temps t tel que : 0 = m(Pi) +Bi.t soit t = −m(Pi)

Bi
.

m(Pi) et Bi peuvent être paramétriques, 
e qui donne un temps t paramétrique.Futurs événements D2 : On rappelle qu'un événement D2 est asso
ié à une pla
e
ontinue dont le 
hangement de marquage modi�e le degré de permission d'une transitiondis
rète. Deux 
as se distinguent. Le marquage de la pla
e 
ontinue Pi est au dessus duseuil s permettant à la transition dis
rète Tj de tirer, sa balan
e étant négative Bi < 0,le marquage de Pi redes
endra sous le seuil s au temps t tel que : s = m(Pi) + Bi.t, soit
t = s−m(Pi)

Bi
.Dans le deuxième 
as, le marquage de la pla
e Pi est au dessous du seuil s et sabalan
e est positive Bi > 0. Le marquage de la pla
e Pi atteindra don
 le seuil s au temps

t = s−m(Pi)
Bi

.Futurs événements D1 : Si une pla
e 
ontinue vient d'atteindre le seuil s permettantà une transition dis
rète Tj de tirer, alors on peut ajouter dans TOS le futur tir de latransition Tj (événement D1) au temps t + delai(Tj). Sinon, le marquage des pla
es dis-
rètes, fourni dans l'IB-state, nous indique quelles transitions dis
rètes sont permises oupas, on en déduit fa
ilement les futurs événements D1.Supposons que TOS ne 
ontienne que 3 éléments (D1(tD1), D2(tD2), C1(tC1)), danslesquels les temps tD1, tD2 et tC1 sont paramétriques. Comme dans le 
as numérique,le but est i
i de déterminer quel(s) événement(s) va (vont) avoir lieu en premier. Lestemps étant paramétriques, nous déterminons les premiers événements en ordonnançantles temps tD1, tD2 et tC1. On en déduit que seuls les ordonnan
ements donnant des en-sembles di�érents d'événements ayant lieu en premier sont pertinents. On obtient alorsles 7 ordonnan
ements pertinents suivants. Cha
un de 
es ordonnan
ements donne unenouvelle transition dans le graphe d'évolution symbolique.
(1) tD1 < tD2 et tD1 < tC1 (5) tD2 = tD1 et tD1 < tC1

(2) tD2 < tD1 et tD2 < tC1 (6) tD2 = tC1 et tC1 < tD1

(3) tC1 < tD1 et tC1 < tD2 (7) tD1 = tC1 et tC1 < tD2

(4) tD2 = tD1 = tC1Chaque transition du graphe d'évolution su

édant au même IB-state est, à présent,annotée du temps t des pro
hains événements ainsi que de l'ensemble des événements quivont avoir lieu. La dernière étape 
onsiste à obtenir le marquage de pla
es 
ontinues à
e nouveau temps. Le marquage de 
haque pla
e 
ontinue Pi dé
roît linéairement à unevitesse 
orrespondant à la balan
e de la pla
e (Bi). Par 
onséquent, le nouveau marquagede 
haque pla
e Pi est obtenu 
omme 
e
i : m(Pi) = m(Pi)0 +Bi.t où m(Pi)0 
orrespondau dernier marquage de la pla
e Pi (obtenu sur la dernière transition du GES), Bi est labalan
e de la pla
e obtenue grâ
e aux vitesses instantanées de l'IB-state et t est le tempsde TOS qui vient d'être 
al
ulé. Là en
ore, le marquage peut être paramétrique.La 
onstru
tion du graphe d'évolution symbolique 
orrespond don
 à un appel alterné125



Chapitre 6 Extension paramétriquede 
onstru
tion d'IB-states (Se
tion 6.3.1) et de 
onstru
tion de transitions (Se
tion 6.3.2).La se
tion suivante présente l'algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évolution dans saglobalité.6.3.3 AlgorithmeDe façon à assurer la terminaison de l'algorithme, nous imposons la restri
tion sui-vante :Restri
tion 1. Chaque paramètre pi ∈ P du THPN paramétrique doit être borné pi ∈
(minpi

, maxpi
) (pi appartient à un intervalle pouvant être ouvert ou fermé à droite et/ouà gau
he). Sans perte de généralité, nous 
onsidérons par la suite que la borne minimaleest 0. L'asso
iation de deux bornes à 
haque paramètre, forme un ensemble de 
ontraintesque nous appellerons C0, vrai à la ra
ine, 
'est-à-dire à la première transition du graphed'évolution symbolique.Algorithme :1. Initialisation(a) Entrer les données relatives au THPN, marquage initial, résolution lo
ale des
on�its et ordonnan
ement des sous-réseaux par ordre de priorité,(b) Initialisation du marquage 
ontinu. Initialisation de TOS par les D1-event pos-sibles (dépend des paramètres de type α et β) : Soit Ti une transitiondis
rète, et Pj ∈ �Ti, si le marquage de Pj est paramétrique αj (ou βj), on
onsidère deux 
as αj ≥ Pre(Pj, Ti) et αj < Pre(Pj, Ti) où Pre(Pj, Ti) est leseuil de permission de la transition Ti.Soit ts = t0 = 0.2. Si l'ensemble des événements D2 au temps ts n'est pas vide, 
'est-à-dire D2(ts) 6= ∅alors ajouter le D1-event 
orrespondant dans TOS.3. Si D1(ts) = ∅ alors ALLER A L'ETAPE 4 sinon tirer les transitions 
orrespon-dantes (ou un sous-ensemble s'il existe des 
on�its de type 1), mettre à jour TOS etALLER A L'ETAPE 2.4. Construire les sous-réseaux de Petri 
ontinus sous-ja
ents.5. Si tous les niveaux de priorité des sous-réseaux ont été traités alors ALLER AL'ETAPE 6 sinon 
al
uler les vitesses instantanées de 
haque transition 
ontinue(Se
tion 6.3.1). On subdivise le GES au niveau des IB-states. La 
ontrainte asso
iéeà 
haque IB-state 
orrespond à la 
onjon
tion de la 
ontrainte du n÷ud père ave
la 
ontrainte spé
i�que de l'IB-state. Tout IB-state in
ohérent par son ensemble de
ontraintes est retiré. ALLER A L'ETAPE 5.126



Graphe d'évolution symbolique Se
tion 6.36. Mise à jour de TOS en déterminant les temps des pro
hains événements C1, D2 etD1 (Se
tion 6.3.2). On subdivise le GES au niveau des transitions. La 
ontrainteasso
iée à 
haque transition 
orrespond à la 
onjon
tion de la 
ontrainte du n÷udpère ave
 la 
ontrainte spé
i�que de la transition. Toute transition in
ohérente parson ensemble de 
ontraintes est retirée.7. Cal
ul du marquage au nouveau temps dans 
haque bran
he.8. Si les paramètres de l'IB-state sont déjà présents dans un pré
édent IB-state de labran
he alors FIN sinon ALLER A L'ETAPE 2 pour 
ette bran
he.Remarque 6.3. L'algorithme de 
onstru
tion d'un graphe d'évolution est un 
as parti-
ulier de l'algorithme de 
onstru
tion du GES dans lequel l'ensemble des paramètres Pest vide. En e�et, l'appli
ation de 
et algorithme sur un modèle THPN non paramétriquedonne le même graphe d'évolution que 
elui obtenu ave
 l'algorithme numérique (Cha-pitre 1 Se
tion 1.4.2.3).6.3.4 Traitement des 
ontraintesDeux étapes de l'algorithme permettent de simpli�er le graphe d'évolution symbo-lique en retirant les n÷uds (transitions ou IB-states) in
ohérents par leur ensemble de
ontraintes. Dans 
ette se
tion, nous dis
utons don
 des méthodes nous permettant degérer 
es ensembles de 
ontraintes. Nous allons di�éren
ier le 
as où nous n'avons que des
ontraintes linéaires du 
as général.6.3.4.1 Traitement des 
ontraintes linéairesNous avons retenu deux méthodes pour véri�er si un ensemble de 
ontraintes linéairesest 
ohérent.Programmation linéaire. L'ensemble des 
ontraintes d'un n÷ud du graphe d'évolu-tion symbolique peut former les 
ontraintes d'un système de programmation linéaire. Lafon
tion obje
tive importe alors peu dans 
e 
as présent. Etant donnée la 
omplétude desalgorithmes de programmation linéaire 
omme le simplex [96℄, si l'algorithme ne trouvepas de solution 
'est qu'il n'existe pas de valuations permettant de satisfaire toutes les
ontraintes. On peut alors 
on
lure que la 
ontrainte n'est pas satis�able et don
 que len÷ud n'est pas 
ohérent.Opération sur des polyèdres. Chaque 
ontrainte d'un n÷ud du graphe d'évolutionsymbolique peut être 
onverti en polyèdres [69℄. Selon que l'interse
tion de tous les poly-èdres est vide ou non (algorithme dans [69℄), on 
on
lut à l'in
ohéren
e ou à la 
ohéren
ede l'ensemble de 
ontraintes. S'il est vide, 
'est qu'il n'existe pas de valuation permettantde satisfaire l'ensemble des 
ontraintes de 
e n÷ud, il est don
 in
ohérent. 127



Chapitre 6 Extension paramétrique6.3.4.2 Traitement des 
ontraintes non linéairesLorsque les 
ontraintes ne sont pas linéaires, leur traitement devient plus di�
ile. Onpeut les traiter par système de programmation non-linéaire. Néanmoins, 
es problèmessont non dé
idables, il existe néanmoins des algorithmes de dé
ision dé�nis au 
as par
as [97℄. Un exemple est la programmation par 
ontrainte [98℄, elle renvoie un intervallesur lequel il est possible mais pas 
ertain qu'il existe une solution. Ce type de 
ontraintesétant beau
oup plus déli
at à traiter, nous allons essentiellement nous rapporter à des 
aslinéaires. Le paragraphe suivant pré
ise les restri
tions à apporter pour n'étudier que des
ontraintes linéaires.6.3.4.3 Cas d'obtention de 
ontraintes linéaires et non linéairesLa présen
e d'un seul type de paramètres dans le THPN paramétrique (soit α, soit
β, soit γ soit δ) est une 
ondition su�sante pour l'obtention de 
ontraintes linéaires.Les vitesses des transitions 
ontinues sont soit des 
onstantes, soit des expressions para-métriques. Dans les deux 
as, leur valuation reste 
onstante entre deux événements. Lemarquage évolue ainsi linéairement et le 
oe�
ient dire
teur est proportionnel aux vi-tesses. Si le marquage est paramétrique, les vitesses restent des 
onstantes et inversement.Les 
ontraintes restent dans 
e 
as linéaires.Dans un des exemples traités 
i-dessous, les deux types de paramètres α (marquage
ontinu) et δ (délai) 
oexistent au sein d'un même THPN paramétrique. Les 
ontraintesobtenues restent néanmoins linéaires. Ce
i est 
ohérent étant donné que les délais para-métriques n'interviennent ni dans le 
al
ul des vitesses instantanées ni dans le 
al
ul dumarquage (voir l'exemple détaillé de la Figure 6.4 
ombinant 
es deux types de para-mètres). Néanmoins, nous n'avons pas généralisé 
e résultat, nous garderons ainsi 
omme
ondition su�sante la présen
e d'un seul type de paramètre. Cette 
ondition est appli
ableen biologie, 
elle-
i permet de traiter séparément les questions 
on
ernant les 
on
entra-tions (marquage), 
elles traitant des vitesses de réa
tion (vitesses instantanées) et 
ellestraitant des délais.La 
ombinaison des paramètres de type α et de type γ (vitesses maximales) fait trèsfa
ilement perdre la linéarité des 
ontraintes. Par exemple, soient P1 et P2 deux pla
esdont le marquage vaut respe
tivement α1 et α2 et P2 se vide à une vitesse paramétrique
γ. La pla
e P2 se vide au temps t = α2

γ
où γ est la vitesse de 
onsommation de ressour
esdes pla
es P1 et P2. Au temps t = α2

γ
, le marquage de la pla
e P1 vaut don
 α1 −

α2

γ
, ona perdu la linéarité.6.3.5 ExemplesDans 
ette se
tion, nous illustrons notre algorithme de 
onstru
tion du graphe d'évo-lution symbolique sur deux exemples : le premier exemple est un modèle paramétrique deTHPN possédant plusieurs paramètres, et le deuxième traite spé
i�quement la présen
ede 
on�its dans le modèle.128



Graphe d'évolution symbolique Se
tion 6.36.3.5.1 Exemples ave
 plusieurs paramètresConsidérons le THPN paramétrique de la Figure 6.3, 
elui-
i 
omporte deux para-mètres : le marquage de la pla
e 
ontinue P2 vaut initialement α1 et le délai de la transi-tion dis
rète T1 vaut δ1. Etant donné que 
haque paramètre doit être initialement borné(Restri
tion 1), nous imposons que α1 ∈ [0, 5] et δ1 ∈]0, 5].
0.0

0.0
P4

V3 = 2

P2

V2 = 3

P3

P1

α1

d1 = δ1Fig. 6.3 � THPN paramétrique numéro 1.Le graphe d'évolution asso
ié au THPN de la Figure 6.3 est présenté sur la Figure 6.4.La bran
he annotée CN 
orrespond à un Cas Numérique, elle ne 
omporte don
 au
unedi�
ulté, 
'est pourquoi 
elle-
i n'est pas détaillée. Le numéro au début de 
haque item
orrespond à l'étape de l'algorithme à 
onsidérer.1. Marquage initial m0 = (1, α1, 0, 0). Il n'y a pas d'événement D1 au temps t0 = 0,
D1(t0) = ∅.5. Les vitesses instantanées dépendent du marquage. On distingue 2 
as : le 
as où
α1 = 0 et le 
as où α1 ∈]0; 5]. Dans le 
as où α1 ∈]0; 5] la transition T2 est fortementpermise et tire don
 à sa vitesse maximale, sinon la transition n'est pas permise, lestransitions 
ontinues ne peuvent tirer (v2 = v3 = 0) et l'algorithme est terminé.6. Deux types d'événements peuvent avoir lieu dans le 
as où α1 ∈]0; 5].
• Le marquage de la pla
e P4 atteint le seuil 1 permettant à T1 de tirer. Cet événe-ment a lieu au temps 0.5.
• Le marquage de la pla
e P2 se vide. La pla
e P2 se vide au temps t = α1.L'ordonnan
ement des événements dépend don
 de la valeur du paramètre α1, ondistingue don
 trois 
as : α1 < 0.5, α1 = 0.5 et α1 > 0.5.Détaillons le 
as où α1 > 0.5. Les autres bran
hes sont explorées de façon similaire.On trouvera l'arbre 
omplet à la Figure 6.4.7. Le pro
hain événement est don
 m(P4) = 1 au temps t = 0.5 et le marquage autemps t = 0.5 vaut (1, α1 − 0.5, 0.5, 1) respe
tivement pour les pla
es P1, P2, P3 et
P4.5. La pla
e P2 n'étant pas vide, la transition T2 tire toujours à sa vitesse maximale :
v2 = 3, v3 = 2. 129
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CN(2, 2)1

(2, 2)0

(2, 2)1

1 (2, 2)

(2, 2)0

0 (2, 2) 0 (3, 2)

0 (2, 2)

α1 ∈ [0; 5]
δ1 ∈]0; 5]

(α1, 0, 0)

1 (0, 0)α1 = 0 (3, 2)1 α1 ∈]0; 5]

t = 0.5

m(P4) = 1

Tir(T1)

t = 0.5 + δ1

(0, α1, 2δ1)

(0, α1, 1)

α1 ∈]0; 0.5]

m(P2) = 0

t = α1 (0, α1, 2α1)

α1 = 0.5
α1 ∈]0.5; 5]

(α1 − 0.5, 0.5, 1)
t = 0.5

m(P4) = 1

(3, 2)1

(0, α1, 2α1)
m(P2) = 0

t = α1

Tir(T1)

t = 0.5 + δ1

(0, α1, 2δ1)

Tir(T1)

α1 − 0.5 = δ1α1 − 0.5 < δ1

m(P2) = 0

t = α1

t = δ1 + 0.5

Tir(T1)
m(P2) = 0

t = α1 = δ1 + 0.5

(0, α1, 2δ1)

(α1 − 0.5 − δ1, 0.5 + δ1, 2δ1)

(0, α1, 2α1 − 1)

α1 − 0.5 > δ1

Fig.6.4�Graphed'évolutionsymboliqueduTHPNparamétriquenuméro1.
6.Deuxtypesd'événementspeuventavoirlieu:letirde

T
1 autemps

t
=

0.5
+
δ
1 oula

pla
e
P

2 sevideà
t
=
α

1 .Ondistinguedon
ànouveau3
as:
α

1
<

0.5
+
δ
1 ,
α

1
=
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tion 6.3
0.5 + δ1 et α1 > 0.5 + δ1.On se fo
alise à présent sur la sous-bran
he α1 − 0.5 < δ1.7. Le pro
hain événement a don
 lieu au temps t = α1, il s'agit de la pla
e P2 qui sevide. Le marquage au temps t = α1 vaut (1, 0, α1, 2α1).5. La pla
e P3 n'étant pas vide, la transition T3 tire à sa vitesse maximale v3 = 2. Lapla
e P2 est à présent vide, la transition T2 ne peut tirer à sa vitesse maximale sansengendrer un marquage de P2 négatif, on a don
 v2 = v3 = 2.6. Etant données les balan
es nulles des pla
es P2 et P3 au
un événement C1 n'est àprévoir. Le seul événement à venir est le tir de la transition dis
rète T1 qui aura lieuau temps t = 0.5 + δ1.7. La transition T1 est tirée au temps t = 0.5 + δ1, 
onsommant l'unique jeton de lapla
e dis
rète P1. Le marquage vaut alors (0, 0, α1, 2δ1).5. Le 
al
ul des vitesses donne 
omme pré
édemment v2 = v3 = 2.6. Il n'y a pas de futurs événements possibles. Nous sommes arrivés à la �n de l'algo-rithme.6.3.5.2 Exemple 
ontenant des 
on�itsConsidérons à présent le THPN paramétrique de la Figure 6.5 dans lequel les transi-tions 
ontinues T2 et T3 sont en 
on�it. On 
hoisit de résoudre 
e 
on�it en donnant lapriorité à la transition T2 dont la vitesse maximale est paramétrique V2 = γ1 ∈]0, 5]. Onobtient alors le graphe d'évolution symbolique de la Figure 6.6.

3.0

0.0

P1

P2

V2 = γ1 V3 = 2

V1 = 2

T2 < T3

T1

T2 T3Fig. 6.5 � THPN paramétrique numéro 2.La pla
e P2 étant vide, les transitions T2 et T3 sont faiblement permises. Les ressour
esde P2 sont V1 = 2. D'après l'algorithme de 
al
ul de vitesses instantanées, v2 = min(2, γ1),et v3 = min(2 − v2, 2). On obtient 3 
as pour v2 et 3 
as pour v3 :




γ1 < 2 ⇒ v2 = γ1

γ1 = 2 ⇒ v2 = γ1 = 2
γ1 > 2 ⇒ v2 = 2



 131
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CN

(2, 2, 0)

t = 3
2−γ1 (0, 0)

m(P1) = 0

γ1 = 2 γ1 ∈]2; 5]

(γ1, γ1, 0)

γ1 ∈]0; 2[ (2, γ1, (2 − γ1))

γ1 ∈]0; 5]

(3, 0)

Fig. 6.6 � Graphe d'évolution symbolique du THPN paramétrique numéro 2.




2 − v2 < 2 ⇒ v3 = 2 − v2

2 − v2 = 2 ⇒ v3 = 2 − v2 = 2
2 − v2 > 2 ⇒ v3 = 2



Parmi les 3 
as de v3, seul le premier est 
ohérent. En e�et, v2 vaut soit γ1 soit 2, v2est don
 stri
tement positive, seule la 
ontrainte 2−v2 < 2 est 
ohérente. La 
ombinaisondes deux ensembles nous donne don
 les trois 
as de la Figure 6.6.6.3.6 Propriétés du graphe d'évolution symboliqueChaque bran
he du graphe d'évolution symbolique 
orrespond à un graphe d'évolution,noté GEi. Chaque graphe d'évolution GEi est dé�ni par un ensemble de 
ontraintes Ci où
Ci est la 
ontrainte du dernier IB-state (deadlo
k) ou de la dernière transition (bou
lage)du graphe d'évolution GEi.Lemme 6.1. Soit Ni un n÷ud du graphe d'évolution symbolique donnant les n÷uds �ls
Ni1, Ni2, ..., Nin suivant les 
ontraintes Ci1,Ci2, ...,Cin alors pour tout j, l ∈ [1, n], l 6= j,
〈Cij〉 ∩ 〈Cil〉 = ∅Preuve : Considérons tout d'abord le 
as où le n÷ud Ni est une transition du GES quiengendre les IB-states Ni1, Ni2, ..., Nin. La subdivision en IB-states dépend du 
al
ul desvitesses instantanées. L'algorithme présenté dans la Se
tion 6.3.1 montre que 3 
as sontà 
onsidérer :1. 
haque pla
e 
ontinue paramétrique Pi fournit 2 
ontraintes αi = 0 et αi > 0,2. les transitions faiblement permises de premier niveau de priorité ou non impli-quées dans un 
on�it fournissent 3 
ontraintes détaillées dans la matri
e (A) (Se
-tion 6.3.1.2 page 121),3. les transitions 
ontinues de degré supérieur à 1 fournissent 7 
ontraintes suivant les
héma détaillé dans la matri
e (C) (Se
tion 6.3.1.2 page 121).Chaque point (1, 2 ou 3) est formé de 
ontraintes deux à deux in
ompatibles. ChaqueIB-state su

esseur 
orrespond à une 
ombinaison des trois ensembles de 
ontraintes dé-
rits dans les items 
i-dessus. Par 
onséquent, deux IB-states IBij et IBil di�èrent aumoins au niveau d'une 
ontrainte d'un des trois items. Ces deux 
ontraintes étant in
om-patibles, on en déduit que 〈Cij〉 ∩ 〈Cil〉 = ∅.132



Graphe d'évolution symbolique Se
tion 6.3Dans le deuxième 
as, le n÷udNi est un IB-state qui engendre les transitionsNi1, Ni2, ..., Nindans le GES. La subdivision en transition se fait selon l'ordre des pro
hains événements(D1, D2 ou C1) à venir. Le nombre d'événements futurs possibles est �ni et tous lesordonnan
ements pertinents sont énumérables (Se
tion 6.3.2). Etant donné que 
es or-donnan
ements sont deux à deux in
ompatibles, on en déduit la propriété voulue.
2Lemme 6.2. Soit Ni un n÷ud dans le graphe d'évolution symbolique donnant les n÷uds
Ni1, Ni2, ..., Nin suivant les 
ontraintes Ci1,Ci2, ...,Cin alors 〈Ci1〉∪〈Ci2〉∪...∪〈Cin〉 = 〈Ci〉Preuve :Considérons tout d'abord le 
as où le n÷ud Ni est une transition du GES qui en-gendre les IB-states Ni1, Ni2, ..., Nin. La subdivision en IB-states dépend du 
al
ul desvitesses instantanées. L'algorithme présenté dans la Se
tion 6.3.1 montre que 3 
as sontà 
onsidérer :1. 
haque pla
e 
ontinue paramétrique Pi fournit 2 
ontraintes αi = 0 et αi > 0,2. les transitions faiblement permises de premier niveau de priorité ou non impli-quées dans un 
on�it fournissent 3 
ontraintes détaillées dans la matri
e (A) (Se
-tion 6.3.1.2 page 121),3. les transitions 
ontinues de degré supérieur à 1 fournissent 7 
ontraintes suivant les
héma détaillé dans la matri
e (C) (Se
tion 6.3.1.2 page 121).Chaque point (1, 2 ou 3) est formé de 
ontraintes deux à deux in
ompatibles dont ladisjon
tion est toujours vraie (évaluation à ⊤), quelle que soit la valuation des paramètres.La 
ontrainte asso
iée à un IB-state IBij 
orrespond à la 
onjon
tion de la 
ontrainte Cjspé
i�que de l'IB-state IBij et de la 
ontrainte Ci du n÷ud père. Ainsi, on obtient pourles n IB-states :

(Ci ∧ C1) ∨ ... ∨ (Ci ∧ Cn)
e qui permet d'é
rire :
Ci ∧ (C1 ∨ ... ∨ Cn)
e qui équivaut à :

Ci ∧ ⊤ ≡ CiDans le deuxième 
as, le n÷udNi est un IB-state qui engendre les transitionsNi1, Ni2, ..., Nindans le GES. La subdivision en transition se fait selon l'ordre des pro
hains événements(D1, D2 ou C1) à venir. Le nombre d'événements futurs possibles est �ni et tous lesordonnan
ements sont énumérables (Se
tion 6.3.2), leur disjon
tion vaut également ⊤.
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Chapitre 6 Extension paramétriqueLemme 6.3. Soit C0, la 
ontrainte de la première transition du graphe d'évolution sym-bolique. Pour toute valuation ν telle que ν |= C0, il existe un unique graphe d'évolution
GEi tel que ν |= Ci.Preuve : Les lemmes 6.1 et 6.2 montrent respe
tivement que 
haque bran
he est uniqueet que toutes les bran
hes existent.
2Théorème 6.1. Soit C0, la 
ontrainte de la première transition du graphe d'évolutionsymbolique. Soit ν une valuation, telle que ν |= C0, le graphe d'évolution GE du THPNdans lequel 
haque paramètre pi ∈ P a été initialement rempla
é par ν(pi), est exa
tementle graphe d'évolution GEν

i obtenu à partir du graphe d'évolution GEi ∈ GES tel que
ν |= Ci, dans lequel 
haque expression paramétrique e est rempla
ée par sa valeur e[ν].Preuve : Le Lemme 6.3 montre que pour une valuation ν |= C0, il existe un unique graphed'évolution GEi dans le GES tel que ν |= Ci. Lorsque les expressions paramétriques e de
GEi sont rempla
ées par leur valeur e[ν], on obtient le graphe d'évolution non paramé-trique GEν

i . Etant donné que l'algorithme de 
onstru
tion d'un graphe d'évolution est un
as parti
ulier de l'algorithme de 
onstru
tion du GES lorsqu'il n'y a pas de paramètres(même 
al
ul de vitesses, même événements,...). On en déduit don
 que GEν
i = GE.

26.4 Model-
he
king paramétriqueLe graphe d'évolution symbolique 
orrespond à l'exé
ution symbolique d'un THPNparamétrique. Notre obje
tif est, à présent, de mettre en pla
e une méthode de model-
he
king paramétrique permettant de répondre à la question suivante : �Soit φ une pro-priété biologique donnée. Pour quelles valeurs de paramètres le modèle satisfait-il la pro-priété ? �. Le but est d'obtenir une 
ontrainte C telle que si une valuation de paramètres νsatisfait C alors le THPN paramétrique satisfait, pour 
ette valuation, la propriété étudiéeet inversement. Etant donné notre obje
tif, nous n'intégrons les paramètres symboliquesque dans le modèle THPN et non dans la propriété étudiée. Néanmoins, d'autres pro
é-dures 
omme [99℄, intègrent des paramètres au niveau de la propriété et non du modèle.Une question biologique pourrait alors être de la forme suivante : �Quelle est la 
on
en-tration de la molé
ule x quand notre système biologique atteint son état stationnaire ?�.Alur et al. ont développé un raisonnement paramétrique pour les automates temporisésdans [100℄. Ils ont montré que la dé
ision du vide d'un automate temporisé paramétriquen'est pas dé
idable. Suite à 
es résultats, de nombreuses méthodes de model-
he
kingparamétriques dé
idables ont été développées sur des sous-
lasses d'automates tempori-sés [99, 101, 102℄. Les sous-
lasses ainsi dé�nies sont très spé
i�ques et ne peuvent êtrefa
ilement utilisées. Nakata et al. [102℄ développèrent les automates à intervalles de tempsdans lesquels le temps de 
haque ar
 doit être déterminé. Hune et al. [99℄ utilisèrent lesautomates L/U (pour Lower and Upper Bound). Ces automates obligent 
haque horlogeà posséder une borne minimale et une borne maximale bien distin
tes. A l'heure a
tuelle,134



Model-
he
king paramétrique Se
tion 6.4au
un raisonnement paramétrique n'a été fait sur les automates Event-Clo
k.Dans 
e 
hapitre, nous dé
rivons notre pro
édure de model-
he
king paramétriquepour les THPN paramétriques. Les étapes de la pro
édure paramétrique sont similaires à
elles développées dans le 
adre numérique :
• Le graphe d'évolution symbolique est 
onverti en automate. La présen
e de para-mètres dans le GES nous oblige à dé�nir les automates Event-Clo
k paramétriques,
• La propriété étudiée est 
onvertie en automate Event-Clo
k. Etant donné qu'il n'ya pas de paramètres dans la propriété étudiée, 
ette étape reste la même.De façon à ne pas déterminer le vide d'un automate Event-Clo
k paramétrique, nousajoutons une étape intermédiaire qui 
onvertit l'automate Event-Clo
k paramétrique duTHPN paramétrique en automate Event-Clo
k non paramétrique. On se rapporte alors àun 
as numérique. Le produit des deux automates Event-Clo
k (THPN paramétrique etpropriété) est e�e
tué et le vide est déterminé.La première se
tion présente le formalisme des automates Event-Clo
k paramétriques.La pro
édure 
omplète de model-
he
king paramétrique est alors présentée dans la deuxièmese
tion. En�n, les propriétés de notre pro
édure sont dis
utées dans la dernière se
tion.6.4.1 Automates Event-Clo
k paramétriquesNotre pro
édure de model-
he
king paramétrique 
onvertit, 
omme dans le 
as numé-rique, le THPN paramétrique ainsi que la négation de la propriété en deux automates.La présen
e de paramètres dans le THPN nous oblige à étendre les dé�nitions d'atomeset d'automates Event-Clo
k aux notions d'atomes paramétriques, notés p-atomes (Dé�-nition 6.8) et aux notions d'automates Event-Clo
k paramétriques, notés p-ECA (Dé�ni-tion 6.9).Dé�nition 6.8 (p-Atome). Etant donnés P, un ensemble de paramètre et Σ = (V, Pr)une signature, un p-atome est une expression de la forme r ≥ r′, p ou leur négation, où

r, r′ sont soit des termes soit des expressions paramétriques et p ∈ Pr, tel que si r (resp.
r′) est de la forme xα ou yα, l'autre terme r′ (resp. r) est né
essairement un rationnel ouune expression paramétrique.Notons que les atomes peuvent être vus 
omme des p-atomes.Dé�nition 6.9 (Automate Event-Clo
k paramétrique). Un automate Event-Clo
k para-métrique, noté p-ECA, sur la signature Σ = (V, Pr) est un 8-tuple
A = (L,L0,P,Σ, C, E,F , cnstr) où :

• L est un ensemble �ni de lo
alisations et L0 ⊆ L est un sous-ensemble de lo
alisa-tions initiales,
• P est un ensemble de paramètres,
• Σ = (V, Pr) est la signature,
• C est un ensemble d'horloges historiques ou de prédi
tion,
• E est un ensemble �ni d'ar
s. Un ar
 est un quadruplet (l1, ψ, l2,Cc1) où l1 ∈ L est lalo
alisation sour
e, l2 ∈ L est la lo
alisation 
ible, ψ ∈ Obs(Σ) dé
rit la lo
alisation
l1 et Cc1 est une 
ontrainte sur le fran
hissement de l'ar
, 135



Chapitre 6 Extension paramétrique
• F = {F1, ..., Fn} où Fi ⊆ L, est un ensemble d'ensembles de lo
alisations a

ep-tantes,
• cnstr : L → C est une fon
tion qui asso
ie à 
haque lo
alisation un ensemble de
ontraintes sur les paramètres.Nous distinguons une sous-
lasse des automates paramétriques (p-ECA), dans laquelleil n'y a que des atomes et non des p-atomes. On appellera 
ette sous-
lasse 
elle desautomates Event-Clo
k sans atomes paramétriques, notés sp-ECA (Dé�nition 6.10).Dé�nition 6.10 (sp-ECA). Un automate Event-Clo
k sans atomes paramétriques A, notésp-ECA, est un automate paramétrique dans lequel les observations étiquetant les ar
s nesont 
omposées que d'atomes sans paramètres.Remarque 6.4. On observe la relation suivante entre les trois 
lasses d'automates Event-Clo
k : les automates Event-Clo
k non paramétrique (notés ECA), 
eux sans atomes pa-ramétriques (sp-ECA) et 
eux paramétrique (p-ECA) :

ECA ⊆ sp-ECA ⊆ p-ECALa Figure 6.7 montre un exemple de p-ECA et de sp-ECA. Nous ne 
onsidérons, dans
et exemple, au
un lien entre les deux automates. Que 
e soit dans le p-ECA ou dans lesp-ECA, les 
ontraintes asso
iées aux lo
alisations sont les suivantes : cnstr(l1) = {α1 ∈
[0; 0.5[} et cnstr(l2) = {α1 ∈ [0; 0.5[} et 
elles asso
iées aux ar
s sont {m = α} pour l'ar
allant de l1 à l2, et {m ≥ α} pour l'ar
 allant de l2 à l1. La di�éren
e essentielle entre
A1 et A2 est que les observations étiquetant les ar
s de A1 
ontiennent des paramètres (lep-atome m = α étiquette l'ar
 allant de l1 à l2) alors que les observations étiquetant lesar
s de A2 ne 
ontiennent pas de paramètres, 
e sont des atomes (m ∈]0, 0.5[ étiquettel'ar
 allant de l1 à l2).

p−ECA:

sp−ECA:

l1 l2

l2l1

m ≥ α

m ∈ [0, 0.5[

{m = α}

m ≥ 0.5

α ∈ [0; 0.5[

α ∈ [0; 0.5[

α ∈ [0; 0.5[

α ∈ [0; 0.5[

{m ≥ α}
{m ≥ α}{m = α}

A2

A1

m = α

Fig. 6.7 � Exemple d'un p-ECA et d'un sp-ECA. Les 
ontraintes asso
iées aux ar
s sontnotées entre a

olades.136



Model-
he
king paramétrique Se
tion 6.4La notion de tra
e sur un automate sans atomes paramétriques reste la même quedans le 
as non paramétrique. Rappelons néanmoins la dé�nition.Dé�nition 6.11 (Tra
e). Une tra
e τ = {(ϕi, ti)}i∈N est re
onnue par un sp-ECA A =

(L,L0,P,Σ, C, E,F , cnstr) s'il existe un 
hemin a

eptant in�ni γ = l0
ψ0
→
Cc0

l1
ψ1
→
Cc1

...ln
ψn
→
Ccn

...où :
• 
haque li ∈ L et l0 ∈ L0,
• (li, ψi, li+1,Cci) ∈ E et (τ, i)〈∼ ψi et UpL(ψi) ⊆ UpL(ϕi),
• pour tout Fi ∈ F , il existe in�niment beau
oup de positions j telles que lj ∈ Fi.Le langage temporisé de l'automate sp-ECA A, noté L(A) 
orrespond à l'ensemble destra
es re
onnues par A.On remarque que la notion de langage temporisé sur les sp-ECA ne fait pas intervenirles 
ontraintes Cci des ar
s. Celles-
i ne seront utilisés qu'au niveau du produit des deuxautomates.6.4.2 Conversion du graphe d'évolution symbolique en automateLe graphe d'évolution symbolique (GES) est 
onverti en automate Event-Clo
k para-métrique, noté AM . L'algorithme de 
onversion est similaire à 
elui utilisé dans le 
adrenon-paramétrique :
• Toute transition (TGESi ) du GES donne une lo
alisation li dans l'automate AM . Lalo
alisation li est étiquetée par la 
ontrainte Ci de la transition TGESi du GES. Ona ainsi cnstr(li) = Ci.Les ar
s sortant de 
es lo
alisations sont étiquetés par les observations φ2(T

GES
i )(voir la dé�nition de φ2 page 59). On rappelle que φ2(T

GES
i ) est une observationbien formée asso
iant une valeur à 
haque variable au moment où l'exé
ution passepar la transition TGESi du GES (vitesses, marquages,...).

• Tout 
ouple (IB-state/transition) donne une lo
alisation lj dans l'automate AM . Lalo
alisation lj est étiquetée par la 
ontrainte Cj de l'IB-state : cnstr(lj) = Cj .Les ar
s sortant de 
es lo
alisations sont étiquetés par les observations φ1 des IB-states (voir la dé�nition de φ1 page 59). On rappelle que φ1 est une observation bienformée asso
iant une valeur à 
haque variable (vitesses, marquages,...) au momentoù l'exé
ution passe par l'IB-state.
• Il existe un ar
 entre deux lo
alisations dans l'automate AM s'il existe un ar
entre les n÷uds asso
iés dans le GES. Les lo
alisations provenant des 
ouples (IB-states/transitions) ont également un ar
 bou
lant sur 
es lo
alisations (modélisationde la durée de l'IB-state).
• Les observations φ1 et φ2 étiquetant les ar
s sont des 
onjon
tions d'atomes. Cesobservations peuvent don
 également être 
onsidérées 
omme une 
onjon
tion de
ontraintes où 
haque 
ontrainte 
orrespond à un atome. Ainsi, les 
ontraintes asso-
iées à 
haque ar
 
orrespondent exa
tement aux observations φ1 et φ2. L'informa-tion 
ontenue dans 
es observations apparaît don
 deux fois au niveau des ar
s : sous137



Chapitre 6 Extension paramétriqueforme d'observations et sous forme de 
ontrainte. Cette dupli
ation sera utile lors dela 
onversion du p-ECA en sp-ECA, opération qui nous permet de nous rapporterà un 
as numérique (Se
tion 6.4.3).Si nous appliquons 
et algorithme au graphe d'évolution symbolique de la Figure 6.4,nous obtenons l'automate Event-Clo
k paramétrique AM dont une portion est présentéedans la Figure 6.8.
(5)

NC

l11

l0 l14 l24

α1 ∈]0.5; 5]

l314

l324

l334

m2 = α1

α1 = 0

m2 = 0 ∧ xNoEvent = α1

m2 ∈]0, α1[

m2 = 0

l22

l12

l32

α1 ∈]0; 5]

α1 ∈]0; 0.5[

α1 ∈]0, 0.5[

l13

α1 ∈]0; 5]

m2 = α1 ∧ NoEvent

m2 = α1 ∧ NoEvent m2 ∈]α1 − 0.5, α1[

α1 ∈]0; 5]

α1 ∈ [0; 5]

α1 < γ1 + 0.5

α1 = γ1 + 0.5

α1 > γ1 + 0.5

m2 = α1 ∧ NoEvent

α1 = 0.5

γ1 ∈ [0; 5]

Fig. 6.8 � Automate Event-Clo
k paramétrique asso
ié au graphe d'évolution symboliquedu THPN numéro 1.Déroulement de l'algorithme :
• La lo
alisation l0 représente la première transition du GES (les 
ontraintes asso
iéesaux lo
alisations sont 
elles qui sont soulignées). Les ar
s sortant de 
ette lo
alisationsont étiquetés par l'observation φ2 
omposée de la 
onjon
tion de tous les marquages,de tous les événements et de toutes les vitesses de la première transition :

φ2 ≡ (m1 = 1) ∧ (m2 = α1) ∧ (m(P3) = m(P4) = 0) ∧ ...De façon à fa
iliter la lisibilité de la Figure 6.8, seule une portion des observations138



Model-
he
king paramétrique Se
tion 6.4étiquette les ar
s.
• La première subdivision du graphe d'évolution donne 4 
ouples (IB-state/transition),on obtient don
 les lo
alisations l11− l14 dans l'automate Event-Clo
k paramétrique
AM . La lo
alisation l11 
orrespond à l'IB-state dans lequel le paramètre α1 vaut 0.Etant donné que 
et IB-state 
orrespond à un deadlo
k, la lo
alisation l11 est une lo-
alisation �nale (double 
er
le). Les trois autres lo
alisations (l12−l14) 
orrespondentà la partition suivante : α1 ∈]0, 0.5[, α1 = 0.5 et α1 ∈]0.5, 5]. Les ar
s sortant de 
eslo
alisations sont étiquetés par des observations dé
rivant les IB-states qui leur sontasso
iés (marquages, vitesses,...).

• La Dé�nition 6.9 des p-ECA asso
ie à 
haque ar
 un ensemble de 
ontraintes. L'algo-rithme pré
ise que 
haque observation étiquetant les ar
s est dédoublée sous formede 
ontrainte. Ainsi, l'ar
 allant de la lo
alisation l0 à la lo
alisation l14 est éti-queté de l'observation m2 ∈ [0, 5] ∧ NoEvent et de la 
ontrainte Cc0 = {m2 ∈
[0, 5] ∧NoEvent}.6.4.3 Transformation en un sp-ECALa présen
e de paramètres sur les ar
s de l'automate AM nous 
ontraindrait, dans lasuite de la pro
édure, à déterminer si le langage paramétrique d'un automate est vide ounon. Dans notre pro
édure de model-
he
king paramétrique, 
ette étape est évitée. Nousnous rapportons à un 
as numérique en 
onvertissant tous les p-atomes de l'automateparamétrique en atomes. Ainsi, le p-ECA AM est modi�é en sp-ECA.Cette étape de 
onversion 
onsiste à rempla
er 
haque paramètre p ∈ P par un en-
adrement numérique. Montrons que dans 
haque lo
alisation de l'automate Event-Clo
kparamétrique, il y a un en
adrement numérique des paramètres. Chaque lo
alisation li estannotée par la 
ontrainte cnstr(li). On note CNBi

le sous-ensemble de 
ontraintes bornantnumériquement 
haque paramètre. CNBi
existe né
essairement étant donné que 
haqueparamètre est borné initialement par la 
ontrainte C0 = cnstr(l0) qui annote la premièretransition du graphe d'évolution symbolique (Restri
tion 1 page 126). De plus, soit unn÷ud Ni de 
e graphe d'évolution annoté par la 
ontrainte Ci, donnant les n÷uds �ls

Ni1, Ni2, ..., Nin. D'après l'algorithme de 
onstru
tion du GES, 
haque n÷ud �ls Nij estannoté de la 
ontrainte Cij = Ci ∩ Cd, où Cd est la 
ontrainte spé
i�que du n÷ud Nij.La 
ontrainte C0 est don
 transmise à 
haque noeud �ls Nij . Les bornes numériques dunoeud Nij 
orrespondent don
 soit C0 soit à une 
ontrainte restreinte par rapport à C0,on a don
 : 〈C0〉 ⊇ 〈CNBi
〉. De plus, d'autres 
ontraintes non numériques ont pu êtreajoutées au noeud Nij restreignant ainsi la 
ontrainte sur les bornes numériques, on adon
 : 〈CNBi

〉 ⊇ 〈cnstr(li)〉 où li est la lo
alisation asso
iée au noeud Nij.Remarque 6.5 (Condition d'appli
ation). L'étape 
onsistant à en
adrer numériquement
haque paramètre n'est possible que si les expressions paramétriques forment des fon
tionsmonotones. Etant donné que 
es expressions paramétriques peuvent être non linéaires,elles peuvent engendrer des 
omportements non monotones. Nous nous restreignons don
139



Chapitre 6 Extension paramétriqueà l'étude des THPN paramétriques qui ne possèdent qu'un seul type de paramètres sym-boliques (α, β, γ ou δ). En e�et, il a été vu pré
édemment que 
es THPN paramétriquesengendraient des expressions paramétriques linéaires grâ
e auxquelles 
haque paramètrepeut être en
adré numériquement.Soit AEM le sp-ECA obtenu du p-ECA AM en en
adrant numériquement tous les pa-ramètres étiquetant les ar
s. L'automate AEM provenant de l'en
adrement numérique del'automate AM de la Figure 6.8 est présenté sur la Figure 6.9. Prenons l'exemple de l'ar
allant de la lo
alisation l0 à la lo
alisation l14. L'observation asso
iée à 
et ar
 ne 
omportequ'un paramètre dans le p-atome m = α1. Etant donnée la borne numérique α1 ∈ [0, 5] dela lo
alisation l0, on en déduit l'en
adrement numérique m ∈ [0, 5] qui étiquette 
e mêmear
 dans l'automate sans atome paramétrique.

NC

l11

l0 l14 l24

α1 ∈]0.5; 5]

l314

l324

l334

α1 = 0

m2 = 0

l22

l12

l32

α1 ∈]0; 5]

α1 ∈]0; 0.5[

α1 ∈]0, 0.5[

l13

α1 ∈]0; 5]

α1 ∈ [0; 5]

α1 < γ1 + 0.5

α1 = γ1 + 0.5

α1 > γ1 + 0.5

α1 = 0.5

m∈[0, 5] ∧ NoEvent

m∈]0, 5] ∧ NoEvent

m2 = 0

m2 ∈] − 0.5, 5[

m2 ∈ 0], 5[

m2 = 0 ∧ xNoEvent ≤ 0.5

α1 ∈]0; 5]

m2 ∈]0, 5] ∧ NoEvent

γ1 ∈ [0; 5]

Fig. 6.9 � Automate Event-Clo
k sans atomes paramétriques asso
ié au graphe d'évolu-tion symbolique du THPN numéro 1.Remarque 6.6. On remarque que l'en
adrement numérique des paramètres a pour 
onsé-quen
e l'élargissement du langage a

epté par l'automate AEM . En e�et, l'observation pa-ramétrique m2 = α1 où α1 ∈ [0, 5] n'est pas équivalente à l'observation m2 ∈ [0, 5]. Les
ontraintes asso
iées aux ar
s ont pour but de se souvenir de l'observation initiale. Ainsi,la 
ontrainte asso
iée à l'observation m2 = α1 est justement C = {m2 = α1}. Cette140



Model-
he
king paramétrique Se
tion 6.4
ontrainte n'est pas modi�ée lors de l'en
adrement numérique. L'ar
 est alors annoté del'observation m2 ∈ [0, 5] ave
 la 
ontrainte {m2 = α1}. Ainsi, même si la transformationen sp-ECA induit l'élargissement du langage, les 
ontraintes imposées sur les ar
s vontnous permettre de nous ramener à un langage restreint, 
omposé de tra
es respe
tant 
es
ontraintes.6.4.4 Constru
tion de l'automate asso
ié à la propriétéNotre pro
édure de model-
he
king a pour but de répondre à la question suivante :�Pour quelles valeurs de paramètres le modèle THPN satisfait-il la propriété étudiée φ ?�.Ainsi, les paramètres symboliques ne sont présents que dans le modèle THPN et non dansla propriété étudiée.La 
onstru
tion de l'automate Event-Clo
k asso
ié à la négation de la propriété φ restedon
 similaire à 
elle présentée dans le 
as numérique (Se
tion 3.3 page 64). Néanmoins,étant donné que l'automate du modèle est un sp-ECA, l'automate Event-Clo
k A¬φ esttransformé en sp-ECA. Cette transformation ne 
onsiste qu'à rajouter des 
ontraintes auniveau des lo
alisations et des ar
s :
• Contraintes au niveau des lo
alisations : Pour 
haque lo
alisation li de l'au-tomate A¬φ = (L,L0,P,Σ, C, E,F , cnstr), on asso
ie la 
ontrainte ⊤, 
'est-à-dire
cnstr(li) = ⊤, ∀li ∈ L.

• Contraintes au niveau des ar
s : Les ar
s de l'automate A¬φ sont étiquetés pardes observations qui sont des 
onjon
tions d'atomes. Ces observations sont �re
o-piées� sous forme de 
ontraintes. Ainsi, pour tout ar
 (li, ψi, lj,Ci), on a la 
ontrainte
Ci ≡ ψi.Prenons l'exemple d'une propriété très simple ¬φ ≡ ⋄(m2 = 1). On obtient le sp-ECAde la Figure 6.10.

a bm2 = 1

{m2 = 1}

⊤ ⊤

⊤ ⊤Fig. 6.10 � Automate Event-Clo
k sans atomes paramétriques de ¬φ ≡ ⋄(m2 = 1) (Ver-sion simpli�ée par rapport à l'algorithme de S
hobbens [36℄).6.4.5 Produit des deux automatesNous avons, à présent, deux automates Event-Clo
k sans atomes paramétriques : 
eluidu modèle AEM et 
elui de la négation de la propriété A¬φ. L'obtention des tra
es 
ommunesà 
es deux automates est possible grâ
e au produit de 
es deux automates. Etant donné141



Chapitre 6 Extension paramétriqueque le produit est e�e
tué sur des sp-ECA et non plus sur des ECA, nous devons étendrela dé�nition du produit-LT.Dé�nition 6.12 (Produit-LT étendu). Soient A1 = (L1, L1
0,P,Σ

1, C1, E1,F1, cnstr1) et
A2 = (L2, L2

0,P,Σ
2, C2, E2,F2, cnstr2) deux sp-ECA. Le produit-LT étendu de A1 et A2est le sp-ECA Ap = (Lp, Lp0,P,Σ

p, Cp, Ep,Fp, cnstrp) dé�ni 
omme suit :
• Lp = L1 × L2, et ∀(li1, li2) ∈ Lp, cnstrp(li1, li2) = cnstr1(li1) ∧ cnstr2(li2)
• Lp0 = L1

0 × L2
0,

• Σp = Σ1 ∪ Σ2,
• Cp = C1 ∪ C2,
• Fp = {(F 1

i × L2)|F 1
i ∈ F1} ∪

{

(L1 × F 2
j )|F 2

j ∈ F2
},

• Ep = {((li1, lj1), ψ1 ∧ ψ2, (li2 , lj2),Cc1 ∧ Cc2) tel que (li1 , ψ1, li2,Cc1) ∈ E1 et
(lj1, ψ2, lj2,Cc2) ∈ E2}Remarque 6.7. La seule di�éren
e existant entre la Dé�nition 3.9 page 69 du produit-LT ave
 
elle du produit-LT étendu réside dans la 
onjon
tion des 
ontraintes au niveaudes ar
s et des lo
alisations. Or, nous avons montré que la dé�nition du langage pour lessp-ECA (Dé�nition 6.11) reste la même que dans le 
as non paramétrique. Les propriétésasso
iées au produit-LT s'étendent don
 aussi au produit-LT étendu.Lorsque le produit-LT étendu est appliqué aux automates des Figures 6.9 et 6.10, nousobtenons l'automate produit AEp dont une portion est présentée sur la Figure 6.11 (seulela bran
he où α1 ∈]0, 0.5[ est développée).

(1)

(2) (2)

m2 = 1

m2 = 0

m2 = 1

m2 = 0

m2 = 1

l22, b

l12, a

l22, a l32, a l32, b

l0, a
m2 ∈]0, 5[

m2 ∈]0, 5[

m2 = 0 ∧ 0 < xNoEvt ≤ 0.5

m2 = 0

m2 = 0 ∧ 0 < xNoEvt ≤ 0.5

m2 ∈]0, 5[

α1 ∈]0; 0.5[

α1 ∈]0; 0.5[

α1 ∈]0; 0.5[

m2 = 1

m2 = 0 ∧ 0 < xNoEvt ≤ 0.5

l12, b

m2 ∈]0, 5[
m2 = 1

m2 ∈ [0, 5] ∧ NoEvent

m2 ∈ [0, 5] ∧ NoEvt

α1 ∈]0; 5]

α1 ∈ [0; 5]

α1 ∈]0, 0.5[

α1 ∈]0; 5]

Fig. 6.11 � Portion de l'automate Event-Clo
k produit sans atomes paramétriques AEp .6.4.6 Détermination du videNotre obje
tif est d'obtenir une 
ontrainte C telle que pour toute valuation ν satisfai-sant C, le modèle THPN satisfait la propriété et pour toute valuation ν ne satisfaisantpas la 
ontrainte C, le modèle THPN ne satisfait pas la propriété.142



Model-
he
king paramétrique Se
tion 6.4Dans un 
adre numérique, l'existen
e d'une tra
e dans l'automate produit nous permetde 
on
lure à la non satisfa
tion de la propriété. Cette tra
e 
orrespond à un 
ontreexemple indiquant qu'il existe au moins un 
hemin 
ommun entre le modèle biologique etla négation de la propriété étudiée.Dans le 
as paramétrique, il nous faut toutes les tra
es de l'automate produit, 
'est-à-dire qu'il faut déterminer tous les 
hemins a

eptants. Chaque 
hemin a

eptant nousfournit une 
ontrainte Ci telle que si une valuation ν satisfait Ci, alors il existe un 
hemin
ommun à notre modèle et à la négation de la propriété. La propriété n'est don
 passatisfaite pour 
ette valuation. En possédant toutes les tra
es de l'automate produit, siune valuation ν satisfait l'union des 
ontraintes Ci, alors pour 
ette valuation, le langagede l'automate produit n'est pas vide et don
 la propriété φ n'est pas satisfaite. Par 
ontre,si la valuation ν ne satisfait au
une de 
es 
ontraintes Ci alors le langage de l'automateproduit est vide pour 
ette valuation, la propriété φ est don
 satisfaite. La pro
édure dedé
ision du vide est don
 modi�ée par rapport au 
as numérique. Détaillons les di�érentesétapes :1. Retour à un 
as propositionnel : Tout 
omme dans le 
as numérique (Se
-tion 3.4.3.2 page 77), nous nous rapportons à un 
as propositionnel en traitant lesin
ohéren
es sémantiques pouvant exister au niveau des ar
s. On rappelle que lesar
s sont étiquetés par des observations ψi ≡ ψi1 ∧ψi2 ∧ψi3. La sous-observation ψi1est une 
onjon
tion de propositions p ∈ Pr. ψi1 est don
 in
ohérent s'il 
ontient lasous-formule p∧¬p. La sous-observation ψi2 
orrespond à la 
onjon
tion des atomesinstantanés de la forme v ≥ v′ où v, v′ ∈ V ∐R. ψi2 est don
 in
ohérent si le systèmed'équations linéaires asso
ié à ψi2 n'admet pas de solution. On se situe i
i au niveaude l'évaluation des variables v ∈ V , on rappelle qu'il n'y a pas de paramètres dansles observations des sp-ECA.Dans l'automate produit AEp de la Figure 6.11, seuls les ar
s allant de la lo
alisation
(l22, a) à la lo
alisation (l32, b) et de la lo
alisation (l32, a) à la lo
alisation (l32, b)sont in
ohérents. En e�et, il n'existe pas de valuations possibles de m2 permettantde satisfaire m2 = 0 et m2 = 1. Ces ar
s sont don
 retirés de l'automate.Ces modi�
ations nous permettent (
omme dans le 
as numérique) de nous rappor-ter à un automate propositionnel, sur lequel il est possible de 
onstruire l'automatede région.2. Constru
tion de l'automate de région : On obtient R(AEp ), l'automate de ré-gion asso
ié à l'automate AEp . La 
onstru
tion de 
et automate ne di�ère pas de 
elleprésentée dans le Chapitre 3 page 72. Les 
ontraintes asso
iées à la lo
alisation lide l'automate AEp sont re
opiées sur les états (li, β) de l'automate de région R(AEp ).De même, les 
ontraintes asso
iées à l'ar
 allant de la lo
alisation li à la lo
alisation
lj dans l'automate AEp sont re
opiées sur les ar
s allant d'un état (li, βi) à un état
(lj , βj) dans l'automate de région.3. Dépliage en arbre : De façon à obtenir toutes les tra
es de l'automate de ré-gion, 
elui-
i est déplié sous-forme d'arbre. Chaque bran
he de l'arbre ainsi obtenue
orrespond à un 
hemin sur l'automate produit, 
ara
térisé par une 
ontrainte C.143



Chapitre 6 Extension paramétriqueDétaillons la pro
édure de dépliage :Pro
édure de dépliage en arbre :
• L'automate de régionR(AEp ) est un automate de Bü
hi généralisé, 
'est-à-dire qu'ilpossède un ensemble d'ensembles d'états a

eptants. La première étape 
onsisteà dégénéraliser l'automate, de façon à 
e qu'il ne possède plus qu'un ensembled'états a

eptants. Cette pro
édure est usuelle et est rappelée dans [103℄.
• Partir de l'état initial s0, s0 est la ra
ine de notre arbre.
• Pour 
haque état su

esseur du n÷ud si, on 
rée une bran
he.
• Si si bou
le sur lui-même, on garde la bou
le.
• On arrête le dépliage dans deux 
as :
◦ On est arrivé à un état de deadlo
k,
◦ On atteint un état sj qui a déjà été visité dans 
ette même bran
he (
oupurede la bran
he).

• Chaque bran
he est étiquetée par deux informations :
◦ On garde l'information de la 
ause de l'arrêt du dépliage : deadlo
k ou 
oupure.
◦ En 
as de 
oupure, on garde l'information de la présen
e d'un état �nal dans labran
he entre les deux états répétés responsables de la 
oupure. Par exemple,si on a s1, s2, ...., s1, on 
oupe 
ar on retrouve s1, si s2 est un état �nal, alorson annote la bran
he. On sait que la bran
he bou
lera in�niment souvent surl'état �nal s2.L'automate et le nombre d'ar
s étant �nis, on en déduit que le dépliage est né
es-sairement �ni. En e�et, si n est le nombre d'ar
s de l'automate à déplier 
haquebran
he a au plus une longueur de n, on arrive alors né
essairement soit à un étatdéjà visité soit à un état de deadlo
k.Etant donné la taille de l'automate de région asso
ié à l'automate produit AEp denotre exemple biologique, nous appliquons notre algorithme sur le sp-ECA et l'au-tomate de région de la Figure 6.12. Une fois le dépliage e�e
tué, on obtient l'arbrede la Figure 6.13.L'arbre possède trois bran
hes. La bran
he B1 est arrêtée par 
oupure, mais 
elle-
ine possède pas d'état �nal, 
ontrairement à la bran
he B2 qui a atteint l'état �nal

(l3, xa > 1, xd = 0). En�n, la bran
he B3 est arrêtée par deadlo
k. Intuitivement,il est fa
ile de voir sur l'exemple de la Figure 6.13 que seule la bran
he B2 est un
hemin a

eptant de l'automate de région. Seule la bran
he B2 peut engendrer destra
es qui bou
lent in�niment souvent sur un état �nal. On retient néanmoins que
ette bran
he peut également engendrer des tra
es in�nies bou
lant un nombre �nide fois sur un état �nal. Ce
i importe peu étant donné que nous re
her
hons toutesbran
hes sus
eptibles de donner des tra
es a

eptantes et que dans notre exempleseule la bran
he B2 satisfait 
e 
ritère.4. Obtention des 
ontraintes de 
haque bran
he : Nous dé�nissons pour 
haquebran
he trois ensembles de 
ontraintes.
• Chaque état (li, βi) de l'automate de région est annoté de la 
ontrainte cnstr(li)144
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a c
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Cc33
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l0 l1
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xa > 1

Cc33
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Fig. 6.12 � Exemple d'un sp-ECA et de son automate de région.(Figure 6.12). Une bran
he Bj de l'arbre peut don
 être annotée par la 
ontrainterésultant de la 
onjon
tion des 
ontraintes sur les états. Par exemple, la bran
he
B2 de la Figure 6.13 est annotée de la 
ontrainte c0 ∧ c1 ∧ c3. Formellement, 
ette
ontrainte sur les lo
alisations, notée CL(Bj) est dé�nie 
omme suit :Dé�nition 6.13. Pour 
haque bran
he Bi de l'arbre résultant du dépliage d'unautomate de région R(A), on note CL(Bi) la 
ontrainte résultant de la 
onjon
-tion des 
ontraintes sur les lo
alisations de la bran
he. 〈CL(Bi)〉 
orrespond àl'ensemble de valuations ν des paramètres permettant de satisfaire la 
ontrainte
CL(Bi).

• Chaque état de l'automate de région fournit un ensemble de 
ontraintes sur leshorloges du modèle. Par exemple, dans la Figure 6.13, l'état (l3, xa < 1, xd < 1)
onduit à la 
ontrainte cr ≡ (xa < 1) ∧ (xd < 1). Bien que 
es 
ontraintessoient pla
ées au niveau des états de l'automate de région, elles 
on
ernent enréalité les ar
s, 
ar 
e sont eux qui temporisent l'automate. Ainsi, la 
ontrainte
cr ≡ (xa < 1) ∧ (xd < 1) de l'état (l3, xa < 1, xd < 1) 
on
erne l'ar
 entrant dans
et état.

• Les ar
s de l'automate de région sont également annotés d'une autre 
ontrainte.145
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d

c

Coupure
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l3, xa < 1, xd < 1c3

Cc33
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Cc33

Fig. 6.13 � Dépliage de l'automate de région en arbre.En e�et, tout ar
 de l'arbre allant de l'état (li, βi) à l'état (li+1, βi+1) est annoté dela 
ontrainte Cci qui étiquette l'ar
 allant de la lo
alisation li à la lo
alisation li+1dans l'automate produit AEp . Ainsi, l'ar
 entrant dans l'état (l3, xa < 1, xd < 1)de la Figure 6.13 est étiqueté par deux types de 
ontraintes :
◦ la 
ontrainte asso
iée à la région cr ≡ (xa < 1) ∧ (xd < 1),
◦ et la 
ontrainte asso
iée à l'ar
 Cc13.Nous 
onsidérons alors que 
et ar
 ej entrant dans l'état (l3, xa < 1, xd < 1) est éti-queté par une 
ontrainte caj 
orrespondant à la 
onjon
tion des deux 
ontraintes
itées 
i-dessus. On a alors caj ≡ ((xa < 1) ∧ (xd < 1)) ∧ Cc13. La dé�nition sui-vante présente dans un 
adre générale les 
ontraintes caj des ar
s de l'arbre.Dé�nition 6.14. Chaque ar
 ej de l'arbre résultant du dépliage d'un automatede région R(A) est annoté d'une 
ontrainte caj résultant de la 
onjon
tion des
ontraintes asso
iées aux régions crj et 
elles asso
iées à l'ar
 de l'automate Ccj .Ainsi, 〈caj〉 
orrespond à l'ensemble de valuations ν de paramètres permettant desatisfaire la 
ontrainte caj de l'ar
 ej.On peut généraliser la dé�nition pré
édente à tous les ar
s d'une bran
he del'arbre :Dé�nition 6.15. Soit Bi, une bran
he de l'arbre résultant du dépliage d'un au-tomate de région R(A). Soit 〈Ca(Bi)〉 l'ensemble des valuations ν de paramètrespermettant de satisfaire l'ensemble des 
ontraintes caj des ar
s ej de la bran
he
Bi. Ce
i revient à é
rire : 〈Ca(Bi)〉 =

⋂

〈caj〉, pour tous les ar
s ej de la bran
he146
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Bi.Il est à présent possible de généraliser à toute la bran
he :Dé�nition 6.16. Chaque bran
he Bi de l'arbre résultant du dépliage d'un au-tomate de région R(A) se dé�nit par un ensemble de valuations de paramètres
〈C(Bi)〉 
orrespondant à l'interse
tion des valuations possibles sur les ar
s 〈Ca(Bi)〉ave
 les valuations possibles des états 〈CL(Bi)〉. On a alors 〈C(Bi)〉 = 〈Ca(Bi)〉 ∩
〈CL(Bi)〉.Nous allons montrer que 
haque bran
he Bi de l'arbre possédant au moins un état �nalet ayant été arrêtée par 
oupure est un pré�xe d'un 
hemin a

eptant. Cha
une de 
esbran
hes Bi fournit un ensemble de valuations 〈C(Bi)〉 et nous montrerons que pour toutevaluation ν de 〈C(Bi)〉, le modèle THPN ne satisfait pas la propriété étudiée étant donnéque pour 
ette valuation, il existe un 
hemin a

eptant dans l'automate de région. Ceslemmes et théorèmes seront énon
és formellement dans la se
tion 6.5. Dans un premiertemps, nous allons illustrer 
es idées sur un exemple.Reprenons la portion de l'automate produit AEp présentée dans la Figure 6.14, danslaquelle nous avons retiré les ar
s in
ohérents formés de l'observation m2 = 0 ∧m2 = 1.Con
entrons nous, dans un premier temps, sur les 
ontraintes asso
iées aux ar
s. L'ar
allant de la lo
alisation (l0, a) à la lo
alisation (l12, b) possède la 
ontrainte Cc0 ≡ {m2 =

α1 ∧NoEvent∧m2 = 1}. Il est fa
ile de voir que l'ensemble de valuations de paramètrespermettant de satisfaireCc0 est restreint à α1 = 1, noté (1) sur la Figure 6.14. La 
ontrainteasso
iée à l'ar
 allant de la lo
alisation (l12, b) à la lo
alisation (l22, b) s'é
rit m2 ∈]0, α1[.Ainsi, quelle que soit la valuation de α1, la 
ontrainte m2 ∈]0, α1[ reste 
ohérente.Nous pro
édons de même pour tous les ar
s de l'automate de la Figure 6.14 et nousobtenons les deux ensembles de valuations restreints annotés (1) et (2) sur la Figure 6.14 :
• (1) : α1 = 1
• (2) : α1 > 1L'étape de 
onstru
tion de l'automate de région n'est pas présentée i
i à 
ause de lataille de 
e dernier. Néanmoins, étant donné que la propriété étudiée ¬φ ≡ ⋄(m2 = 1)n'utilise pas d'opérateurs temps réel, la seule 
ontrainte d'horloge apparaissant dans l'au-tomate (xNoEvent ≤ 0.5) ne peut pas entraîner d'in
ohéren
e temporelle. En e�et, unein
ohéren
e temporelle ne peut avoir lieu que si plusieurs 
ontraintes temporelles 
o-existent mais ne possèdent pas solutions 
ommunes. Prenons le 
as de deux ar
s su

essifsétiquetés respe
tivement par ya > 1 ∧ yb < 1 et par a ∧ b. Il est impossible que le délaià attendre avant le pro
hain a soit supérieur à 1 et que 
elui à attendre avant le pro-
hain b soit inférieur à 1. Dans notre 
as, la présen
e de l'unique 
ontrainte temporelle

(xNoEvent ≤ 0.5) ne fait qu'imposer un délai inférieur à 0.5 depuis l'observation du dernier
NoEvent, sans entraîner d'in
ohéren
es temporelles.Nous pouvons don
 déplier l'automate produit AEp et non son automate de région.Nous obtenons l'arbre de la Figure 6.15.Dans un 
adre non paramétrique, le langage de AEp n'est pas vide. Le dépliage enarbre nous indique qu'il y a trois 
hemins a

eptantes notés γ1, γ2 et γ3 sur la Figure 6.15.147
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(1)

(2) (2)

m2 = 1

m2 = 0

m2 = 1

l22, b

l12, a

l22, a l32, a l32, b

l0, a
m2 ∈]0, 5[

m2 ∈]0, 5[

m2 = 0 ∧ 0 < xNoEvt ≤ 0.5

m2 = 0

m2 = 0 ∧ 0 < xNoEvt ≤ 0.5

m2 ∈]0, 5[

α1 ∈]0; 0.5[

α1 ∈]0; 0.5[

α1 ∈]0; 0.5[
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m2 ∈]0, 5[
m2 = 1

m2 ∈ [0, 5] ∧ NoEvent

m2 ∈ [0, 5] ∧ NoEvt

α1 ∈]0; 5]

α1 ∈ [0; 5]

α1 ∈]0, 0.5[

α1 ∈]0; 5]

Fig. 6.14 � Portion du sp-ECA produit AEp .Etudions les 
ontraintes asso
iées à 
ha
une de 
es bran
hes. Pour les trois bran
hes, la
ontrainte asso
iée aux lo
alisations vaut α1 ∈]0, 0.5[, 
'est-à-dire 〈CL(B1)〉 = 〈CL(B2)〉 =
〈CL(B3)〉 = {α1 ∈]0, 0.5[}.Les valuations de paramètres possibles pour les ar
s des bran
hes B1 et B2 sont
〈Ca(B1)〉 = 〈Ca(B2)〉 = {α1 > 1} et 
elles de la bran
hes B3 sont 〈Ca(B3)〉 = {α1 = 1}.On en déduit que 〈C(Bi)〉 = 〈CL(Bi)〉∩〈Ca(Bi)〉 = ∅ pour les 3 bran
hes B1, B2 et B3.Ainsi, pour toute valuation ν satisfaisant les 
ontraintes sur les lo
alisations α1 ∈]0, 0.5[,le langage de l'automate produit est vide, 
e qui nous permet de 
on
lure que le modèleTHPN satisfait la propriété pour 
es valuations ν.La se
tion suivante présente formellement toutes les propriétés dont nous venons dedonner l'idée.6.5 PropriétésDans la se
tion 
i-dessus, il a été pré
isé que 
haque bran
he Bi de l'arbre résultantdu dépliage de l'automate de région R(AEp ) est annotée de deux informations :

• L'information de la 
ause de l'arrêt du dépliage : deadlo
k ou 
oupure,
• En 
as d'arrêt par 
oupure, l'information de la présen
e ou non d'un état �nal entreles deux états de 
oupure.Nous allons montrer qu'une bran
he arrêtée par 
oupure et possédant un état �nal
orrespond à un 
hemin a

eptant sur l'automate d'origine AEp (Lemme 6.4). De plus,nous montrerons que tout 
hemin a

eptant de l'automate passe né
essairement par unede 
es bran
hes (Lemme 6.5).Dé�nition 6.17 (Bran
he 
ons). Une bran
he Bi est annotée de l'étiquette 
ons (pour
onsistent en anglais) si elle a été arrêtée par 
oupure au niveau d'un état si et que entre148
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Fig. 6.15 � Dépliage de la portion de l'automate produit AEp .les deux o

urren
es de l'état si, il y a un état �nal.Lemme 6.4. Une bran
he 
ons de l'arbre résultant du dépliage de l'automate de région
R(AEp ) 
orrespond à un 
hemin a

eptant sur AEp .Preuve :La notation 
ons indique entre autre que la 
oupure de l'arbre a eu lieu lors de lavisite d'un état si qui avait déjà été visité dans la même bran
he. L'arbre dé
oulant del'état si revisité est don
 déjà déplié en amont, 
e qui permet d'assurer que la bran
hebou
le in�niment souvent. De plus, la notation 
ons indique qu'il existe au moins un état�nal entre les deux états si, étant donné que l'on manipule un automate de Bü
hi, il estpossible de bou
ler in�niment souvent sur un des états �naux même si 
ette bran
he peutégalement donner des tra
es in�nies qui bou
lent un nombre �ni de fois sur un état �nal.Une bran
he 
ons indique don
 l'existen
e d'au moins un 
hemin a

eptant sur AEp .
2Lemme 6.5. Tout 
hemin a

eptant de l'automate produit AEp passe né
essairement parune bran
he 
ons de l'arbre résultant du dépliage de l'automate de région R(AEp ).Preuve :Chaque bran
he est soit stoppée par deadlo
k soit arrêtée par bou
lage, 
'est-à-direque la poursuite du dépliage engendrerait un sous-arbre qui a déjà été déplié en amont.Considérons deux bran
hes B1 et Bcons

2 ayant un n÷ud 
ommun si. Supposons que B1bou
le in�niment souvent sur si. Il existe don
 un 
hemin passant un 
ertain nombrede fois par B1 puis par Bcons
2 . Pour que 
e 
hemin soit a

eptant, il faut né
essairement149
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2 qui permet de bou
ler in�niment souvent pas un état �nal (
onditiond'a

eptation de Bü
hi).

2 Chaque bran
he Bcons
i fournit un ensemble de valuations de paramètres 〈C(Bcons

i )〉.Notre obje
tif est de montrer que si une valuation ν appartient à 〈C(Bcons
i )〉, alors lelangage de l'automate produit pour 
ette valuation n'est pas vide (Théorème 6.2). Al'inverse, si une valuation ν n'appartient à au
un ensemble 〈C(Bcons

i )〉, alors le langage del'automate produit pour 
ette valuation est vide (Théorème 6.3).Par la suite, on notera GEν le graphe d'évolution du graphe d'évolution symboliquetel que la valuation ν satisfait les 
ontraintes asso
iées à 
e graphe d'évolution CGEν . Onrappelle que le Théorème 6.1 montre qu'il existe un unique graphe d'évolution GEν telque ν satisfait les 
ontraintes de GEν , CGEν . L'ensemble des tra
es du graphe d'évolution
GEν , noté TGEν est 
onverti en un sp-ECA AνM .Les lemmes 6.6 à 6.8 montrent que les propriétés démontrées dans un 
adre numériquerestent vraies dans un 
adre paramétrique où on ne 
onsidère qu'une valuation ν.Lemme 6.6. Soit A un sp-ECA et A′ l'automate Event-Clo
k asso
ié à A dans lequel iln'y a ni 
ontraintes sur les ar
s ni 
ontraintes sur les lo
alisations. Le langage du sp-ECA
A est exa
tement le langage de l'ECA A′ qui lui est asso
ié.Preuve : La dé�nition de langage (Dé�nition 6.11) ne fait pas intervenir les 
ontraintessupplémentaires qui apparaissent dans le sp-ECA.
2Lemme 6.7. Soit TGEν, l'ensemble des tra
es du graphe d'évolution GEν extrait dugraphe d'évolution symbolique et AνM , le sp-ECA résultant de la 
onversion de TGEν. Ona 
omme dans le 
as numérique égalité des langages, 
'est-à-dire TGEν = L(AνM).Preuve : On a montré que le graphe d'évolution GEν du graphe d'évolution symboliqueétait exa
tement le graphe d'évolutionGE obtenu dans un 
adre non paramétrique lorsquetous les paramètres du THPN pi ∈ P ont été rempla
és par ν(pi) (Théorème 6.1), on adon
 TGEν = TGE, où TGE 
orrespond à l'ensemble des tra
es du graphe d'évolution
GE. De plus, on a montré que dans un 
adre non paramétrique, TGE = L(AM). En�n,le lemme 6.6 montre que L(AM) = L(AνM).
2Lemme 6.8. Mν |= φ⇔ L(Aνp) = ∅Preuve : Nous avons montré 
e théorème dans un 
adre non paramétrique. De plus, ave
le lemme 6.6, on montre que la propriété reste véri�ée.
2Théorème 6.2. Soit Bcons

i , une bran
he 
ons de l'arbre résultant du dépliage de l'auto-mate de région R(AEp ), 
ara
térisée par l'ensemble de valuations 〈C(Bcons
j )〉 = 〈CL(B

cons
j )〉∩

〈Ca(B
cons
j )〉. Si une valuation ν appartient à 〈C(Bcons

j )〉 alors L(Aνp) 6= ∅.Preuve :D'après le lemme 6.4, Bcons
i 
orrespond à un 
hemin a

eptant γ sur AEp :150
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γ = (l0, l

2
0)

ψ0
→
Cc0

(l1, l
2
1)

ψ1
→
Cc1

...(ln, l
2
n)

ψn
→
Ccn

...On en déduit les deux 
hemins γ1 et γ2 a

eptants respe
tivement sur AEM et A¬φ :
γ1 = l0

ψ1
0→

C1
c0

l1
ψ1

1→
C1

c1

...ln
ψ1

n→
C1

cn

...et
γ2 = l20

ψ2
0→

C2
c0

l21
ψ2

1→
C2

c1

...l2n
ψ2

n→
C2

cn

...Etant donné que la valuation ν ∈ 〈CL(B
cons
i )〉, on en déduit qu'il existe un 
hemin sur

AνM , noté γ′1 (Théorème 6.1) :
γ′1 = l0

ψ′1
0→

C1
c0

l1
ψ′1

1→
C1

c1

...ln
ψ′1

n→
C1

cn

...Soit γ′ le 
hemin résultant du produit de γ′1 et de γ2.
γ′ = (l0, l

2
0)

ψ′1
0 ∧ψ2

0→
Cc0

(l1, l
2
1)

ψ′1
1 ∧ψ2

1→
Cc1

...(ln, l
2
n)

ψn
→
Ccn

...Montrons que les ψ′
i ≡ ψ′1

i ∧ ψ2
i sont 
ohérents quel que soit i, 
'est-à-dire qu'il existeune valuation des variables v ∈ V permettant de satisfaire les observations étiquetant lesar
s de l'automate AνM (On rappellle que la notion de 
ohéren
e mentionnée se rapporteà 
elle mentionnée dans le Chapitre 3 page 77). D'après la notation 2, l'observation ψ′

is'é
rit sous la forme de trois sous-observations ψ′
i ≡ ψ′

i1 ∧ ψ
′
i2 ∧ ψ

′
i3, où ψ′

i1 ∧ ψ
′
i2 sont des
onjon
tions d'atomes instantanés et ψ′

i3 
orrespondent aux 
ontraintes d'horloge.
ν ∈ 〈Ca(B

cons
j )〉 don
 pour tout ar
 ei de la bran
he Bcons

j , ν ∈ 〈Cci〉 et ν ∈ 〈cri〉.On rappelle que les Cci 
orrespondent aux 
ontraintes étiquetant les ar
s de l'automateet que les cri 
orrespondent aux 
ontraintes asso
iées aux régions de l'automate de région(
f. page 146).
• On sait que ν satisfait les 
ontraintes asso
iées à 
haque ar
 ei : ν ∈ 〈Cci〉. Par 
onsé-quent, la 
ontrainte CCi évaluée par ν, notée Cci[ν], est une 
ontrainte satis�able.Etant donné que les 
ontraintes asso
iées aux ar
s Cci 
orrespondent exa
tementaux observations ψ′

i1 ∧ ψ
′
i2 des ar
s (d'après l'algorithme de 
onstru
tion de l'auto-mate p-ECA). On en déduit que la 
onjon
tion d'atomes instantanés ψ′

i1 ∧ ψ
′
i2 sontsatis�ables quel que soit i.

• De même, ν satisfait les 
ontraintes des régions de l'automate de région : ν ∈ cri,ainsi cri[ν] est satis�able. Etant donné que ν appartient aussi à Cci, on en déduitque les 
ontraintes d'horloges de Cci sont également satis�ables. Etant donné queles observations sur les ar
s 
orrespondent exa
tement aux 
ontraintes étiquetant
es ar
s, on en déduit que les 
ontraintes d'horloge ψ′
i3 sont satis�ables quel que soit i.151



Chapitre 6 Extension paramétriqueOn en déduit que γ′ est un 
hemin a

eptant sur Aνp, 
'est-à-dire L(Aνp) 6= ∅.
2 On déduit du lemme 6.8 et du théorème 6.2 le 
orollaire suivant :Corollaire 6.1. Soit ν une valuation et φ la propriété étudiée, ν ∈

⋃

〈C(Bcons
j )〉 ⇒Mν 2

φThéorème 6.3. Soit ν une valuation, pour toute bran
he Bcons
j de l'arbre résultant du dé-pliage de l'automate de région R(AEp ) étiquetée par l'ensemble de valuations 〈C(Bcons

j )〉 =
〈CL(B

cons
j )〉 ∩ 〈Ca(B

cons
j )〉 :
ν ∈ 〈CL(B

cons
j )〉 et ν /∈

⋃

〈C(Bcons
j )〉 ⇒Mν |= φPreuve :

ν ∈ 〈CL(B
cons
i )〉, don
 on s'intéresse à l'automate AνM .Tout 
hemin a

eptant tiré des bran
hes Bcons

i est de la forme :
γ = (l0, l

2
0)

ψ0
→
Cc0

(l1, l
2
1)

ψ1
→
Cc1

...(ln, l
2
n)

ψn
→
Ccn

...

ν ∈ 〈CL(B
cons
i )〉 et ν /∈

⋃

〈C(Bcons
i )〉, on en déduit que ν /∈ 〈Ca(B

cons
i )〉. On rappelleque Ca(B

cons
i ) 
orrespond à la 
ontrainte asso
iée aux ar
s de la bran
he Bcons

i (Dé�ni-tion 6.15).Pour 
ette bran
he Bcons
i , il existe au moins un ar
 ei tel que soit ν /∈ 〈Cci〉 soit ν /∈ 〈cri〉.Si ν /∈ 〈Cci〉, la 
ontrainte Cci évaluée par ν, Cci[ν], n'est pas satisfaite. Etant donné quepar 
onstru
tion de l'automate, la 
ontrainte Cci 
orrespond exa
tement aux observations

ψi1∧ψi1, on en déduit que la 
onjon
tion d'atomes instantanés ψi1∧ψi2 n'est pas 
ohérent,
'est-à-dire qu'il n'y a pas de valuations possibles des variables v ∈ V permettant de rendre
ohérentes les observations sur les ar
s de l'automate AνM .Si ν /∈ 〈cri〉 ou que ν /∈ 〈Cci〉, ν ne permet pas aux 
ontraintes d'horloge ψi3 d'êtresatis�ables.Par 
onséquent, au
un 
hemin de AEp ne peut être a

eptant dans Aνp .Peut-il exister d'autres 
hemins a

eptants non représentés dans l'arbre ?Le lemme 6.5 montre que tout 
hemin a

eptant de AEp passe né
essairement par unebran
he Bcons
i . Ainsi, 
onsidérons 2 bran
hes B1 et Bcons

2 . Seule la bran
he 2 est de type
cons. Supposons qu'il existe un 
hemin passant d'abord par B1 puis par Bcons

2 , 
elle-
iest 
ara
térisée par l'ensemble de valuations 〈C(B1)〉 ∩ 〈C(Bcons
2 )〉. Ce 
hemin n'est pasexpli
itement détaillé dans l'arbre. Néanmoins, si ν /∈ C(Bcons

2 ), ν /∈ 〈C(B1)〉∩〈C(Bcons
2 )〉,par 
onséquent, le 
hemin passant d'abord par B1 puis par Bcons

2 ne peut pas donner un
hemin a

eptant sur Aνp.
2152



Bilan Se
tion 6.66.6 BilanCe 
hapitre a présenté une extension paramétrique de notre pro
édure de model-
he
king. Cette extension nous permet de dé�nir 
ertains paramètres biologiques in
onnussous forme symbolique. Grâ
e à la 
onnaissan
e de propriétés 
omportementales, on peutà présent déterminer in sili
o la ou les valeurs des paramètres in
onnus permettant aumodèle biologique de satisfaire 
es propriétés. Ces nouvelles données in sili
o pourrontalors être validées ou pré
isées expérimentalement.
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Con
lusionDans le 
adre de la modélisation formelle des réseaux de régulation biologiques, deuxgrandes tendan
es 
oexistent : 
elle qui privilégie le pouvoir d'expression du formalismeen vue de simulation mais ne permet pas d'e�e
tuer des preuves formelles, et 
elle quipermet l'appli
ation de preuves mais après de fortes abstra
tions dans les modèles.Ce manus
rit présente un 
ompromis entre pouvoir d'expression et 
apa
ité de preuvesformelles. Nous nous sommes 
on
entrés sur les THPN : une sous-
lasse de HFPN, à l'heurea
tuelle l'un des formalismes les plus puissants pour la biologie des systèmes parmi 
euxfournissant des simulations automatisées. L'originalité du travail détaillé dans 
e manus-
rit est liée à l'asso
iation de deux méthodes venant de deux 
ommunautés di�érentesde l'informatique. Nous avons su asso
ier la méthodologie de 
onstru
tion d'un graphed'évolution venant de la 
ommunauté des réseaux de Petri [34℄ aux méthodes de mani-pulation d'automates temps-réel venant de la 
ommunauté des systèmes formels temps-réels [37, 36℄. Cette 
ombinaison nous a alors permis d'étendre les deux théories existantes,soit en ajoutant une notion quantitative par des atomes spé
i�ques (atomes instantanés)et un produit spé
i�que (produit-LT), soit en autorisant des dé�nitions symboliques de
ertains paramètres aussi bien dans le graphe d'évolution que dans les automates temps-réel utilisés. Autoriser la preuve formelle sur un formalisme aussi expressif que les THPNa don
 né
essité la dé�nition pré
ise et détaillée d'un 
adre logique.Il n'aurait pas été possible d'appliquer 
ette méthode à des exemples biologiques nontriviaux sans une plate-forme logi
ielle adaptée. Nous avons don
 développé le logi
ielBioPetri dans lequel 
haque étape de notre pro
édure de model-
he
king pour THPN etformules CTEL a été implémentée.Un point fort de 
e travail 
orrespond à l'extension paramétrique de notre pro
édurede model-
he
king. Cette extension permet la manipulation symbolique des paramètresin
onnus. Ainsi, étant données des propriétés biologiques supposées vraies, il est à présentpossible de déterminer les valeurs des paramètres in
onnus permettant au modèle THPNparamétrique de satisfaire 
es propriétés. Cette méthode permet ainsi d'a
quérir de nou-velles données sur le modèle biologique étudié, ou d'évaluer les valeurs de paramètres quisatisfont une hypothèse biologique donnée.En�n, une pro
he 
ollaboration ave
 Ni
olas Pollet du laboratoire de Développementet Evolution de Paris Sud nous a permis d'étudier �nement les mé
anismes molé
ulairesHT-dépendants, responsables des modi�
ations morphologiques, lors de la métamorphosedu têtard Xenopus tropi
alis. Nous nous sommes parti
ulièrement intéressés à deux 
han-



Con
lusiongements opposés : la pousse des pattes arrières et la résorption de la queue. De nos modèlesin sili
o, ont dé
oulé de nouvelles hypothèses et questions biologiques, 
on
ernant essen-tiellement le r�le des enzymes métabolisant les hormones thyroïdiennes. De façon à validerou réfuter 
es nouvelles hypothèses, le laboratoire de Développement et Evolution a misen pla
e un modèle de 
ultures 
ellulaires in vitro qui 
orrespond à un intermédiaire in-dispensable entre les modèles in sili
o et in vivo.Plusieurs perspe
tives s'ouvrent à l'issue de 
e travail.
• Etude de la métamorphoseL'élaboration d'un modèle 
ellulaire in vitro va nous permettre à 
ourt terme detester expérimentalement les questions et hypothèses soulevées par le modèle in si-li
o. Nous avons ainsi e�e
tué in sili
o des pulses 
ourts qui n'ont pas permis dedé
len
her l'apoptose dans les 
ellules de la queue (voir page 106). Il est importantde valider ou de réfuter 
e résultat expérimentalement. Alors qu'une expérien
e depulse peut s'avérer di�
ilement 
ontr�lable dans un 
ontexte in vivo impliquant unanimal ou un organe entier, 
elle-
i se trouve fa
ilitée au sein d'un modèle in vitrode 
ultures 
ellulaires (possibilité de 
ontr�le de la 
on
entration intra-
ellulaire,possibilité d'utiliser des 
olorants,...). Notre 
ollaboration ave
 le laboratoire de Dé-veloppement et Evolution se dé�nit don
 par un aller-retour entre les modèles insili
o et in vitro, qui ne peut s'avérer que fru
tueux dans l'avenir.
• Inféren
e de THPNDans la dernière partie du 
hapitre biologique, nous 
ommençons à nous intéresserà la 
onstru
tion de réseaux de régulation d'après des données trans
riptionnelles. Ilserait intéressant, à long terme, de développer des méthodes d'inféren
e de réseauxde régulation modélisés par THPN. A l'heure a
tuelle, il existe di�érentes méthodesde 
onstru
tion de réseaux dans la littérature qui di�èrent prin
ipalement dans la
ondition di
tant quand un gène est relié à un autre [104, 105℄. Il serait don
 perti-nent de 
oupler 
e type de méthode à notre formalisme de modélisation. Les réseauxainsi inférés donneraient la stru
ture d'un modèle THPN qui serait étudié suivantla méthodologie dé
rite dans 
e manus
rit.
• Aspe
t paramétriqueLe dernier 
hapitre de 
e manus
rit présente une extension paramétrique de notrepro
édure de model-
he
king. Nous envisageons, dans un avenir pro
he, d'appli-quer 
ette théorie à des exemples biologiques pertinents. Ainsi, nous pourrions, parexemple, déterminer les valeurs de l'a
tivité de l'enzyme D2 permettant à la bou
lepositive D2 qui lui est asso
iée d'être a
tive dans la queue. Cette valeur in sili
oserait alors 
omparée aux valeurs expérimentales de Germain et al. dans [84℄.
• Extension fon
tionnelle156



Con
lusionDans 
e manus
rit, nous nous sommes orientés vers les THPN, une sous-
lasse desHFPN dans laquelle l'aspe
t fon
tionnel a été retiré. Nous avons 
ommen
é à nousintéresser à la réintrodu
tion de 
ertaines fon
tions. Les réseaux de Petri variables,notés VHPN [34℄ autorisent la dé�nition des vitesses des transitions 
ontinues sousforme de fon
tions dépendant du marquage 
ontinu. Ce formalisme autorise desrelations de proportionnalité. Par 
ontre, son étude est beau
oup plus 
omplexeétant donnée l'évolution exponentielle du marquage 
ontinu, induite par de tellesvitesses. David et Alla ont alors étudié le 
omportement asymptotique des VHPN, ils'agit des réseaux de Petri hybrides asymptotiques (AHPN). Ces AHPN permettentde se rapporter à des vitesses 
onstantes et don
 de 
onstruire un graphe d'évolutiontout en gardant une relation de proportionnalité au niveau des vitesses. Néanmoins,
e formalisme induit, par son étude asymptotique, des approximations. Celles-
ifont perdre la 
omplétude et la 
orre
tion de notre pro
édure de model-
he
king.En e�et, 
ertaines propriétés pourraient être satisfaites par le modèle approximémais pas par le modèle réel et inversement.Deux 
hoix s'o�rent à nous dans l'avenir. Nous pouvons déterminer une 
atégoriede propriétés qui sont vraies dans le modèle approximé si et seulement si elles lesont dans le modèle réel. Nous pouvons également nous orienter vers l'exploitationdes VHPN et non des AHPN, 
e qui obligera à modi�er le 
adre formel de façon àprendre en 
ompte des équations di�érentielles.Ce manus
rit présente une méthode pertinente pour la véri�
ation des THPN et pro-metteuse pour la véri�
ation des HFPN. En 
ollaboration ave
 les biologistes, elle sauraapporter de nouvelles questions et hypothèses, 
omme elle a déjà su le faire dans l'étudede la métamorphose amphibienne.
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